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ÜBER  DIE  INTEGRATION  DER  PARTIELLEN  DTFFERENTIAL- 
GLEIOHUNGEN  ERSTER  ORDNUNG. 


1. 

Die  Entstehung  und  Ausbildung  der  Theorie  der  partiellön  Differential- 
gleichungen bildet  einen  der  wichtigsten  Momente  in  der  Geschichte  der  Ma- 
thematik des  18.  Jahrhunderts.  Euler  hatte  diesen  so  fruchtbaren  Zweig  der 
Analysis  ans  Licht  gerufen,  und  in  einer  grossen  Zahl  von  Beispielen  durch 
besondere,  dem  jedesmaligen  Falle  angepasste  Kunstgriffe  die  Integration  bewerk- 
stelligt. Lagrange  gab  hierauf  die  erst-en  allgemeinen  Vorschriften,  die  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  zwischen  jeder  Anzahl  von 
Variabein,  und  insbesondere  jede  auch  nicht  lineare  zwischen  drei  >'ariabeln  auf 
ein  System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  zurilckzufiihren.  Die  von 
Lagrange  zu  letzterem  Zwecke  angewandte  Methode  schien  keiner  Ausdehnung 
auf  jede  Anzahl  von  Variabein  fähig  zu  sein,  da  die  Analysten,  die  dieses  ver- 
suchten, die  ihnen  aufstossenden  Schwierigkeiten  nicht  überwinden  konnten. 
Pfaff  betrachtete  daher  den  Gegenstand  aus  einem  von  allen  bisherigen  gänzlich 
verschiedenen  Gesichtspunkte.  Er  sah  nämlich  das  ganze  Problem  der  Inte- 
gration der  partiellen  Differentialgleichungen  ei-ster  Ordnung  als  speciellen  Fall 
des  weit  umfassenderen  an,  jede  gewöhnliche  hneare  Differentialgleichung  zwischen 
2n  Variabein  durch  ein  System  von  n  Gleichungen  zu  integinren;  und  indem  er 
dieses  Problem  vollständig  löste,  hat  er  zugleich  die  Theorie  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  vollendet. 

Ich  werde  im  Folgenden  diesen  Gegenstand  wieder  aufnehmen,  und  ihn 
einer,  wie  ich  glaube,  neuen  Behandlung  unterwerten,  welche  sich  vielleicht 
durch  ihre  Leichtigkeit  den  Analysten  empfiehlt.  Durch  sie  werden  die  Schwierig- 
keiten, welche  der  Ausdehnung  der  Lagrangeschen  Methode  auf  jede  Anzahl  von 
Variabein  entgegen  standen,  so  weit  die  Natur  dieser  Methode  es  möglich  macht, 
gehoben  werden,  und  man  wird  so  auf  dem  entgegengesetzten  Wege  zu  deii- 
selben  Resultaten  gelangen,  welche  Pfaff  gefunden  hat.   — 
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2. 

leli  beginne  mit  einigen  Betrachtnngen  über  die  InU^grjition  eines  Systems 
von  n  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  n-h'i  Va- 
riabein. 

Es  seien  die  n-\-l  Variabein  x,  x',  x",  . .  .,  x'-'K  Es  sollen  n  derselben, 
■/..  B.,  x',  x",  . .  .,  ic'"\  als  Functionen  der  Übrigen  durch  ein  System  von  72  Dif- 
ferentialgleichungen bestimmt  werden,  m  welchen  nur  die  ersten  Ableitungen 
von  .r',  x",  ..,,  x'''\  in  Beziehung  auf  a:  genommen,  vorkommen.  Diese  n  Glei- 
chungen lassen  sieh  immer  unter  die  Form  bringen: 

dx'   X'        ilx"  __    X"  (hr"'   __   X^ ' 

(Ix  X    '      dx  X     ''''"'      da:  X       ' 

welche  man  auch  als  Proportion  dai-stellen  kann: 

dx:dx'  idx"  :  ...•.dx^     ^  X  :  X'  -.X"  -.  ...-.  X"', 
wo  X,  X',  X",  .  .  .,  X*"'  Functionen   von  x,  x',  x",  .  .  .,  x"^"'  sind,   und  wo  es 
gleichgültig  ist,  welche  der  n-hi  Variablen  man  als  unabhängig  betrachtet. 

Es  ist  seit  langer  Zeit  bekannt,  wie  man  aus  diesen  Gleichungen  /t  —  1  Va- 
riabein, z.B.  x",  x'",  ...,  .r'"',  eliminii-en  kann.  Differentiirt  man  nämlich  die 
Gleichung      '  -  =  -^^    (^  —  l)-mal    hintereinander    nach  x,    und  setzt  jedesmal 

fi'ir  die  vorkommenden  Ableitungen     ,'-'-,  -j — .    ....      -  -     ihre  Wertlie   in  x, 

,       „  ,.,  ,  ..,,  da'         d^x'         d^x'  d"x'  .  „ 

X  ,  X  ,  . . .,  x*-"',  so  erhalt  man  -  , —  ,     ,  .     ■      ,  ,    ,    .  .  .,     —, —  gegebenen  J^unc- 
dx         da  dx'  dx»     °  ° 

tionen  dieser  Variabein  gleich.      Aus  den  so  entstehenden  n  Gleichungen  kann 

man  dann  die  ?i  — 1  Variabein  x",  x"\  ...,  x'-"'*  eliminireu,    und  erhält  so  eine 
Gleichung  von  der  Form; 

/        ,     dx'        d''x'  d''x'  \  . 

'  \  '       '      dx    '      dx^    1  ■  ■  ■  1      ^_j.«  J 
Es  hat  aber  bekanntlich  jede  solche  Differentialgleichung  der   u'"'"  Ord- 
nung n  verechiedene  Integralgleichungen  der  (n  —  1)""  Ordnung,  von  denen  jede 


eine 

willkürliche  Ooiistaiite  enthält.     Es 

seien,  diese: 

,1- 

-  1  ^     " 

4-.-. 

dt' 

d''x' 

dW-~ ' 

d-' 

-r)  =  'i, 

"■■•    dx- 
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"WO   C'i,    Cg,    .  .  .,    C„  die  ■willkürlichen  Constanten   bedeuten.      Substituirt    man 

hierin  für  — -, — ,    -^-t-,  ....     -, — '-:     ihre  Wei-the  in  .r,  x',  x",  .  .  ..  x^"\   so  hat 
dx        dw  d-x"-' 

man  das  verlangte  System   von  n   endlichen    Gleichimgen    mit  ?i  willkürüchen 

Constanten,  welches  die  Gleichungen 

da::d^':d^":...:dai^"^  =  X  :  X' :  X"  : ...  :  X^"' 
inteirrirt. 


In  welcher  Form  auch  die  n  Integralgleichungen  mit  n  willkürüchen 
Constanten  gefunden  werden,  so  wird  man  sie  immer  durch  Auflösung  nach 
den  /(willkürliehen  Constanten  in  diese  Form  bringen  können: 

i^,  =  c; ,  F^  =  c;,  .  . .,   F,  =  6;, 

wo  -/■',,  l'\,  ....  I\  die  willkürlichen  Constanten  nicht  enthalten.  In  dieser 
Form  haben  die  Integralgleichungen  die  nierkwüi'dige  Eigenschaft,  dass,  wenn 
man  sie  diffei-entürt,  unmittelbar  auch  die  willkürlichen  Constanten  verschwinden, 
so  dass  die  Differentialgleichungen 

öx  oa:  öx  ax'-"' 

dF,   j         dF.    ,  ,      'BF,    ,  „  3F,  _,  ,^ 

öx  ex  ox  dx'-"' 


^„       öF^  ^      eF„  ,  ,    dF„  ,  „  aF„  ,  ,, 

ox  dx  dx  dx''"' 

ohne  Dazwischen kunft  der  Integralgleichungen 

F,  =  c; ,    F,  =  c;,  ■.  .  .,    !■„  =  Cn 

mit  den  gegebenen  Gleichungen 

dx:dx':dx":...:dx'-"^  =  X:  X' :  X"  : ...:  X^"^ 
Übereinkommen  werden:   denn  durch  solche  Dazwischenkunft   würden   die  will- 
kürlichen Constanten  wieder  eingeführt  werden.     Hieraus  folgt  aber  das  Statt- 
finden folgender  identischen  Gleichungen: 

SR    ^       BF,    ^,       dF    ^„ 


0) 


■X'"'  =  0, 


ÖJi  dx' 

iir,         df 

oF.    ^^_    rf.    ^,  _     dF.    ^„  ,  ^      ,     i,F. 


X""  =  0. 
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Die  Integration  der  Diffei-entialgleichungen 

dx  :  dx' :  dx"  : ... :  (7«'     =  X  :  X' :  A"  : ...  l  X'" 
kommt  also  mit  der  Lösung  der  Aufgabe  überein:   11  verschiedene  Functionen 
/''  zu  finden,  von  denen  jede  der  Gleichung 

ax  da:  rj.r  ox^"> 

iilentisch  Genüge  leiste. 

Wenn  die  Furjctionen  h\,  F2,  .  .  .,  /'„,  jed«  für  F  gesetzt,  die,se  Bedhi- 
gung  erfüllen,  so  ist  dies  auch  der  Fall  mit  jeder  wieder  aus  diesen  zusammen- 
gesetzten Function.     Denn  es  sei  solche  Tl{b\,F^_, ...,  F„),  so  wird  man,  wenn 

,.„,.,  .,,  ^.  .,     du       eiJ  511 

man  die  Gleichungen  (i)  respective  mit    ^,  ,  --.j- ,   -  ■ -,    -^-- 

hierauf  addirt,  die  Gleichung 

BH         du         Sil  öl 

da:  ax  ax  vj:' 

erhalten,   so  dass  auch   11  für  F  gesetzt   werden   kau 


,-  X'"'  =  0 


4. 
Nach  diesen  \'orausgeschiekte'n  Betrachtungen  ergiebt  sich  die  Integration 
der  lineai-en   partiellen   DifFerentialgleicIiungen  erster  Ordnung  von  selbst.      Es 
sei    nämlich   x    als    Function     von   x',    ;r",    ....    x'"'    zu    finden     vermittelst    der 
Gleichung 

X  =  X'~r+X"   -f''',,  H hX<"'  -^■^'-r- 

öx  öj:  r'x^  ' 

Es  werde  die  zwischen    den  »  +  1  Variabein   zu  suchende  Relation   ausgedrückt 

durch  li  =  0,  so  hat  man: 

(fij     C.T         du 


wodurch  die  gegebene  Gleichi 


Sa: 

ö.r' 

-h 

'^dn' 

=  0. 

SB 

ax" 

+ 

dn 

d.r" 

=  0, 

an 

6x 

-H 

du 

=  0, 

chiiiig  sich 

■t\m 

Alt  in: 
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welcher  Gleichung,   wie  wir  gesehen  haben,   Genüge  geschieht,   wenn  man  für 
]f  irgend  eine  Function  von  l'\,  F«.  ....  F^  setxt. 

Ist  also  eine  lüieare  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 


X  = 


8^ 


.A^ü-  x"-[— 


gegeben,   so  integrire  man   die   Gleichungen: 

'Jx:  da:'  :  t/.v"  :  ...-.d^"'  =  X :  X' :  X"  : ...  :  X  "  . 
Iwt  das  System  ik-y  n  endlichen  Integralgleichungen  derselben  . 

h\  =C,,    F,  =  ('„    .  .  -,     K  =  C,., 
wo  (.',,  C.2,  ....  r„  die  willkürlichen  Constanten  bedeuten,  i'',.  F.,.  ....  /''„  abei 
diese  nicht  enthalten,  und  nennt  man  il irgend  eine  Function  von  F^,  F..,  . .  .,  F„ 
so   wird    J/  =  0    das   gesuchte  Integral    der   gegebenen    partiellen    Differential 
gleicliuiiiz'. 


Wenn  der  Gleichung 

durch  irgend  eine  Gleichung  oder  Relation  zwischen  den  «Functionen  i*',,  il, ....  F„ 
(ieiu'ige  geschieht:  so  kann  man  sagen,  dass  die  Gleichungen 
dic:dx'  :  dx"  :  ...-.dx^  =  X:  X' :  X"  :  . ..  :  X  "' 
durch  irgend  n  Relationen  zwischen  jenen  Functionen  integrirt  wei-den.  Denn 
aus  ;( Relationen  zwischen  «Grössen  werden  diese  Constanten  gleich,  und  die 
Willkürlichkeit  der  Relationen  reducirt  sich  auf  eine  blosse  Willkürlichkeit  der 
Constanten.  Es  zeigt  sich  nun  hier  eine  Lllcke.  Man  kann  nämlich  nach  dem- 
jenigen System  von  Diffei-entialgleichungen  fragen,  welches  durch  irgend  zwei,  drei 
oder  überhaupt  rii  Relationen  zwischen  F,,  F., ...,  F„  integrirt  wird,  wo  'in  zwischen 
l  und  n  liegt.  Diese  Lücke  wird  aiisgefiüllt  durch  folgendes  allgemeine  Theorem, 
welches  zu  gleicher  Zeit  auch  die  beiden  bisher  behandelten  extremen  Fälle. 
wo  m  =  1  und  in  =  n  ist,  umfasst. 

Theorem.      „Es  seien  F,,  F^.  ....  F„   solche  Functionen  der  Variabein 
-c,  ,(■'.  x",  .  .  .,  .f'"'.  welche,  für  F  gesetzt,  die  Gleichung 


dF 


X-{- 


dF  , 


aF 


X^"' 


-.  0 
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identisch    erfüllen,    oder  welche,    willkürlichen    Constanten  gleich   gesetzt,    die 
G-Jeichiingen 

clw.dx'  :  fh-"  :  ... :  f/*'"'  =  X  :  X' :  X"  : ...  :  X*"* 
integriren.  so  wird  das  System  der  r«  GleichLnigen: 


X        =  Xf""- 
X' 


,  dw(''' 


■^  ^   Jl       — j    ,  -^ r-n-  ^    /„-i-n   "1 — "-n-A       — : — ^^^: — . 

dic^'"'  dx'-'"+'i  c'.jtW      ' 

wo  X,  x',  ....  .r<"'~''  als  Functionen  von  a:''"',  a.-'"'+'',   ....  x^"'^  betrachtet  werden, 

integrirt  durch  die  m  Grieichnngen : 

/7j  =  0,     ff,  =  0,     .  .   , ,     //„.  ^  0, 

wo  i/, ,   r/,,  ...,  H„  willkürliche  Functionen  von  t\.  F^,  ...,  1\  sind." 

Das  Charakteristische  dieses  Systeme  von  Difterentialgleichungen  besteht 

darin,   dass  tn  jeder  Gleichung  nur  die  partiellen  Ableitungen  einer  Variabehi 

vorkommen,  und  dass  in  allen  Gleichungen  die  Coöfficienten  der  nach  derselben 

Variabein  genommenen  Ableitungen  dieselben  sind, 

6. 
Um  den  Beweis  dieses  Theorems  in  aller  Allgemeinheit  zu  geben,  wollen 
wir  zuerst  die  Werthe  der  partiellen  Ableitungen  von  x,  x',  'x",  . .  .,  .t'"'~"  nach 

x'-"'^,  a;*'""^'',  ...,  a;'"*  genommen,  aus  den  Gleichungen  II,  =0.  TL=^0, !!„,■=  0 

ableiten.    Um  die  partiellen  Ableitungen  von  x  zu  finden,  bestimme  man  mGrössen 
A,  B,  C,  .  . .,  M  dergestalt,  dass  sie  den  m  —  1  Gleichungen 


dn,      ,  „    sn._ 


--  0, 


aUy  p    öff,  e/i, 


■"-, 


Genüge  leisten,  wodurch  man,  wenn  man  der"  Kürze  wegen 


1ir^"^;>,. 


-  H hJ/-"— "   —  N 
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setzt,  die  Gleieliungeij 

AT      S^ 


erhält,  und  ganz  auf  ähnliche  Art  finden  sich  die  partiellen  Ableitungen  von 
x',  x",  .  .  .,  x'-"''^K  Nun  hat  man  aber,  weil  JJ,,  TI^,  .  .  .,  TI„  Functionen  von 
Fi.  F^,  ...,  F„  sind,  aus  (3.)  die  identischen  Gleichungen: 


dn,  _  ,   dn,  „, ,   sn,  „„  ,      ^  sn. 


■-  0, 


sa,^^  M^^,_^  äff   ^„^.  .^|7   ^,.,  _  ^ 

öic  ow  o.e  0.5;*"' 

Multiplicirt  man  diese  respective  mit    A,  B,  C,  .  .  .,  M  und    addii-t,   so 

erhält  man: 

U-^+B^^  +  -  +  M^-)x 
\  dx  öx  öx      } 

I ,    sn,       _    an,    ,        „    an,  \ ,,(.., 


8x1" 

.dn,  


i ,  .dn,        ,,  dn,  „  8n,,    \    ,  .,, 


3".  .+B_°". 


woraus  sich,  dem  eben  Gefundenen  zufolge,  ergiebt: 

welches  die  erste  Gleichung  des  Theorems  ist.     Auf  dieselbe  Art  erweisen  sich 
auch  die  übrigen  Gleichungen  desselben. 

7. 
Wir  wenden    uns  jetzt  zu    den    partiellen   Differentialgleichungen   erster 
Ordnung  Überhaupt,  da  wir  bis  jetzt  nur  die  linearen  betrachtet  haben.    Lagrange 
führt  für  drei  Variübeln  jede  solche  Gleichung  auf  eine  lineare  partielle  Diff'erential- 
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gleichung  zwischen  vjer  Variabeln  zurück.  Die  Bestimmung  der  -bei  Integration 
derselben  vorkommenden  willkürlichen  Functionen  ist,  wie  er  zeigt,  von  der 
Integration  einer  gewöhnliehen  linearen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
zwischen  drei  Variabein  durch  das  System  zweier  Gleichungen  abhängig.  Diese 
ist  immer  möglich  und  erfordert,  indem  man  eine  der  Variabein,  was  erlaubt 
ist,  constant  setzt,  nur  die  Integration  einer  linearen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  zwischen  zwei  Variabein. 

Wir  werden  im  Folgenden  sehen,  wie  aus  einer  gegebenen  partiellen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  n-hl  Variabein  immer  ein  solches 
System  von  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  abgeleitet  werden  kann, 
das  sich  durch  das  oben  aufgestellte  Theorem  integriren  lässt.  Die  Bestimmung 
der  willkürlichen  Functionen  erfordert  dann  weiter  die  Integration  einer  ge- 
wöhnlichen linearen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  2n  —  l  Va- 
riabein durch  das  System  von  ?*  Gleichungen,  oder  zwischen  ^/i  — 2  Varialjeln 
durch  das  System  von  n  —  1  Gleichungen ,  indem  man  gine  der  Variabein,  was 
erlaubt  ist,  constant  setzt.  Wie  nun  aber  diese  letztere  immer  und  allgemein 
geleistet  werden  kann,  ist  erst  durch  die  berühmte  Pfaffsche  Arbeit  den  Ana- 
lysten kund  geworden.  Wenn  gleich,  also  im  Allgemeinen  das  Problem  immer 
nur  durch  diese  schliesslich  gelöst  werden  kann,  so  schien  es  uns  doch  der 
Mühe  werth,  die  Lagrangesche  Methode  so  weit  zu  verfolgen,  wie  sie  zu  führen 
im  Stande  ist.  — 


Es  sei  X  eine  Function  von  x',  x",  .  .  .,  x'-''\  und  man  setze 
äx    ,  die     ,,  da:      ,  , 

wo,  wenn;;  und  ^  irgend  zwei  Zahlen  aus  der  Reihe  X,  2,  S,  ....  n  bedeuten, 

bekanntlich  inuner     ? ...  =   .f, .    ist.     Es  sei  nun  die  Gleichung 
dx^')  da:'-''  ° 

0  =  <p(x,ie',x",...,a!^''\p',p",...,p^'^>) 

zu  integriren.     Differentiirt  man  diese  Gleichung  in  Beziehung  auf  a:',  und  setzt 

die           ,        dp"   dp'          dp'"  dp'  ö^W  dp' 

dx'              '        dx'             dx"    '       dx'             dx'"  '              '  dx'             dx^"^  ' 

so  erhält  man: 

,  dip          6<p           d(f      dp '          dip        dp '  ätf        dp' 

dx           dx'           dp'       6j:'           dp"       dx"  öp'"'      dai^"> 
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Ebenso   erhält  man,  wenn    man   die  gegebene  Gleichung   in  Beziehung  auf  x" 

differentiirt  und  -^,-  =  p",     J^,,  ■  =    .? ,    ,    —tt-  =  -^-n-, 
da:  '  da:  da  da  coi 

,1   B(p  dip  dff        dp"  dtp        dp" 

"      da  da"  dp'       da;'  dp"       da" 

und  ähnhche  Gleichungen  erhält  man  in  Bezug  auf  x'",  x'"^',  . . .,  .-c*"'.     Bemerkt 
man  nun  noch  die  identische  Gleichung: 


dq>        dp" 

'~dp(^y"d^y'' 


so  erhält   man, 


,  dtp  ,,  dw 

dtp        da  d<f         da 

dp'      da'         dp"      da" 

wenn  man  der  Kürze  wßgen 

9gD 


+i'' 


t")   ^^ 


dp'-"'>      dx^'''> 


W^ 


(11) 


'■dp'        ^      dp"  ' 

folgende  n  +  1  Gleichungen: 

p dtp        da  d<p 


dtp 


dp' 


—  p 


M     ^f 


dp' 
dp" 


dpi")    ' 
da" 


dp" 


dp  "       da: " 


dtp  d.v 
dtp  dp' 
dff         dp" 

"d^'^d^' 


dp<^> 

'  Ba('-)  ' 


dtp      öpW  d<p      ■  dp''"''  dtp 

dp'       da'  dp"        da"         '  dp'"' 

Diese  n-4-1  partiellen  Differentialgleichungen  haben  die  Eigenschaft,  dass  in  jeder 
nur  die  partiellen  Ableitungen  einer  Variabein  vorkommen,  in  allen  aber  die 
Coßfficienten  der  nach  derselben  Variabein  genommenen  Ableitungen  dieselben 
sind,  Sie  gehören  also  zu  denen,  welche  das  oben  aufgestellte  Theorem  inte- 
griren  lehrt.  Zu  diesem  Ende  hat  man  das  System  folgender  2n  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  aufzustellen : 

P  da'   dtp  dx"  dtp  da'-"!   dtp 

dp'  '  da:  dp"  '     '  '  ''  da  öp^"'>  ' 


da 


^i.-=-p"- 


da 


dtp 


dif  dtp 


Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 
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•  0, 


5«'  ax  öa;!'' 


d/j'    -^  dp"    '  dp'-''' 

woraus  man  sieht,  dass  die'  gegebene  Gleichung  g)  =  0  eine  der  27iGleiehungen 
ist,  welche  diese  Differentialgleichungen  integriren.    Es  seien  die  2ra  —  1  anderen: 

9,^C\.     q)^  =  C^,     %^C^,     .  .  .,     5Pa„_i  =  f4„_ii 
wo  C,  C'a,  C3,  ...,  Ca„_i  die  willkürlichen  Constanten  sind,  tf^,  (p^,  ...,  y^n-^ 
aber  diese  nicht   enthalten.      Bedeuten    nun    TIi,   Tf^,  .  .  .,   TI„   Functionen    von 
<Pi,  <pi,   . . .,   y2„_i,    so    giebt  das  System  der   n-\-\   partiellen    Differentialglei- 
chungen (11),  integrirt,  Gleichungen  von  der  Form: 

<p^(i,   JTi  ^  0,    np=  0,    .  .  . ,    n„  =  0. 

Das  System  der  n-i-1  partiellen  Differentialgleichungen  (II)  wurde  aus 
der  gegebenen  y  =  0  abgeleitet  vermittelst  der  Eigenschaft  der  Grössen  p', 
p",  .  . .,  p'-''\  dass  sie  die  partiellen  Ableitungen  von  x  sind.  Es  lässt  sieh  aber 
aus  diesem   Systeme  partieller  Differentialgleichungen  nicht    rückwärts  folgern, 

dass  p'  =  -s-r,  p"  =  -^TTi  •  ■  ■)  ?*"*  =  "T^tiT"  Geschieht  nun  jenem  Systeme 
Genüge  durch  die  Gleichung  g?  =  0  imd  durch  irgend  n  Gleichungen  zwischen 
den  Grössen  y„  ^^,  .  .  .,  f^^-i,  so  kommt  es  jetzt  darauf  an,  diese  Gleichungen 
so  zu  bestimmen,  dass. immer  auch  rückwärts  die  Gleichungen 

,  Sx  ,,  öx  ..  da: 

^    "~  ~5x'  '      ^  da:"   '      "   ■   ''      "  da-A"^ 

folgen,  welche  Gleichungen  man  in  die  eine  Gleichung: 

du:  =  p'  dx'-\~p"dx"-^ hp'"'«?^*"' 

zusammenfassen   kann. 

lÜ. 
Da  die  Aufgabe  durch  ?;,  Gleichungen  zwischen  den  Grössen  ^pi,  y^,  . ,,,  <f2n-i 
gelöst  wird,  so  lässt  sich  a  priori  schliessen,   so  wie  Lagrange    für  den  fall 
von  drei  Variabein  thut,  dass  die  Gleichung 

da:  ^  p'rf«'-|-p"(ie"-|— ■■-l-j:>l'''(ic<"' 
sich  in   eine   andere  müsse    verwandeln  lassen,    welche    bloss    die    Grössen   y,, 
^sj  ■  ■  ■)  ^Psn-L  enthält.     Wir  wollen  dieses  aber  noch  a  posteriori  beweisen. 
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Zu  dem  Ende  betrachte  man  die  2n  Variabeln  x',  x",  .  .  .,  3;'"',  p', 
p",  .  .  .,  p^"^  als  Functionen  von  X  und  den  Grössen  jPi,  ^j,  .  ,  .,  tp^^^. 
Unter  dieser  Voraussetzung  verwandelt  sich  die  Gleichung 

dx  =  f'dx'+p"(k6"-\ hp'"'*^*"' 

in  folgende: 

i  ,     Si'      ,     „     Sr,"      ,        ,     ,.    a«w  "l  , 

'''  =  Y  s^-^r  -  g^    +-+?'"'^^j<*'' 

welche  wir  der  Kürze  halber  mit 

dx  =  Xdir.+  P,dq>,-i-P^d<fi^-\ h -P«™-!  (/^sti-i 

bezeichnen  wollen. 

Die  partiellen  Ableitungen  nach  x  können  leicht  durch  die  Betrachtung 
gefunden  werden,  dass  man,  um  sie  zu  erhalten,  y,,  (p,j,  .  . .,  y<j„_-,  constant 
zu  setzen  hat;  indem  man,  wenn  man  die  bloss  nach  einer  Variabein  genom- 
menen partiellen  Ableitungen  sucht,  inzwischen  die  übrigen  als  Constanten  be- 
trachtet. Für  diesen  Fall  gelten  aber  die  Differentialgleichungen  in  (8.),  und 
man  erhält,  wenn 


'  "P  3p'  +''   dp"  +-+P™  epi., 

gesetzt  wird: 

p  dx'   _   Ö^         p  dw"            t<p                     p  cfoW 
dx           dp'  '            dx            dp"    '     ■  '  ''     .     dx 

--^--(^■IJ-^.  ■■■•  ''^— (.- 

a,. 

apw 

Hieraus  folgt: 

^    ^  a«  +'■    s.   +•■•+?'•'  a.. 

1. 

Es  reducirt  sich  also  die  GJeiciiung 

dx  =  Xd.x-hP,d'p,-hP^d<p„~] hP^^-id^'-j. 

bloss  auf 

" 

0  =  F,dg,,-\.p,dif,-i H /■..-,<««.-,. 
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11. 
Ich  will   nun   zeigen,   dass  in   den  Ausdrücken  P,,  R^,  ..  .,  P^„_,  x  nur 
in  einem,  allen  gemeinschaftlichen  Factor  voi-koniraen  kann.     Differentiirt  man 
nämlich 

P    ,    Sx'  ,,    dx"  ,,  cla;'^'> 

nach  X,  so  erhält  man 

„  f   ,  dx'     ,     „    c**"  ,     , ,  Bx^"'!  1 

da:  dyij 

Bp'  dx'  dp"       dx"  dp(''>  dx^"'' 

dm  dyi^  da:         Ö5P,                       dx  ö<p^ 

f  Bp'  da:'  dp"       dx"  9pW  dx^'>  \ 

\  8yi,  dx  d(f^          dx  d(f,  da:    i 

Der  erste  Ausdruck  ist  =— —  =  0,  da  X  =  1.  Substituirt  man  in  die  beiden 
anderen  die  in  (10.)  für  die  nach  x  genommenen  partiellen  Ableitungen  gege- 
benen Werthe,  so  wird 

I,  Ö5P      dx'  dtp       ö>W » 

dx'      d(p,  öi»'"'       d(p^   !  ____         d<f:      /-*, 

gy       dp'  dtp .       r);jW  [  ~  dx  ' '  ~P~' 

dp'      dipiy  dp'-")       dtp^  \ 

indem  der  in  Klammern  eingeschlossene  Ausdruck,  als  genaue  Ableitung  von 
(f  nach  <p^ ,  wegen  y  =  0  ebenfalls  verschwindet. 

So  wie  -i^'-  = ^ j^ ,  so  findet  man  allgemein 

da:  dx        J'   '  " 

_dP, dP^     _        _     dl^j_  __  1       d<p 

p,d,v  ~~p^  —■■■—  -p^^^_^Q^  —  —  ^---ß—p 

woraus  durch  Integration  in  Beziehung  auf  ^  folgt: 

P        =  F  e   ■'  '       ''^ 

f  1      "'1    / 

p.   =-F,rJ>  •>-'", 

p.^_,=F„-,i  -'  *■     fc        , 
wo  F,,  Fs,  ,..,  i''a„_,  kein  x  enthalten.     Dividirt  man  also  durch 
5, 


/■  1      H; 
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SO  verwandelt  sicli  die  Gleichung 

dx  =  p'  dx'  -{-}>"  dx"  -\—  ■—'rp^"''(}a;^'"'^ 
in 

0  =  F^dip^-\-F.,dqi.^-\ H-fsn-i^^ys«-. , 

wo  f,,  F^,  .  .  .,  F>^_^  bloss  Functionen  von  y,,  <p^,  .  .  .,  <p^_^  sind.  Diese 
letztere  Gleichung  ist  nun  durch  ein  System  von  n  Gleichungen  zwischen  (p^, 
ifi,  ...,  5P2„_i  zu  integriren;  was  immer  vermittelst  der  Pfaffschen  Methode 
inöghch  ist.  Ich  werde  diese  in  mehreren  Abhandlungen  besonders  behandeln, 
wo  ich  auch  diesen  Gegenstand  wieder  aufzunehmen  gedenke. 
Den  12.  August  1827. 
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ÜBER   DIE  PFAFFSOHE   METHODE,    EINE    GEWÖHNLICHE 

LINEARE    DIFFERENTIALGLEICHUNG    ZWISCHEN    2«  VA- 

RIABELN  DURCH  EIN  SYSTEM  VON  n  GLEICHUNGEN 

ZU  INTEGRIREN. 

1. 

Pfaff  hat  in  einer  Abhandlung,  welche  unter  denen  der  Berhner  Aka- 
demie vom  J.  1814  — 15  zu  lesen  ist,  gezeigt,  wie  man  jede  Gleichung  von 
der  Form: 

X^dx^^X.^dj-,.,^ \-X.^^dic,^^  =  U, 

wo  Xi,  X,  X3,  .  .  .,  X^„  beliebige  Functionen  von  x^,  x^_,  x-t,  . .  .,  x.^^  sind, 
durch  ein  System  von  n  Gleichungen  integriren  kann,  von  welcher  Aufgabe  die 
Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Oi-dnung  zwischen 
H  Variabein  nur  ein  besonderer  Fall  ist.  Zu  diesem  Ende  drückt  er  2?i— 1 
von  den  Variabein  Xi,  x.^.  . .  .,  x.^^  durch  die  Cibrige  x,„  und  durch  2h— 1  neue 
Grössen  «,,  a^,  . .  .,  aj^,  aus,  wo  «,,  «j,  . . .,  a^_^  gewisse  Functionen  von 
.T|,  .rj,  .  .  .,  x^_„  sind.     Nach  solcher  Substitution   verwandelt  sich  die  Gleichung 

x^dx^-\-x./m,^ H-X  .,/''•'■..„  =  0 

immer  in  eine  amlere  von  der  Form: 

wo  V,  /li,  /!,,  ....  /l2„_,  Functionen  von  x,,_,  <(,,  n^.  .  .  .,  (i^^_^  sind.  Die 
Functionen  a,,  tu,  .  .  .,  a,^„_,  bestimmt  nun  Pfaff  so,  dass  U=0,  und  dass  x,„  in 
den  Grössen  A,,  A,,  .  .  .,  As,_,  nur  in  einem  allen  gemeinschaftliehen  Factor 
vorkommt.  Dividirt  man  mit  diesem,  so  hat  man  die  gegebene  Gleichung  in 
eine  andere  ähnliche,  aber  nur  zwischen  2«— 1  Variabein  «,,  «.,,  . .  .,  aj„_,  ver- 
wandelt. Da  dieses  Verfahren  nur  bei  einer  geraden  Anzahl  von  Variabein  möglich 
ist,  so  kann  man  diese  nicht  wieder  auf  eben  die  Weise  in  eine  Gleichung 
zwischen  nur  2?i— 2  Variabein  verwandeln.  Pfaff  setzt  daher  eine  dieser  Va- 
riabein   einer    Constante    gleich     und    verwandelt    dann    wieder    die    Gleichung 

3' 
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zwischiMi  den  noch  übrigen  2n —  2  Variabein  in  eine  andere  zwlsclien  niii- 
2/1 — 3  Variäbeln,  deren  eine  er  wieder  einer  Constante  gleich  setzt,  und  so 
fortfährt,  bis  er  auf  eine  Gleichung  zwischen  nur  2  Variabein  kommt,  deren 
Integration  die  letzte  n^  Gleichung  mit  der  n""'  willkürlichen  Constante  giebt. 
Auf  diese  Weise  hat  er  die  gegebene  Gleichung  durch  ein  System  von  n  Glei- 
chungen mit  n  willkürlichen  Constanten  integrirt. 

Pfaff  zeigt  dann  weiter  auf  eine  ähnliche  Art,  wie  es  bei  den  piu-tiellen 
Differentialgleichungen  zu  geschehen  pflegt,  dass  man  aus  solcher  Lösung  mit 
H  willkürlichen  Constanten  andere  Lösungen  mit  willkürlichen  Functionen  ab- 
leiten kann.  Man  denke  sich  nämlich  die  n  Integralgleichungen  auf  die  Form 
gebracht : 

F^  =  c\,   F^  =  c;,   .  .  .,   F  =  6;, 

wo  (\.  (\.  .  .  .,  C„  die  willkürlichen  Constanten  sind  und  F,,  F.;.. 
nicht  mehr  enthalten.  Denkt  man  sich  jetzt  die  Grössen  C\,  C, 
Variabein,  so  muss  sich  vermöge  der  Gleichungen 

/•;  =  C\ ,     F^  =  C,..     -  ■  ■ ,     F,  =  0^ 
der   Ausdruck 

in   einen   anderen   verwandeln  lassen   von   der  Form 

K^dC\-\-K_,da^-\ t-Ä'/'C,, 

woil    dieser  Ausdruck    verschwinden    muss,    wenn    C,,    Ct.,    ...,   C 
gleich  gesetzt  werden.     Es  muss  also  auf  identische  Weise  sein: 

X^dx^-hX^dä!^_-^ H-Xj„rf^a„  =  K^dF^-i'K^dF.^A Hff/i'; 

Dieser  Ausdruck  versch\vindet  nun  aber  nicht  bloss,  wenn  i*',,  F^, 
stanten  gleich  gesetzt  werden,  sondern  auch,  indem  man  m  der  Grössen  F, 
F„.  .  .  .,  F„  als  beliebige  Functionen  der  übrigen  setzt:  z.  B.  /■',.  i''o,  .  .  .,  F,,^  al 
Functionen  von  ./''„,+,,  -F„,+2,  ■  ■  ■,  F„:  wodurch 

K\dF^-\-K.,dF.^-^ i-KJF^  =  /7,rfF_^,  4-/7.';F,_^.,+  . 

wii-d.   und  alsdann  die  Gleichungen 

/7,  =0,     77^  =  0,     ....     n,,_^,,  =  0 
liinzutugt.      Hat  man 

F,   =  <P,(F,„^^•  F,„^, FJ, 

F.,   =  %(F„+„  ^„+2 FJ, 


F„  diese 
.  a   als 


Constiinteii 


F,  Coii- 


(IF 


fS".^ 


".:> 
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ilF  ^.,  ^    »''dF' 


dip,  dtp 


iiinl  die  gegebene  GIcicliLing 

XjÄc^-l-Xjrf^^H h-Xj^rfic^  =  0 

wird  auch  integrirt  durch  das  System  der  n  Gleichungen 
F,  -  '/'i(^.„4.,.  ^,„+.^  -■■■  -^,)- 


i7,  =  (.),     il^  =  0,     .  .  . ,     7I„__,,,  =  ü. 
EfidHch  erhält  man  noch  eine  Lösung,  wenn  man 

a;  =  0,   K^^^a,   .  .  .,   K^  =  Q 

setzt,  was  mit  deijenigen,  wo  man  i^,,  F^,  ...,  F^  willkürlichen  Constanten 
gleich  setzt,  gewissermassen  die  beiden  extremen  Fälle  bildet,  welche  der  so- 
genannten singulären  und  vollständigen  Lösung  bei  den  [partiellen  Differential- 
gleichungen, die  übrigen  aber  den  sogenannten  allgemeinen  Lösungen  entsprechen. 
Alle  diese  Lösungen  haben  einen  bestimmten,  unter  sich  verschiedenen  Charakter, 
und  man  wird  z.  B.  nie  die  ursprüngliche  Lösung  mit  n  willkürlichen  Con- 
stanten erhalten  können,  indem  man  Functionen  mit  n  Constanten  für  die  will- 
kürlichen Functionen  annimmt.  Pfaff  hat  nur  diejenige  Lösung  angegeben, 
wo  man  eine  der  Functionen  i*',,  iv,,  .  . .,  F„  als  Function  der  übrigen  setzt. 


Man  sieht  aus  dem  Vorhergehenden,  dass  alles  auf  eine  allgemeine  Me- 
thode, die  Functionen  «i,  «2,  .  .  .,  «j^^i  jedesmal  zu  bestimmen,  ankommt,  welches 
wir  jetzt  nach  Pfaffs  Anleitung  unternehmen  wollen. 

Es  sei  also  die  Gleichung 

0  =  X.dX'\-X^die^-\-X.  dx  -\ [-li.  dx 

gegeben.      Es  seien  «,,  a.^,  .  .  .,  a^  gewisse  Functionen  von  x,  ,r,,  ;r..,  .  .  .,  x^, 
und  man  denke  sich  .x, ,  x,^.  .  .  .,  x    durch  diese  und  durch  x  ausgedruckt.      Die 
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gegebene  Gleichung 

0  =   Xdä!-hX,da:,-]-X,(h:,-\ \-X^d.,-, 

verwail(5elt  sich  fiemnach  in  folgende: 

0^   Uda-i-A^da^-hA^da^-^ i-Äpda^, 

WO 

U   =  A'+X,  ^!-_|_x„    p   H \-X„--f"  , 

„     3a;,         -.^    (^x„  -,_    dx„ 

A,  =  X,-^4-X,-ä-^H \-Xy.''  . 

da  -   da  oa 


Man  setze  nun  zuei-st: 


^fi..^...^x  l'5i.. 


Ü^  X+X,   "g-  4-X,  ^5-  +  ---  +  ^^-^V  ^  ^■ 
Damit  ferner  x  in  -4,,  A^,  ,  ,  ,,  A^  nur  in  einemallen  gemeinschaftlichen  Factor 
M  vorkomme,  muss  man  haben: 

1       ^^>   __     '^     SÄ,  __       _     1       dAy  _     1        'diM 
~A~  '  '  c.i:    ~  ~A^   '  ^8^  ~  "]4^" '  ~ö7  ~    M  "  ox 

oder 

aiogJ,    ^   aiogX,   _       _    5 log 4,   _  u\ogM 
B.r  dw  dx  c'.ir 

Es  sei  nun 

-4  =  X,  ..^-+x,-|-+---+-'^,^-^r" ' 

Ga  aa  '^    da 

aus  welchem  Ausdruck  man  die  verschiedenen  Werthe  von  .1,,  A.,.  .  .  .,  A^,  er- 
hält, wenn  man  für  a  nach  einander  «i,  ((^,  .  .  .,  «^  setzt,  ao  liat  man: 

5ji  dw        da  d,v        da  i^a:        dn 

oada;  -    dar!x  '    ond-'- 

Ans  der  Gieiclning 

0  =  A-)-X,-^-'-+A,-v.-'^-H t-A,,   -.c" 

Oj:  ox  '     d-r 

folgt  aber,  wenn  man  sie  nach  a  differentürt. 
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SS,  ox,  3X.,       Sx, 

r^x  ca  ax         oa 

da    \\  dx  )       \  dxj  )     dx 

■    da'\\  Bx  )'^\d.Tj'~Bx" 


Sn, 

bx 

Sx. 

Sx 

(BX^\     dx^ 
\  dx,  ) '   Bx 


wo    die    eingeklammerten    Biffereiitialquotienten    die  nach    den    urspi-ünglichen 

Variabein  x,  x,.  ,  .  .,  .r^  genommenen  partiellen  Ableitungen  von  X,  X^,  .  . .,  X^ 
bedeuten. 

Ferner 

BX  BX,        dx,          BX,       dx^  BXj,      Bx^ 

da  Ba         Bx            Ba         Bx  Sa       Bx 

_Bx,i{dX\  (3X,\    dx,       (dX,\    Bx,  ( BXA    8x,\ 

-  ~da~  VCd^J  -^  Vb^)  ■  ~B^  ^  Vb^J  '~3^^"'^\  'dx';) '  ^ä^j 

~^'Bä'\['~ä^)^\3^)'~Sx  ^("ö^j'^öT""'        ^\~3^}'~d~\ 

oa    \\  oXf,  J       V  Bxp  J      Sx         \  ö-i;^  J      dx  \  ax^ )      Bx  J 

Die  Differenz  beider  Ausdrucke  siebt     ,, —    Man  setze  der  Kürze  we^en 

^  Sx  =' 


so  erhiüt  mau 

BA         Bx,   [,,    „,  ■^'' 


g-{(2,  0)+C2,  1)  |5-+         .         +(2,3)-? 


Sa    V     "''^^Wi  '■J    g^    -^v'i  ->"ä^ 


■•^(•'•rt^} 


Setzt  man  für  a  nach  einander  «,,  «^,,  .  .  .,  a  ,  so  erhält  man  aus  dieser 
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Formel  die  verscbiedenen  Ausdrücke  für  -^--     -75—^-,  .  .  .,    3—^  ■    Nun  sol!,  welclu' 


der  Grössen  <i,,  a^, 


d\ogM  _ 


wenn  man  der  Kürze  halber  — ^ —  =  N  setzt,  oder 
aa: 

SA             Sa!                     ^*  ö-i',,        , 

-= —  =  -^-!--Aä,  4--3-^-- A'AjH h-ä---A'Ap, 

welches  der  Fall  sein  wird,  sobald  die  Goöf'fieienten  von  -^~,  ~^,  ■  ■  ■,  - ' - 
in  beiden  für  -^r  -  gefundenen  Ausdrücken  reapective  ffleicb  sind.  Man  erbidt 
hieraus  die  Gleichungen: 

«X,  =(1,0)+       .       +(i,i)-^-+-+(i,r)^:  . 

«X  =  p,  0)+(-),  1)  |!'  +        •         +-+(2,p)  °''f-, 


Multiplicirt   man   diese   Gleichungen    reapective  mit  -^-'  ,  -^'■ 


addirt,   so  erhält  man: 

l     '    d.r  '   OX 


■■+(RO)-t'  . 


indem  alle  übrigen  Glieder  sich  aufheben,  oder  da 

0  =  x-\-x,  l^^x.^-^p-.+...+x,  -i-^'"  . 

ö/e  Ö.7!  aar    ' 

die  Gleichung: 

Man  erhält  auf  diese  Weise  ^  +  1    lineare  Gleichungen  zwischen  den  yi-i-l    un- 
bekannten Grössen  N',    -^  ' 


da:    '     d.v    '   '  '  ''     övr 
Es  hat   sich  also   alles  auf  blosse  Relationen   zwischen    den    nach   ,r  ; 


nomnienen     Ableitungen     ~-^.  ■■—  ,  ....  ----^    reduch't.      Nun    erbellt,    dass 
■^  dx         dx  ■      da 

wenn   man   aus  den  au%estellten  Gleichungen  fiir  —r-^ ,  -^^- .....   -^-  i-esp. 
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die  Werthe  — ~ ,   —jß- ,  ■  ■  -,   —^-  findet,  die  gesuchten  Functionen  a^ ,  a.^ 
diejenigen  Functionen  sind,  welche  bei  Integration  der  Gleichungen 

dx:da!,:da^:...:d^p  =    V:  V,  :  V^:  ...  :  V^ 
den  p   willküi'Iichen  Constanten   gleich  gesetzt  werden.     Denn   indem  man   nur 
die  partiellen  Ableitungen  nach  x  sucht,  setzt  man  eben  o,,  a^,  .  .  .,  a^  constant. 
In  diesem  Falle  aber  erhält  man : 

dic-.däi,  ■.dx.^:...:dXf  =    V:  V,  :  V^:  ...:  V^, 
oder 

s^  _  v^     ex^  __  _^  öxj^  ^  jj. 

dx     ~     V  '       da!  17   '      ■   ■   ■'        ö^e  V 

wie  verlaugt  wurde.     Findet  man  also  aus  den  gefundenen  p-hi  Gleichungen 
die  Werthe  von    V,    F,,    V^,  ...,    V^,   so  giebt  die  Integration  der  Gleichungen 

da!:da!,:dx^:...:da!^  =    V:  V,:  V^:  ...  :  V^ 
die  gesuchten  Functionen  a,,  ö^,  .  .  .,  «^. 


3. 
Die  Gleichungen,  aus  denen  man  -3-*- 
sind  dem  Obigen  zufolge: 


zu  suchen  hat, 


(A) 


NX=      .     +(0,l)^+(0,2)*-+...+(0,rt^, 


NX,  =,  (1,  0)+ 

NX,  =(2,0)+(2,  1)-21- 


+(1,2)^ 


HC2,P)^ 


NX,  =  (p,(f)+{p,i)-g;-+(.f,^)-g^+---+        • 
Findet  man  aus  diesen  Gleichungen 

Sn,   _  AT,  '         _&j^  __  N¥,  _  ^^ 

'Bi:    ~    A    •     ■  -  ■•      a,    -     A     '  F  ' 

so  wird 

d.v  :dx,:dx,:...:dx^  =   V :  F,  ;  F^  r  ... :  Fp. 

Die  Gleichungen  (A)  haben  sehr  merkwürdige  Eigenschaften.  Das  Charak- 
teristische derselben  ist,  dass  die  Verticaheihen  der  Cogfficienten  gerade  das 
Negative  der  Horizontalreihen  sind;  daher  auch  diejenigen  Glieder,   in  Mielchen 


Hosted  by 


Google 


26  ÜBER  um  PFAFFSCUE  ISTEGRATIONSMETHOIIE. 

die  m'"  Horizoii talreihe  und  die  m"  Verticalreihe  zusammentreffen,  versehenden, 
wie  es  durch  die  in  der  Diagonale  sich  befindenden  Sternchen  anschaulich  wird. 
Aas  dieser  Eigenschaft  folgt  zunächst,  dass^-i-l,  oder  die  Anzahl  der  Variabein 
x,  X,,  x^,  ..,,  Xji,  eine  gerade  Zahl  sein  muss.  Es  ist  nämlich  bekannt,  dass 
man  bei  jedem  System  von  n  Gleichungen  zwischen  n  unbekannten  Grössen 
darauf  zu  sehen  hat,  ob  nicht  der  den  Werthen  der  Unbekannten  gemeinsame 
Nenner,  welchen  Gauss  in  den  Disquis.  Aritkm.  mit  dem  Namen  Determinante 
bezeichnet,  verschwinden  könne;  welches  ein  Zeichen  ist,  dass  das  System  der 
n  Gleichungen  nicht  bestehen  kann,  wofern  nicht  etwa  eine  Bedingungsgleichung 
zwischen  den  Constanten  stattfindet,  vermöge  welcher  die  n"  Gleichung  eine 
Folge  der  übrigen  m— 1  Gleichungen  ist.  Nun  bleibt  nach  dem  bekannten  Algo- 
rithmus, nach  welchem  die  Determinante  gebildet  wird,  diese  unverändert,  wenn 
man  die  Horizontalreihen  und  Vertiealreihen  der  Coefficienten  mit  einander  ver- 
tauscht. Für  unsern  besondem  Fall  nun  wird,  wenn  wir  die  Determinante  mit 
A  bezeichnen,  hieraus  folgen:  A  =  (— 1)'^^A,  da  jedes  Glied  der  Determinante 
ein  Product  aus  ^  +  1  Coefficienten  ist,  von  denen  jeder  durch  Vertauschung 
der  Horizontal-  und  Verticajreihen  sich  in  sein  Negatives  vei-wandelt.  Diese 
Gleichung  A=(—1)*'"^'A  aber  kann  nur  bestehen,  wenn^  +  1  eine  gerade  Zahl 
ist,  wofern  nicht  A  =  0  sein  soll. 

Ich  will  jetzt  einige  specielle  Fälle  entwickeln. 
Für  p  +  1^4  erhält  man: 

V  =      *       +(:i,3)X,+(3,  1)X,+C1,2)X,, 
F,  =(3,2)J[+      «       -|-(0,3)X,+C2,0)X3, 
F,  =  (1,  3)i-l-(3, 0)X,  +       .       H-(Ü,  1)X, , 
V^  =  (2, 1)X4-C0,2)X,+C1,0)X,-|-      . 
A  =  (0, 1)(B,  2)-H(0,  .3)(2,  l)+(0,  2)(1.,  3). 
Für^jH-l  =  r>   erhält  man,   wenn  man,  der  Kürze  wegen,   mit  (1,2,3,4)    den 

Ausdruck 

(1,  2)(3, 4)+(l ,  3)(4, 2)-H(l,  4)(2,  3) 

bezeichnet  und  nach  diesem  Typus  die  ähnlichen  Ausdrücke  bildet: 
V  =  .  -H(2,3,4,5)X,+(3,4,5,1)X,,-H(4,5,1,2)X3-|-(5,1,2,3)X,  +  C1.2,3,4)X, 

V,  =(3,2,4,5)X-H  *  -H(4,3,5,0)A'„-i-(5,4,0,2)X,+(0,ö,2,3}X,-|-(2,0,3,4)JC,, 

r,  ^(1,3,4,5)X+(3,4,Ö,0)X,+         *         +(4,5,0,1)^, +(5,0,l,3)X,+(0,1.3,4)Xj, 
»';  =  C2,1,4,5)X-|-(4,2,5,0)X,+(5,4,0,1)X,+  .  -i-(U,5,i,2)X,+(l,0,2,4)X,, 

F,  =  (1,2,3,5)X+(2,3,5,0}X,+(3,5,0,1)X,+(,^0,1.2)X,+  *         +(0,1,2,3)X,, 

V,  =  (2,l,3,4)X+C3,2,4,0)X,+(4,,3,0,l)X,+(0,4,l,2)X,+(l,0,2,3)X,-i- 
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Um  die  allgemeine  Blldnngsweise  dieser  Ausdrücke  auseinander  zu  setzen 
werde  ich  sagen,  dass  man  einen  Typus  einen  Cyclus  durchlaufen  lasse,  indem 
man  für  die  Zahlenelemente  0,  1,2,..  .,  p,  aus  denen  er  gebildet  ist,  nach 
einander  resp.  setzt: 

0,  1,    2,    ?>.    .  .  .,    p  —  i.    p, 

1,  2,     3,    4,    .  .  .,  p,    0, 

2,  3,    4,    5,     ,  .  .,  0,     K 


-1,    p,    0,     1,     .  .  .,    p  —  ^,    p- 
p,    0,    1,    2,     .  .  .,    p — 2,    p~ 


Man  erhält  so,  wie  man  an  dem  letzten  Beispiele  sehen  kann,  den  Aus- 
druck, welcher  V„,  gleich  ist,  aus  einem  seiner  Glieder,  indem  man  es  den 
Cyclus  durchlaufen  lässt,  nachdem  man  aus  der  Zahlenreihe  0,  1,  2,  . . ,,  p  die 
Zahl  m  fortgelassen  hat,  wobei  zu  bemerken  ist,  dass  man  das  Gleiche  auch 
mit  dem  Index  von  X  zu  thun  hat.  So  erhält  man  aus  dem  Gliede  (3,  2,  4,  b^X 
in  dem  für  F",  gefundenen  Ausdruck  die  übrigen,  indem  man  für  0,  2,  3,  4,  5 
nacheinander  setzt  2,  3,  4,  5,  0;  3,  4,  5,  0,  2;  4,  5,  0,  2,  3;  5,  0,  2,  3,  4.  Ferner 
erhält  man  aus  dem  ganzen  für  V„^  gefundenen  Ausdruck  immer  den  folgenden 
für  F„,^_i,  wenn  man  für  0,  1,  2,  3,  . . .,  p  resp.  setxt  1,  2,  3,  . . .,  p,  0  und 
in  dem  mit  einer  Klammer  bezeichneten  Typus  die  beiden  ersten  Elemente  ver- 
setzt.    So  erhält  man  aus  dem  Gliede  (1,  0,  2,  4)JQ  in  F^,  indem  man  fiir  0,  1, 

2,  3,  4,  5  resp.  1,  2,  3,  4,  5,  0  setzt,  das  Glied  (2,  1,  3,  5)X,  und  indem  man  die 
beiden  ersten  Elemente  in  (2,  1,  3,  5)  versetzt,  das  Glied  (1,  2,  3,  b)X,  welches 
das  erste  Glied  in  dem  für   V^  gefundenen  Ausdruck  ist.  — 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  Bildung  eines  solchen  Typus,  wie  (1,2,3,4), 
anzugeben.  Setzt  man  für  ^  +  1  Elemente  den  Coefficienten  von  X^  in  V  gleich 
(2,3,4,  5,  ...,p  — l,p),  so  wird  (2,  3,  ...,p)aus  1 . 3  . 5 . . .  (;j -— 2)  Gliedern  bestehen. 
Das  erste  von  diesen  wird: 

(■A3).(4,5).(6,7)...(i.^l,p). 

Aus    diesem    bilde    man  p  — 2,    hidem   man   die   letzten  |j  — 2  Elemente 

3,  4,  ..-,  p  einen  Cyclus  durchlaufen  lässt.  Aus  jedem  dieser  p—2  Glieder 
bilde  man  2*  —  4,  indem  man  die  letzten  j)  —  4  Elemente  5,  6,  ..■,2>  einen  Cyclus 
durchlaufen  lässt,  u.  s.  w.,  bis  zuletzt  die  drei  letzten  Elemente  p  —  2,  p^l,  p 
den  Cyclus  zu  durchlaufen  haben.     Auf  diese  Weise  erhält  man  z.  B. 

4* 
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(2,  3,  4  5,  6,  7)  =  (2,  3).(4,  5).(6, 7)+(2,  3).C4,  6).C7, 5)+(2,  3).C4,  7).(5, 6) 
+  (2,  4).C5,  6).C7,  3)+(2,  4}.(5, 7).(3, 6)+(2, 4).(5,  3}.(6,  7) 
+  (2,  5).(6,  7).(3,  4)+(2,  5).(6,  3).(4,  7)+C2, 5).C6, 4).(7, 3) 
-I-C2,  6).(7,  3).(4,  5)-i-(2,  6}.C7, 4).(b,  3)-f-C2,  6).(7,  5).C3,  4) 
+  (2,  7). (3,  4). (5, 6)+(2, 7).(3, 5).(6,  4)+(2,  7).(3, 6).(4, 5). 

Ist  ^  +  1  eine  ungerade  Zahl,  so  haben  wir  gesehen,  dass  immer  eine 
Bedingungsgleichimg  stattfinden  muss,  wenn  die  Gleichungen  (A)  möglich  sein 
sollen,  oder  wenn  man  die  Gleichung 

0  =  Xda;-^-X,da;,+X.dx,'^ \-X^dx^, 

auf  eine  ähnliche  Gleichung  zwischen  nur  p  Variabein  soll  zurückführen  können. 
Für  p-i-l  =  3  wird  diese  Bedingungsgleichung 

X(l,  2)+-X,(2,0)+X,CO,  1)  =  0, 
welches  die  bekannte  Conditio  integrabilitatis  ist. 
Für  p  -4- 1  =  5  wird  sie 
X(l,  2,  3, 4)-t-X,  (2,  3,  4, 0)-i-Z,(3, 4, 0,  l)-hX^(4, 0, 1,  2)-f-X/0, 1,  2,  3)  =  0. 
Allgemein,  wenn  p-hl  eine  ungerade  Zahl  ist,  wird  sie 

.2X(l,2,3,...,p)  =  0, 
wo  man  aus  X(l,2,3,  ...,p)  die  säraratlichen  Glieder  des  mit  ^  bezeichneten 
Aggregats  bildet,   indem  man  0,  1,  2,  .  .  .,  p   einen    Cyclus    durchlaufen  lässt. 
Dies  ist  also  die  Bedingungsgleichung,  dass  die  Gleichung 

0  =  Xdx-+'X,dx,-\-X^dx^-\ \-X^dXf,, 

wo  p  eine  gerade  Zahl    ist,    durch    ein  System   von   -,'-    Gleichungen  Integrirt 
werden  könne. 

Die  Aufstellung  und  Behandlung  der  Gleichungen  (A)  in  der  eleganten 
und  vollkommen  symmetrischen  Form,  wie  sie  hier  gegeben  sind,  ist  das  Eigen- 
thümliche  und  der  eigentliche  Zweck  dieser  Abhandlung;  doch  musste,  des 
Zusammenhanges  wegen,  auch  das  Üebrige  der  Pfaffschen  Methode  kürzlich 
dargestellt  werden.  Es  haben  diese  Gleichungen  grosse  Aehnlichkeit  mit  der- 
jenigen bekannten  Art,  wo  die  Horizontalreihen  und  Verticalreihen  der  Co6ffi- 
cienten  dieselben  sind,  welchen  man  in  sehr  vielen  analytischen  Untersuchungen, 
unter  andern  auch  bei  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  begegnet.  In  den 
für  V,  Vi  etc.  gefundenen  Ausdrücken  sind  die  Horizontalreihen  und  Vertical- 
reihen der  Cogfficienten  von  X,  J{^  etc.  wieder  das  Negative  von  einander,  so 
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wie  in  den  Resultaten,  welche  dort  die  Auflösung  giebt,  beide  Reihen  wieder 
dieselben  sind.  Wendet  man  den  von  Gauss  in  der  Abhandlung  über  die  ellip- 
tischen Elemente  der  Pallas  gegebenen  Algorithmus  auf  unser  System  an,  so 
sieht  man,  .wie  mit  gi-osser  Leichtigkeit  immer  zwei  Grössen  auf  einmal  eliminirt 
werden  können,  und  wie  die  neuen  Gleichungen,  deren  Anzahl  um  zwei  kleiner 
ist,  wieder  dieselbe  Form  erhalten.  Dieses  macht,  dass  man  ein  solches  System 
von  Gleichungen  mit  grosser  Rapidität  auflösen  kann. 

Zusatz.  Nach  Beendigung  dieser  Abhandlung  bemerkte  ich,  dass  die 
Gleichungen,  auf  welche  Lagrange  und  Poisson  in  ihren  berühmten  Arbeiten 
über  die  Variation  der  Constanten  in  den  Problemen  der  Mechanik  gekommen 
sind,  ein  eben  solches  System  bilden,  wie  wir  hier  näher  erörtert  haben.  Man 
sehe  das  1,V'  Heft  des  polytechnischen  Journals  S.  288,  289.  Da  die  Pfaffsche 
Methode  ebenfalls  auf  Variation  der  Constanten  beruht,  so  scheint  dieses  System 
von  Gleichungen  vorzugsweise  bei  der  Methode  der  Variation  der  Constanten 
vorzukommen. 

Den   14.  August  1827. 
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i  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  10  p.  279. 
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BEMERKUNG    ZU   DER  ABHANDLUNG   DES    HERRX  PROF. 
SCHERE:  ÜBER  DIE  INTE(JRATION  DER  GLEICHUNG 

4"!- =(»+«»• 


Das  schöne,  in  der  genannten  Abhandlnng  (Oi'eile's  Journal  Bd.  10,  p.  96) 
entwickelte  Resultat  lässt  sich  auf  folgende  bequemere  Form  bringen: 

(1)  y  =  I    äte      ^+^  [Ce" -\-C,QC':"^ -\~C,Q^e'^" -\ hC;?"*?^""!, 

wo  ()  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung 

J-+'  =  1, 

und  wo  C,  Ci,  .,.,  C„  beliebige  Constanten  bedeuten,  welche  die  Bedingimgs- 
gleichung  erfüllen: 

(2)  6'+  (-; +c,-\ — h  6;  =  0, 

so  dass  n  von  ihnen  willkürlieh  sind. 

Man   prüft  auf  folgende  "Weise,    dass   dieser   Ausdruck    der  Differeiitial- 
gleiehiing 

auf  welche  der  Verfasser  die  allgemeinere  zurückführt.  Genüge  leistet.     Man  hat 
nämlich,  wenn  man  n-mal  nach  x  dlfferentiirt,  und  dann  nach  t  theilweise  integrirt: 


(4)  '^7'^''' 


=  Q^dtt"«    "+'  et":  =  —Q"e    "-t-'  i'^'^+xidt 


Dehnt  man  das  Integral  nach  t  von  0  bis  oo  aus ,  so  redueirt  ■  sich  der  Tlieil 
ausserhalb  des  Integralzeichens  auf  p".  Substituirt  man  in  (4)  für  p  die  n-\-\ 
"Werthe    1,  p,  p^  . . .,  p",    und  substituirt   die  so  erhaltenen  Ausdrücke  in   den 

Ausdruck  von  -r^,  wie  er  sich  aus  (1)  ergiebt,  so  verschwindet  wegen  der 
Bedingun^gleichung  (2)  der  Theil  ausserhalb  des  Integralzeichens,  und  die  Diffe- 
rentialgleichung (3)  wird  identisch  erfüllt. 

Setzt  man  statt  (2)  zwischen  den  n-\-\  Constanten  die  Bedingungsgleichuug 
(5)  C+C,-\-C,^ hC  =  m. 
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so   sieht    man    aus    dem    Vorigen,    dass    die    Gleichung   (1)    der    allgemeineren 
Gleichung  genügt: 

w  €^  =  ••.'/+»'■ 

Auf  diese  wird  aber  die  folgende 

(7)  -^  =  a^i/^b^+cy+d 

sogleich  zurückgeführt. 

Den  27.  März  1833. 
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SÜR  LE  MOUVEMENT  D'ÜN  POINT  ET  8UR  UN 

CAS  PARTICULIER  DU  PROBLEME  DES  TROIS 

CORPS, 


M.  0.  G.  J.  JAOOBI 


A  L'ACADEUIE  DES  SCIENCES  DE  PAKTS. 


Comptes  Rendus  HI,  p.  59  —  61. 
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SDR  LE  MODVEMENT  D'DS  POINT  ET  SUR  ÜN  CAS  PARTI- 
CDLIBR  DU  PROBLEME  DES  TROIS  CORPS. 

„Parml  les  verites  nouvelles  dont  les  roathematiques  se  sont  enncliies  de 
tenips  en  temps,  il  y  en  a  auxquelies  on  ii'a  pu  parvenir  qu'eii  surmontaiit  de 
grandes  difficultös,  et  dont  la  decouverte  parait  fetre  reservee  aux  esprits  sup^- 
rieurs  qui  president  au  d^veloppemeiit  de  la  science.  II  y  en  a  d'autres  dont 
la  decouverte  n'a  pas  le  merite  des  difficultes  vaincues,  mais  qui  ^tant  ä  la 
portee  de  tout  le  monde  des  qu'elles  out  ^te  une  fois  trouv^es,  se  sont  sous- 
traites  pendant  long-temps  aux  soins  des  savants,  je  ne  sais  par  quel  accident, 
peut-6tre  inSme  a  cause  de  ieur  facilit^.  Dans  une  lettre  anterieure  j'ai  com- 
muniqu^  a  l'illustre  Academie,  en  profitant  du  titre  de  son  correspondant,  un 
exemple  de  cette  seconde  esptee,  decouverte  curieuse  et  qui  precisement  dans 
le  meme  temps  a  et^  jugee  impossible  dans  les  Transactions  philosophiques  par 
riUustre  Ivory.     Permettez-nioi,  Monsieur,  d'ajouter  ä  cet  exemple  les  suivants. 

„Considerons  le  mouvement  libre  d'un  potnt  dans  un  plan  et  dans  le 
cas  de  la  conservation  des  Ibrces  vives,  On  a  dans  ce  cas  les  ^quations  diffe- 
rentielles 

d^x_  _    ßü        _^V   _  _öU^ 
dt''  8x   '       dif  ^    a>j    ' 

et  le  principe  des  forces  vives  conservees  s'exprime  par  l'equation 

U  (5tant  une  fonction  quelconque  de  x  et  de  y,  et  h  etant  une  constante  arbi- 
traire.  Lagrange  a  donne  cette  forme  aux  eqnations  diffeventielles  du  mou- 
vement dans  le  cas  des  t'orces  centrales  ou  paralleles  et  constantes,  Mais  la 
meme  forme  offre  generalement  des  facilitös  pour  l'int^gration,  qui  n'ont  pas 
encore  ete  remarquees, 

„Supposons,  (-onmie  une  seconde  integrale  des  eqnations  difterentielles 
proposees, 


F 


Al] 


a  etant  une   nouvelle  constante    arbitraire;    au  moyen  de    cette   equation  et  de 
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Celle  des  forces  vives  on  pourra  exprimer  les  valeurs  des  differentielles  —t—  et 
—^-  par  X  et  )/  et  par  les  deux  constantes  arbitraires  a  et  li.     Soient 

ces  valeurs;   on  prouve  ais^ment  !es  propositlons  suivantes:- 
^l.     L'expression 

est  une  differentielie  exacte;   doiic  aussi  ses  diflerentielles  prises  par  rapport  aux 
constantes  arbitraires  a  et  A  seroiit  des  differentielles  exactes: 
„2.    Les  expressions 

da)'     ,  dy'     ,  oj:'     ,  dy'     , 

etant  des  differentielles  exactes,  on  aura  l'equation  de  l'orbite  cherchee  et  l'ex- 
pression du  temps  au  moyen  des  öquations 


^m 


-*. 


dans  lesquelles  ö  et  t  sont  deux  nouvelles  constantes  arbitraires. 

„Une  seeonde  remarque,  que  j'ajouterai,  se  rapporte  ä  la  theorie  ana- 
lytique  du  Systeme  solaire.  Considerons  le  mouvement  d'un  point  sans  niasse 
touniant  autour  du  Soleil  et  troubl^  par  une  planete  dont  l'orbite  est  supposee 
circulaire.  Soient  x,  y,  z  les  coordonn^es  rectangulaires  du  point,  en  prenant 
le  plan  de  l'orbite  de  la  planete  pour  celui  des  x  et  y,  et  le  Soleil  pour  centre 
des  coordonnees;  soit  öj  la  distance  de  la  planete  troublante  au  Soleil,  n't  son 
anomalie,  m'  sa  masse,  M  la  masse  du  Soleil,   on  aura  l'öquation  rigoureuse: 

M  ,f  1  iCcosw7+i/sinM'(l 

i-H»«  i —  ■  . n-^ f-Hcoust. 

(x^+y^+z^*  '■[^"-Hi/'-l-s^— 2a,  (a.-cosM'f+^sinn'()H-an  **>  ■* 

„C'est  donc  une  nouvelle  ^quation  integrale,  qui  dans  le  pi'obleine  des 
trois  Corps  subsistera  entre  les  termes  ind^pendants  de  rexcentricitö  de  la  pla- 
nete troublante,  et  qui  est  rigoureuse  pour  toutes  les  puissances  de  la  masse 
de  cette  derniere.  Dans  la  theorie  de  la  Lune  il  faut  mettre  la  Terre  aa  lieu 
du  Soleil  et  prendre  celui-ci  pour  le  Corps  troublant." 
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ZUR  THEORIE  DER  VARIATIONS-RECHNUNG  UND 
DER  DIFFERENTIAL-GLEICHUNGEN 


PROrEssoB  C.  G.  J.  JACOBI 

ZV  KÖNIGSBERG  IN  PREUHSEN. 


Grelle  Journal  fär  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  XVII  p.  68— 82. 


Hosted  by 


Google 


Hosted  by 


Google 


ZUR    THEORIE    DER    VARIATIONS-REOHNUNG   UND    DER 
DIFFERENTIAL-GLEICHUNGEN. 

(Auszug  eineä  Schreibens  an  Herrn  Eocke,  Secretar  der  mathematiseh-physikalisclien  Klasse 
der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin.) 


Es  ist  mir  gelungen,  eine  grosse  und  wesentliche  Lücke  in  der  Variations- 
rechnung auszufüllen..  Bei  den  Problemen  des  Grössten  und  Kleinsten  nämlich, 
welche  von  der  Variationsrechnung  abhängen,  kannte  man  keine  allgemeine 
Regel,  woran  zu  erkennen  wäre,  ob  eine  Lösung  wirklich  ein  Grösstes  oder 
Kleinstes  giebt,  oder  keins  von  beiden.  Man  hatte,  zwar  erkannt,  dass  die  Kri- 
terien hiei-für  davon  abhängen,  ob  gewisse  Systeme  von  Differentialgleichungen 
Integrale  haben,  die  während  des  ganzen  Intervalls,  über  den  das  Integral, 
welches  ein  Maximum  oder  Minimum  -werden  soll,  erstreckt  wird,  endlich  bleiben. 
Aber  man  konnte  diese  Integrale  selbst  nicht  finden,  und  auf  keine  Weise  sonst, 
ohne  sie  zu  kennen,  den  Umstand,  ob  sie  innerhalb  der  gegebenen  Grenzen 
endlich  bleiben  oder  nicht,  erörtern.  Ich  habe  aber  bemerkt,  dass  diese  Inte- 
grale immer  von  selber  gegeben  sind,  wenn  man  die  Differentialgleichungen  des 
Problems  integrirt  hat,  d.  h.  die  Differentialgleichungen,  die  erfüllt  werden 
müssen,  damit  die  erste  Vaiiation  verschwindet.  Hat  man  durch  Integration 
dieser  Differentialgleichungen  die  Ausdrücke  der  gesuchten  Functionen  erhalten, 
welche  eine  Anzahl  \villkürlicher  Cdnstanten  enthalten  werden,  so  geben  ihre 
nach  diesen  willkürlichen  Constanten  genommenen  partiellen  Differentialquo- 
tienten die  Integrale  der  neuen  Differentialgleichungen,  welche  man  zur  Be- 
stimmung der  Kriterien  des  Grössten  und  Kleinsten  zu  integriren  hat. 

Es  sei,   um  den  einfachsten  Fall  zu  betrachten,   das  vorgelegte  Integi-al 


U{. 


dx  } 


y  wird  durch  die  Differentialgleichung 

dy  < 


Hosted  by 


Google 


42       ZCR  THEORIE  DKR  VAKIATIOSS-RECIISUSG  UN1>  DER  DIFFERENTIAL-GLEICHUNGEN, 

bestimmt,  wo  y'  für  —j--  gesetzt  ist.     Der  Ausdruck  von  y,   wie  er  durch  die 
Integration  dieser  Gleichung  gegeben  wird,  enthält  zwei  willkürliche  Constanten, 
die    ich  a    und   b   nennen    will.      Die    zweite   Variation    wird,    wenn    w  =  Sy, 
,         dw    ■  , 

IV      =    — ;—     ist, 

äx 

J  \  oi/'  dydy  Sy'  ! 

sein,  wo  für  das  Maximum  oder  Minimum  nöthig  ist,  dass  — '—,  immer  dasselbe 

dy' 

Zeichen  behält.  Aber  um  die  vollständigen  Kriterien  des  Maximums  oder  Mi- 
nimums zu  haben,  muss  man  noch  den  vollständigen  Ausdruck  einer  Function 
v  kennen,  welche  der  DifFerentialgleichung 

öij'   V  Sy       ''■^z       ^  ö?/di/       ; 

Genüge  leistet;  wie  man  dies  in  Lagranges  Functlonentheorie,  oder  in  Dirksens 
Variationsrechnung  sehen  kann.  (Die  Variationsrechnung  von  Ohm  ist  in  dieser 
Theorie  nicht  genau.)  Diesen  vollständigen  Ausdruck  für  v  finde  ich  nun,  wie 
folgt.     Es  sei 

wo  -^ ,  -Jr-  die  partiellen  Dift'erentialquotienten  von  y  bedeuten,  nach  den 
willkürlichen  Constanten  «,  h  genommen,  die  in  y  vorkommen,  und  a,  ß  neue 
willkürliche  Gonstanten  sind,  so  wird 

\  Bydy'         u      s^'''  dx ) 
der  verlangte  Ausdruck  von  v,   welcher  eine  willkürliche  Constante  —  enthält. 
Schwieriger  ist  der  Fall,   wo  unter  dem  Integralzeichen  D Ufere ntialqno- 
tienten  höherer  Ordnung  als  die  erste  vorkommen.     Es  sei 

j/(-^,  y,  y',  y")^-^ 

zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machen,  wo  wieder  y'^-f-,  y"— -tt") 

'  ^  dx  ^  '^  d.c'   ' 

so  wird  y  das  Integral  der  Differentialgleichung 


Öl_  By'       ^         8y" 


=  0, 


dy  dx 

welches  vier  wilikürhche  Constanten  o,  «,,  a-,,  f/g  enthalten  wird. 
th/^w,  6y' =■  lü' ,  thj"  =  lü",  so  wird  die  zweite  Variation: 
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V  "UV  ^'J^J  dij'  ■!«  '"J  Si/"  I 

Für  das  Maximum  oder  Minimum   muss  — -^  immer  dasselbe  Zeichen   haben. 

S'J" 
Um  aber  die  vollständigen  Kriterien  zu  haben,  muss  man  folgendes  System  von 
Differentialgleichungen  integriren,  wie  man  aus  Lagranges  Theorie  der  Func- 
tionen ersehen  kann: 

is^f     d.,  ^tay  ,J^.,,\_  (  <y'f_  . , ,  rftV 

Sy"     ^dy'  «■^  J  Vt^y  P^/  V 

Durch  diese  drei  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  welche  einen  ziemlich  ab- 
schreckenden Anblick  bieten,  sind  die  drei  Functionen  v,  v^  und  v^  zu  bestimmen, 
deren  vollständiger  Ausdruck  drei  willkürliche  Oonstanten  enthalten  muss.  Ich 
habe  ihre  allgemeinen  Integrale,  wie  folgt,  gefunden.     Es  sei 

„  — „  '^y  .„  %  _4.„  ^y    .„  ^y       „  _o%  ,  ^  ^y    .o  %    ,  ^  '^n 

Ba  '    oa,  ^  d«2  ö«,  da       '^'    da,        '^^  da^        '^''   da^ 

oder  es  seien  w,  ^(,  lineare  Ausdrücke  der  partiellen  Differentialquotienten  von 
y,  nach  den  willkürlichen  Constanten,  die  es  enthält,  genommen.  Die  acht  Con- 
stanten «,  «I,  «2,  «1,  /?,  ßi,  ßs,  ßx  sind  nicht  ganz  willkürlich  zu  nehmen,  sondeni 
es  muss  zwischen  den  sechs  aus  ihnen  zusammengesetzten  Gri-össen  aßt  —  a,ß, 
aß^  —  a^ß,  «ßi  —  «3/?,  a«ßi-— ß^^-i,  a^ßi  —  a^ßi-,  cCxß<i  —  ct^ß^  eine  gewisse  Bedin- 
gung stattfinden,  in  deren  nähere  Erörterung  ich  hier  nicht  eingehen  will.  Hier- 
nach werden  die  allgemeinen  Ausdrücke  für  v,  r,,  ji^,  die  ich  gefunden  habe, 
folgende: 


a'f 

S'f 

rh'           '   da:' 

öy'i^y" 

*■■■' 

du,            du     ' 
"'S        "'IT 

du    d\          du,    d'u 

dx    dw^           dx     dx' 

du,             du 

«— ,-1 u,-j— 

dx          '  dx 

*, 

ö'f 
äijSy' 

(    i'u,       ^   d'u'U  du    d'u, 
ii^f       V   dx'          '  die'  )\da)    dx' 

du. 

d^\ 
dx'  ) 

dx 

■>*"'                            (u    *'        u    ''"Y 
V      dx          •  dx) 
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Da  zwischen  den  sechs  Grössen  aßi  —  a^ßa.  s.  w.  eine  identische  Gleichung 
stattfindet,  ausserdem  zwischen  denselben  noch  eine  Bedingung  gegeben  ist,  und 
in  den  Ausdrücken  von  v,  v,,  v.^  nur  ihre  Verhältnisse  vorkommen,  so  vertreten 
sie  die  Stelle  von  drei  willkürlichen  Constanten,  wie  verlangt  wurde. 

Die  allgemeine  Theorie,  wenn  unter  dem  Integralzeichen  die  DifFerential- 
quotienten  von  y  bis  auf  irgend  öine  Ordnung  vorkommen,  wird  ohne  Schwie- 
rigkeit aus  einer  merkwürdigen  Eigenschaft  einer  besonderen  Klasse  linearer  Dif- 
ferentialgleichungen abgeleitet.  Diese  linearen  Diflferentialgleichungen  der  2n^'" 
Ordnung  haben  die  Form 

0^^,+ W)+ j!(fy2^  "'(^r^  ^...^  "-(A«-')  _  y 

«■»  dx"  dx^  dx" 

wo  y^"''  =  --1  5  und  A,  Ai  etc.  gegebene  Functionen  von  x  sind.  Wenn  y 
irgend  ein  Integral  der  Gleichung  K=  0  ist,  und  man  setzt  u^ty,  so  wird 
der  Ausdruck,  in  welchem  u'*"'  =  - ,  -^,  , 


J/j^^M- 


d(Ay)        d\A^u-)  d^Ay^)! 

1   _^  ^(7 


dx  dx^  dx" 

integrabel,  d.  h.  man  kann  sein  Integral  angeben,  ohne  t  zu  kennen,  und  dieses 
Integral  hat  wieder  die  Form  von  Y,  nur  dass  n  um  l  kleiner  geworden;  man 
hat  nämlich: 


iyüdx 


dx'  dx"' 


wo  t'-"''  =  —, —  und  die  Functionen  B  sich  aus  u  und  den  Functionen  A  und 
deren  Ableitungen  allgemein  angeben  lassen.  Der  Beweis  dieses  Satzes  ist 
nicht  ohne  Schwierigkeit.  Ich  habe  die  allgemeinen  Ausdrücke  der  Functionen 
ß  gefunden;  doch  genügt  es  für  die  vorgesetzte  Anwendung,  nur  überhaupt  zu 
beweisen,  dass  fy  Udx  die  angegebene  Form  habe,  ohne  dass  es  nöthig  Ist,  die 
Functionen  B  selber  zu  kennen. 

Die  Metaphysik  der  gefundenen  Resultate,  um  mich  eines  französischen 
Ausdruckes  zu  bedienen,  beruht  ungefähr  auf  folgenden  Betrachtungen.  Man 
kann  bekanntlich  der  ersten  Variation  die  Form 

(vSydx 
geben,  wo    V :=()  die  zu  integrirende  Gleichung  ist.     Die   zweite  Variation  er- 
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hält  hiernach  die  Form 

Soll  die  zweite  Variation  das  Zeichen  nicht  ändern,  so  mnss  dieselbe  nicht  ver- 
schwinden können,  oder  die  Gleichung  (JF:=0,  welche  in  äy  linear  ist,  darf 
kein  Integral  d'y  haben,  welches  die  Bedingungen,  denen  nach  der  Natur  des 
Problems  dy  unterworfen  ist,  erfüllt.  Man  sieht  hieraus,  dass  die  Gleichung 
dV^O  bei  dieser  Untersuchung  eine  bedeutende  Kolle  spielt,  und  gewahrt  in 
der  That  bald  ihren  Zusammenhang  mit  den  für  die  Kriterien  des  Maximums  ■ 
oder  Minimums  zu  integrirenden  Diiferentialgleichüngen.  Ausserdem  sieht  man 
sogleich,  dass  ein  Werth  von  äy,  welcher  die  Differentialgleichung  ä  F=  0  erfüllt, 
jeder  partielle  Difl'erentialquotient  von  y  ist,  nach  einer  der  willkürlichen  Con- 
stanten genommen,  die  y  als  Integra!  der  Gleichung  V^O  enthält.  Man  er- 
hält daher  den  allgemeinen  Ausdruck  des  Integrals  d'y  der  Differentialgleichung 
tfV=0,  wenn  man  aus  allen  diesen  partiellen  Differentialquotienten  von  1/  einen 
linearen  Ausdruck  bildet.  Die  Gleichung  äV=0,  deren  sämmtliche  Integrale 
man  auf  diese  Weise  kennt,  lässt  sich  aber,  wie  man  zeigen  kann,  auf  die  Form 
der  obigen  Gleichung  F=  0  bringen,  wenn  man  in  dieser  äy  für  y  schreibt, 
und  vermittelst  der  angegebenen  Eigenschaften  dieser  Art  von  Gleichungen  gelingt 
es,  die  zweite  Variation 

jSVSi/d^ 
durch  fortgesetzte  partielle  Integration  in  einen   andern  Ausdruck  zu  transfor- 
miren,  der  unter  dem  Integralzeichen  ein  vollständiges  Quadrat  enthält,  welches 
eben  die  Transformation  der  zweiten  Variation  ist,  die  man  hierbei  zu  erreichen 
strebt.     Wenn  z.  B.  das  obige  Integral 

vorgelegt  ist,  und  man  die  für  diesen  Fall  angegebene  Bedeutung  von  u  und 
«I  beibehält,  so  erliält  ä  V  die  Form 

dr-4»+-'"iiy)-+'''<i-f^">. 

"  <Lr.  dx 

und  es  wird  d'V=(i  tür  äy  =  u.  Setzt  man  dy^uä'y,  so  erhält  man  nach 
dem  obigen  allgemeinen  Satze: 

(äVSydx  =   fuSVS'yd«: 
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Setzt  man  nun  das  letzte  Integral 


=  (v^d'y'dx, 


Sio  w\v<\  cJie  Gleicliiing    V^  =  0  erfüllt,  wenn  man 

ö'y^  -  '- ,     also     §'}/  ^  ' — ^ 

setzt.     Man  kann  daher  dieselbe  Methode  fortsetzen,  indem  man 


setzt,  wodurch  nach  demselben  Satze 

^V^S'y'ilx  =j\\\^^^'~^-i-—\  S"ydx  =  CS"ii' .ä"ij—jc{6"i/yd.v, 

welches  die  letzte  Transformation  ist,  in  welcher  die  willkürliche  Variation  nur 
in  einem  Quadrat  unter  dem  Integi'alzeichen  vorkommt.  Man  sieht  übrio-ens 
leicht,  dass 

B,  =  mM,  ,     <J=i  ?^*i' "'V^Vß^ ,      und  (iither     6'  =  ( '"^''~"'^— Vj^. 

Es  ist  ferner  A.^  =  — — ,  so  dass  C  immer  dasselbe  Zeichen  «ie  — -- — 

.  .  ^y"  .  .  .  ^y"' 

hat,  welches  für  das  Minimum  immer  positiv,  für  das  Maximum  immer  negativ 
sein  muss.  Man  muss  bekanntlich  nun  noch  untei'suchen ,  ob  d"y'  zwischen 
den  Grenzen  der  Integration  nicht  unendlich  M'erden  kann,  wozu  man  durch 
die  Kenntniss  der  Functionen  u,  u^  in  den  Stand  gesetzt  ist,  welche  man  kennt, 
so  wie  y  gegeben  ist  oder  das  vollständige  Integral  der  Gleichung    F  =  0. 

Wenn  die  im  Voi-stehenden  angedeutete  Analysis  ziemlich  tiefe  Specu- 
lationen  dei'  Integralrechnung  erfordert,  so  werden  doch  die  daraus  abgeleiteten 
Kriterien,  ob  eine  Lösung  überhaupt  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  giebt, 
sehr  einfach.  Ich  M-ill  den  Fall  betrachten,  wo,  wenn  unter  dem  Integralzeichen 
y  mit  seinen  Ditferentialquotienten  bis  zum  n'"^'  vorkommt,  die  Grenzwertlie  von 
y,  y',  . .  .,  i/*""",  so  wie  die  Gi'enzen  selber  gegeben  sind.  Setzt  man  in  die 
2)i  Integi'algleichungen  mit  ihren  2h  willkürlichen  Constanten  diese  Grenzwertlie, 
so  werden  die  willkürlichen  Constanten  bestimmt;  aber  weil  hierzu  die  Auflösung 
von  Gleichungen  nöthig  ist,  giebt  es  in  der  Regel  mehrere  Arten  dieser  Be- 
stimmung, so  dass  man  mehrere  Curven  erhält,  welche  denselben  Grenzbedin- 
gungen und  derselben  Differentialgleichung  Genüge  leisten.  Hat  man  eine  von 
diesen  gewählt,  so  betrachte  man  den  einen  Grenzpunkt  als  fest,  und  gehe  von 
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ihm  ZU  den  folgenden  Punkten  auf  der  Curve  über.  Nimmt  man  einen  dieser 
folgenden  Punkte  zum  andern  Grenzpunkte,  so  wird  es,  nach  dem  eben  Ge- 
sagten, sich  ereignen  können,  dass  man  durch  ihn  und  den  ersten  noch  andere 
Curven  legen  kann,  für  welche  in  diesen  beiden  Grenzen  y',  y",  . . .,  ?/'"~''  die- 
selben Werthe  haben,  und  welche  der  vorgelegten  Differentialgleichung  genügen. 
Sobald  man  nun,  indem  man  auf  der  Curve  fortschreitet,  zu  einem  Punkt  der- 
selben gelangt,  fiu-  welchen  eine  jener  andern  Curven  mit  ikr  zusammenfällt, 
oder,  wie  man  sich  auch  ausdrücken  kann,  ihr  unendlich  nahe  kommt:  so  Ist 
dieses  die  Grenze,  bis  zu  welcher,  oder  über  welche  hinaus,  man  die  Integration 
nicht  ausdehnen  darf,  wenn  ein  Maximum  oder  Minimum  stattfinden  soll;  wenn 
man  aber  das  Integral  nicht  bis  zu  diesen  Grenzen  ausdehnt,  so  wird  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  immer  stattfinden,  vorausgesetzt,  dass  — ^—r-  zwischen 
den  Grenzen  immer  dasselbe  Zeichen  hat. 

Ich  will,    um  dies  an  einem  Beispiele    deutlich  zu  machen,   das  Princlp 
der  kleinsten  Wirkung  bei  der  elliptischen  Bewegung  eines  Planeten  betrachten. 

Das  in  dem  Princip  der  kleinsten  Wirkung  betrachtete  Integral  kann 
nie  ein  Maximum  werden,  wie  Lagrange  geglaubt  hat:  es  wii-d  aber  auch  keines- 
weges  immer  ein  Minimum,  sondern  es  sind  dazu  bestimmte  Einschränkungen 
für  die  Grenzen  nöthig,  welche  durch  die  obige  allgemeine  Regel  gegeben 
werden,  widrigenfalls  das  Integi'al  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  wird. 
Es  fange  der  Planet  (Fig.  1)  sich  von  a  zu  bewegen 
an,  wo  a  zwischen  dem  Peri-  und  Aphelium  liege:  der  ^'S'  '■ 

andere  Endpunkt  sei  b;  wenn  2A  die  grosse  Axe,  /'  die 
Sonne  ist,  so  erhält  man  bekanntlich  den  andern  Brenn- 
punkt der  Ellipse  als  Durchschnitt  zweier  aus  den 
Centren  a  und  b  mit  den  Kadien  2A~af,  2A  —  bf 
beschnebenen  Kreise.  Die  beiden  Durchschnittspunkte 
der  Kreise  geben  zwei  verschiedene  Lösungen  des  Pro- 
blems, welche  nur  dann  in  eine  zusammenfallen  können, 

wenn  die  Kreise  sich  berühi-en,  d.  h.,  wenn  ab  durch  den  andern  Brennpunkt 
geht.  Wenn  man  also  von  a  durch  den  andern  Brennpunkt  der  Ellipse  /'  die 
Sehne  der  Ellipse  aa'  zieht,  so  wird,  der  gegebenen  Regel  zufolge,  der  an- 
dere Grenzpunkt  b  zwischen  a  und  a'  hegen  müssen,  wenn  die  Elhpse  das 
im  Princip  der  kleinsten  Wirkung  betrachtete  Integral  wirklich  zu  einem  Kleinsten 
machen   soll.     Fällt  b  in  a',   so   kann  die  zweite    Variation    des  Integrals  zwar 
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nicht  negativ  werden,  aber  0,  so  dass  die  Aendening  des  Integrals  von  der 
dritten  Ordnung  und  daher  sowohl  positiv  als  negativ  werden  kann.  FäUt  b 
über  a'  hinaus,  so  kann  die  zweite  Variation  auch  selbst  negativ  werden.  Wenn 
der  Anfangspunkt  a  zwischen  dem  Aplieliura  und  Perihelium  liegt,  so  wird 
der  äusserste  Punkt  a'  durch  die  Sehne  der  Ellipse  bestimmt,  welche  man 
von  a  durch  die  Sonne  f  zieht.  Denn  wenn  n  und  a'  (Fig.  2)  die  Grenzpunkte 
sind,  so  erhält  man  durch  Drehung  der  Ellipse  um  afa' 
unendlich  viele  Lösungen  des  Problems.  Wenn  also 
der  zweite  Grenzpunkt  im  letztern  Falle  über  a'  hin- 
aus liegt,  wird  es  eine  Raumcurve  zwischen  den  beiden 
gegebenen  Grenzen  geben,  für  welche  ii'ds  kleiner 
wird  als  für  die  Ellipse. 

Ich  wÜl  bei  dieser  Gelegenheit  noch  ein  Paar 
Worte  über  die  Variation  der  Doppel-Integrale  sagen, 
deren  Theorie  einer  grössern  Eleganz  fähig  ist,  als  sie  selbst  nach  den  Ar- 
beiten von  Gauss  und  Poisson  erlangt  hat.  Um  eine  Vorstellung  von  der 
Art  zu  geben,  wie  es  mir  zweckmässig  scheint,  die  Variation  der  Doppel- 
Integi-ale  auszudrücken,    will  ich   den  einfachsten  Fall   annehmen,    in  welchem 

betrachtet  wird,  wo 

''=-£-•  1=-?^ 

Es  sei  w  die   Variation  von  z,  so  wird 

Die  bei  einfachen  Integralen  angewendete  Methode  besteht  darin,  den  Ausdruck 
unter  dem  Integralzeichen  in  zwei  Theile  zu  theilen,  von  denen  der  eine  In  w 
nmltiplicirt  ist,  der  andere  das  Element  eines  Integrals  ist;  der  erste  muss  unter 
dem  Integralzeichen  =0  gesetzt  werden,  wenn  die  Variation  verschwinden  soU; 
der  zweite  kann  integrirt  werden,  und  man  lä^t  sein  Integral  verechwinden. 
Eben  so  theile  ich  den  Ausdruck  unter  dem  Doppelzeichen  in  einen  in  w  mul- 
tiplicirten  Theil  und  in  euien  andeni,  der  das  Element  eines  Doppel-Integi'als 
ist,  das  heisst,  wenn  u^ow,  so  setze  ich: 

df  df_    öv^.äf_    öw_  __    .         pu_   _Öw  _  _öw_   _äü 

dz  dp      da         dq     dy  dx      dy         bij      dx 
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Vergleicht  man  die  in  w,  -^=— ,   -^r—    multiplicirten  Terrae,  so  erhält  man: 
°  am         üy  ' 

IL  —  A      _^_^_5^._^        ^L=a—       -L  =  ^a~ 
dz  B-i:      dy  By       d.'e  '8p  di/  '        dq  d.v  ' 

woraus 

ÖS  dx  dy 

folgt,  welches,  =0  gesetzt,  die  bekannte  partielle  Differentialgleichung  giebt, 
die  hier  auf  eine  vollkommen  symmetrische  Art  abgeleitet  ist.  Die  Function  v 
muss  die  Gleichung  erfüllen: 

dp      dx  dq      dy 

Setzt  man  A  =  0,  so  hat  man: 

welches,  in  den  gegebenen  Grenzen  genommen,  verschwinden  muss.  Wenn  z 
in  den  Grenzen  gegeben  ist,  M'ird  w  und  mithin  auch  ?t  =  aw  ui  den  Grenzen 
verschwinden  und  daher 

I  dudv  : 


ff"' 


sein.  Wenn  die  Grenzwerthe  von  z  ganz  willkürlich  sind,  so  muss  v  in  den 
Grenzen  verschwinden,  oder,  wenn  v^O  die  Grenzcurve  becieutet,  so  müssen 
die  im  Integral  der  Gleichung  A=0  vorkommenden  willkürlichen  Functionen 
so  bestimmt  werden,  dass 

öp      dx         dq      dy 
ist,   u.  s.  w. 

Um  auf  das  Maximum  und  Minimum  zurückzukommen:  so  ist  es  ein 
Uebelstand,  dass  im  Gebrauch  dieser  Worte  solche  VerwiiTung  herrscht.  Man 
sagt,  ein  Ausdruck  sei  ein  Maximum  oder  Minimum,  wenn  man  bloss  sagen 
will,  dass  seine  Variation  verschwindet,  selbst  wenn  auch  weder  ein  Maximum 
noch  ein  Minimum  stattfindet.  Man  sagt,  eine  Grösse  sei  ein  Maximum,  wenn 
man  nur  sagen  will,  sie  sei  kein  Minimum.  So  sagt  Poisson  in  seiner  Me- 
chanik: bei  geschlossenen  Flächen  könne  die  kürzeste  Linie  zwischen  zwei  ge- 
gebenen Punkten  ein  Maximum  sein,  obgleich  es  sich  von  selbst  versteht,  dass 
man  durch  Ausbiegungen,  die  unendlich  klein  sein  können,  ßinen  noch  so  grossen 
IV.  7 
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AVeg  noch  grösser  machen  kann.  FreiHch  giebt  die  kürzeste  Linie  nur  dann 
ein  relatives  Minimum,  wenn  die  nach  meiner  obigen  allgemeinen  Regel  gestellte 
Bedingung  erfüllt  ist,  nämlich  dass  es  zwischen  den  beiden  Endpunkten  auf  der 
Curve  nicht  zwei  andere  giebt,  zwischen  denen  man  noch  eine  zweite  unendlich 
nahe  kürzeste  Curve  ziehen  kann.  Im  andern  Falle  ist  aber  die  Länge  kein 
Maximum,  sondern  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum.  Für  die  Flächen, 
die  in  jedem  Punkte  zwei  entgegengesetzte  Krümraungen  haben,  habe  ich  be- 
wiesen, dass  zwischen  je  zweien  ihrer  Punkte  die  kürzeste  Linie  wirklich  eine 
kürzeste  Linie  ist. 

Die  oben  angedeuteten  Untersuchungen  über  die  Kriterien  des  Gröasten 
und  Kleinsten  in  den  isoperimetrischen  Problemen  füllen  eine  wesentliche  Lücke 
in  einem  der  schönsten  Theile  der  Mathematik  aus;  ausserdem  sind  sie  durch 
die  Kunstgriffe  der  Integralrechnung,  die  dabei  angewendet  werden,  merkwürdig. 
Tiefer  aber  in  das  Ganze  der  Wissenschaft  eingreifend  dürften  folgende  Unter- 
suchungen sein,  von  denen  ich  mir  Ihnen  eine  kurze  Andeutung  zu  geben  erlaube. 

Hamilton  hat  gezeigt,  dass  die  Probleme  der  Mechanik,  bei  denen  der 
Satz  von  der  lebendigen  Kraft  gilt,  sich  auf  die  Integration  einer  partiellen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  zurückführen  lassen.  Er  fordert  eigentlich 
die  Integration  zweier  solcher  partiellen  Differentialgleichungen:  man  zeigt  aber 
leicht,  dass  es  genügt,  irgend  ein  vollständiges  Integral  einer  von  ihnen  zu 
kennen.  Auch  dehnt  man  seine  Resultate  leicht  mit  auf  den  Fall  aus,  wo  die 
KrUftefunction,  d.  i.  die  Function,  deren  partielle  Differentialquotienten  die  Kräfte 
geben,  die  Zeit  explicite  enthält;  für  welchen  Fall  der  Satz  von  der  lebendigen 
Kraft  nicht  gilt:  aber  immer  noch  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung.  Durch 
diese  Zurückführung  auf  eine  partielle  Differentialgleichung  könnte  wenig  ge- 
wonnen scheinen,  da  nach  der  Pfaffschen  Methode  in  den  Abhandlungen  Ihi-er 
Akademie  —  und  für  mehr  als  drei  Variabele  kannte  man  bisher  weiter  nichts 
über  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  —  die 
Integration  der  einen  partiellen  Differentialgleichung,  auf  welche  das  dynamische 
Problem  zui-ückgeführt  wird,  viel  schwieriger  ist  als  die  Integration  des  Systems 
der  unmittelbar  gegebenen,  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  der  Bewegung. 
In  der  That,  wenn  man,  wie  es  ebenfalls  ohne  Schwierigkeit  geschieht,  die 
Untersuchung  Hamiltons  auf  alle  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung ausdehnt,  ist  es  umgekehrt  eine  bedeutende  Entdeckung  in  der  Theorie 
der  partiellen  Differeptialgleichungen  erster  Ordnung,  dass  sie  so  immer  auf  die 
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Integration  eines  einzigen  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  zurüclc- 
gefiihrt  werden  können,  welche  bisher  nach  der  Pfaffschen  Methode  nicht  aus- 
reichend war.  Wichtig  für  die  Integration  der  Differentialgleichungen  der  Me- 
chanik selber  konnte  dies  nur  wei'den,  wenn  man  nachwies,  dass  die  Systeme 
gewöhnlicher  Differentialgleichungen,  auf  welche  die  partiellen  Differentialglei- 
chungen erster  Ordnung  zuröckkomraen,  einer  besondern  Behandlungsweise  filhig 
sind,  welche  sie  von  andern  Differentialgleichungen  unterscheidet.  Hamilton, 
obgleich  er  manche  Anwendung  seiner  neuen  Methode,  wie  er  seine  Unter- 
suchungen nennt,  zu  machen  versucht  hat,  hat  hiervon  nichts  bemerkt,  und 
daher  auch  aus  seinen  merkwürdigen  Theoremen  keinen  wesentlichen  Nutzen 
gezogen.  Aber  in  der  That  hat  schon  Lagrange  für  die  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  zwischen  drei  Variabein,  auf  die  er  sich  beschränkt 
hat,  und  deren  Integration  zu  seinen  schönsten  und  berühmtesten  Entdeckungen 
gehört,  bemerkt,  dass,  wenn  man  ein  Integral  des  Systems  von  drei  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  vier  Variabein,  auf  welches  er 
das  Problem  zunickgeführt  hat,  kennt,  nur  noch  zwei  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung,  jede  zwischen  zwei  Variabein,  zu  integriren  sind.  Im  Alige- 
meinen aber  wäre  noch  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen 
zwei  Variabein  zu  integriren,  die  man  also  für  jenes  besondere  System  gewöhn- 
licher Differentialgleichungen  immer  auf  die  erste  Ordnung  zurückfilhren  kann. 
Wenn  die  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnuitg  zwischen  drei  Variabein 
die  unbekannte  Function  nicht  selber,  sondern  nur  ihre  beiden  Differentialquo- 
tienten enthält;  so  hat  man  nur  zwei  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zM'ischen 
drei  Variabein  zu  integriren;  und  kennt  man  ein  Integral  derselben,  so  hat  man 
nach  der  Lagrangeschen  Methode  nur  noch  zwei  Quadraturen  auszuffihren, 
während  im  Allgemebien  noch  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zu  inte- 
gi-iren  wäre.  Der  letzte  Fall  findet  in  der  Mechanik  statt,  d.  h.  die  pai-tiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  auf  welche  die  dynamischen  Probleme 
zurückkommen,  enthalten  nie  die  unbekannte  Function  selber.  Hiernach  kann 
man  schon  aus  dem  Lagrangeschen  Verfahren  für  drei  Variabele  neue,  höchst 
merkwürdige  Sätze  der  Mechanik  ziehen.  Es  folgt  nämlich  daraus  ganz  all- 
gemein, dass,  wenn  irgend  ein  Problem  der  Mechanik,  für  welches  der  Satz 
von  der  lebendigen  Kraft  gUt,  von  einer  Differentialgleichung  der  zweiten  Ord- 
nung abhängt,  und  man  noch  ausser  diesem  Satz  ein  Integral  kennt,  so  dass 
das  Problem  auf  die  Integration  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster 
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Ordnung  zwischen  zwei  Variabeln  zurückkommt,  man  diese  letztere  immei- 
integriren  kann,  d.  li,  man  kann  nach  einer  allgemeinen,  ganz  bestimmten  Regel 
den  Multiplieator  derselben  finden.  Ein  solches  mechanisches  Problem  ist  z.  B. 
die  Bewegung  eines  Körpers  in  der  Ebene,  der  nach  zwei  festen  Centren  ge- 
zogen wird.  Euler  fand  hier  mit  Leichtigkeit  ausser  dem  Integrale  der  leben- 
digen Kraft  noch  ein  zweites;  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  worauf 
er  hiernach  kam,  war  aber  so  complicirt,  dass  seine  ganze  Unerschrockenheit 
dazu  gehörte,  sich  mit  der  Integration  derselben  zu  beschäftigen,  und  das  Ge- 
lingen dieser  Bemühung  zu  seinen  berühmtesten  Meisterstücken  gehört.  Diese 
Integration  aber  würde  ohne  alle  weiteren  Kunstgriffe  durch  die  erwähnte  all- 
gemeine Regel  geleistet.  Ich  habe  vor  etwa  einem  halben  Jahre  die  auf  den 
Fall  der  freien  Bewegung  eines  Punktes  in  einer  Ebene  bezüglichen  Formeln, 
welche  allgemein,  wenn  man  ausser  dem  Integral  der  lebendigen  Kraft  noch 
ein  anderes  Integral  kennt,  das  Problem  auf  Quadraturen  zurückführen,  der 
Pariser  Akademie  mitgetheilt.  Diese  Formeln  lassen  sich  sogleich  auch  auf  die 
Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  gegebenen  Fläche  ausdehnen. 

Damit  aber  eine  Anwendung  dieser  Betrachtungen  auf  complicirtere  me- 
chanische Probleme  möglich  sei,  ist  es  nöthig,  die  Lagrangesche  Methode  für 
die  Integration  partieller  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  drei  Va- 
i-iabeln  auf  jede  Zahl  von  Variabein  auszudehnen.  Pfaff,  der  dies  mit  unüber- 
steiglichen  Hindernissen  verknüpft  hielt,  sah  sich  aus  diesem  Grunde  genöthigt, 
diese  Methode  ganz  zu  verlassen.  Er  betrachtete  das  Problem  als  speciellen 
Fall  eines  viel  allgemeineren,  dessen  glückliche  Lösung  zu  den  wichtigsten  Be- 
i'eicherungen  der  Integi-alrechnung  gehört.  Aber  das  Problem  der  Integration 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  hat  vor  dem  allgemeinen 
Probleme,  welches  Pfaff  betrachtet,  Erleichterungen  voraus,  die  ihm  entgangen 
sind,  und  die  er  auf  seinem  Wege  nicht  finden  konnte.  Es  ist  mir  gelungen, 
die  Schwierigkeiten,  welche  der  Verallgemeinerung  der  Lagrangeschen  Me- 
thode im  Wege  standen,  zu  heben  und  hierdurch  eine  neue  Theorie  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen  erster  Ordnung  für  jede  Zahl  von  Variabein  zu 
begi'ünden,  welche  für  die  Integration  derselben  die  wesentlichsten  Vortheile 
darbietet  und  unmittelbar  auf  die  Probleme  der  Mechanik  ihre  Anwendung  findet. 
Hier  mögen  folgende  Andeutungen  genügen. 

Die  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  imd  die  isoperi- 
metrischen Probleme,    in    welchen    die  Differentialquotienten  <ler    unbekannten 


Hosted  by 


Google 


ZUR  THEORIE  DER  VARIATIOSS-RECHNUSG  UND  DER  DIFFERRNTIAL-GLEICHUSGEN,      53 

Functionen  unter  dem  Integralzeichen  nur  bis  auf  die  erste  Ordnung  steigen, 
hängen  von  derselben  Analysis  ab,  so  dass  jedes  solche  isoperimetrische  Problem 
auch  als  Integration  einer  partiellen  DiflFerentialgleichung  ei-ster  Ordnung  gefasst 
werden  kann.  Man  kann  unter  diesen  isoperimetrischen  Problemen  auch  die- 
jenigen begreifen,  in  welchen  der  Ausdruck,  der  ein  Maximum  oder  Minimum 
werden,  oder  allgemeiner,  dessen  Variation  verschwinden  soll,  nicht  unmittelbar 
als  Integral,  sondern  durch  eine  Differentialgleichung  erster  Oi-dnung  gegeben 
ist.  Umgekehrt  kann  man  auch  die  Integration  einer  partiellen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  als  solches  isoperimetrische  Problem  fassen.  Zufolge 
des  Princips  der  kleinsten  "Wirkung  kann  als  ein  isoperimetrisches  Problem  der 
genannten  Art  die  Bewegung  eines  Systems  sich  gegenseitig  anziehender  Körper 
betrachtet  werden,  welche  ausserdem  noch  von  constanten  Parallelkräften  und 
von  Kräften  sollicitirt  werden  können,  welche  nach  festen  oder  beweglichen 
Centren  gerichtet  sind,  wofern  die  Körper  des  Systems  auf  die  letzteren  Oentra 
nicht  reagiren  und  die  Bewegung  derselben  als  anderweitig  bekannt  vorausgesetzt 
wird.  Solches  mechanische  Problem  kann  daher  auch  immer  als  Integration 
einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  gefasst  werden.  Diese  Inte- 
gration hängt  von  der  eines  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  ab, 
weiche  mit  den  bekannten  Differentialgleichi^en  der  Mechanik  Übereinkommen, 
aber,  als  auf  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  bezüglich,  be- 
sonderer Erleichterungen  ftlhig  sind.  Man  kann  nämlich  bei  denselben  durch 
einen  besondem  Gang  des  Verfahrens  und  durch  besondere  Wahl  der  Grössen, 
die  man  als  Vanabele  einführt,  bewirken,  dass  jedes  gefundene  Integral  die 
Stelle  von  zwei  Integrationen  vertritt.  Um  dies  deutlicher  zu  machen,  will  ich 
sagen,  dass  ein  System  Differentialgleichungen  von  der  n""  Ordnung  sei,  wenn 
man  dasselbe  nach  Elimination  der  übrigen  Variabein  auf  eine  gewöhnliche 
Differentialgleichung  n'^^  Ordnung  zwischen  zwei  Variabein  bringen  kann.  Für  die 
partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  welche  nicht  die  unbekannte 
Function  selber,  sondern  nur  ihre  partiellen  Differentialquotienten  enthalten,  so 
wie  für  die  isopenmetrischen  Probleme  der  genannten  Art,  in  welchen  der  Aus- 
druck, dessen  erste  Variation  verschwinden  soll,  als  Integral  gegeben  ist,  und 
daher  auch  für  die  genannten  mechanischen  Probleme,  lässt  sich  nun  der  zu 
befolgende  Gang  der  Operationen  und  der  dadurch  gewonnene  Vortheil,  wie 
folgt,  angeben.  Es  sei  das  System  der  gewöhnhchen  Differentialgleichungen, 
von  dem  das  Problem  abhängt,  von  der  2h'*"  Ordnung:  man  kenne  ein  Integral 


Hosted  by 


Google 


54      ZUR  THEORIE  DER  VARIATION.S-RECnSUNG  UND  DER  DIFFERENTIAL-GLEICHUNGEN. 

desselben,  so  lässt  sich  das  Problem  durch  eine  bestimmte  Wahl  von  Grössen, 
die  man  als  Variabele  einführt,  auf  ein  System  von  Differentialgleichungen  der 
(2n —  2)'"'  Ordnung  bringen.  Kennt  man  von  diesem  Systeme  wieder  ein  Integral, 
so  lässt  sieh  dasselbe  durch  eine  neue  Wahl  von  Variabein  auf  ein  System  von 
der  (2n—4:)'""'  Ordnung  bringen,  und  so  fort,  bis  man  keine  Differentialglei- 
chungen mehr  zu  integriren  hat.  Alle  ausserdem  noch  auszuführenden  Opera- 
tionen bestehen  lediglich  in  Quadraturen.  Ich  bemerke  der  Deutlichkeit  wegen, 
dass  ich  ein  Integral  eines  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  eine 
Gleichung  U=a  nenne,  wo  a  eine  willkürliche  Oonstante  Ist,  weichein  f/"  nicht 
vorkommt,  und  U  ein  solcher  Ausdruck,  dass  durch  die  Differentialgleichungen 
dU  identisch  Null  wird. 

Als  Beispiel  der  allgemeinen  Methode  nehme  ich  ein  mechanisches  Problem, 
von  dem  ich  bereits  in  einem  fi-üheren  Schreiben  die  Akademie  zu  unterhalten 
die  Ehre  hatte.  Es  giebt  nämlich  Fälle  bei  der  Bewegung  der  Himmelskörper, 
wie  z.  B.  des  Mondes  oder  eines  Oometen,  der  dem  Jupiter  nahe  vorbeigeht, 
in  welchen  die  elliptische  Bewegung  so  wenig  angenähert  ist,  dass  man  zur 
Integration  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  darauf  kein  Annäherungs- 
verfahren gründen  kann,  welches  wissenschaftlichen  Werth  hat.  Es  ist  dahoi- 
von  gi'osser  Wichtigkeit,  andere  BR^'egungen  zu  erfinden,  welche  einer  einfachen 
Behandlung  fähig  sind  und  dem  Fall  der  Natiu-  sich  mehr  annähern  können. 
Hierzu  könnte  man  versuchen,  die  Bewegung  eines  masselosen  Punktes  zu  wählen, 
der  von  zwei  Körpern  angezogen  vrird,  die  sich  gleichförmig  und  mit  gleicher 
Winkelgeschwindigkeit  um  ihren  gemeinschaft hohen  Schwerpunkt  drehen.  Beim 
Monde  kann  man  fiir  das  Näherungsproblem  noch  annehmen,  dass  die  drei  Körper 
sich  in  einer  Ebene  bewegen.  Man  hat  dann  zwei  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung,  welche,  da  die  Kräfte  die  Zelt  explicite  enthalten,  und  daher  weder 
der  Satz  von  den  Flächen,  noch  der  Satz  vo]i  der  lebendigen  Kraft  gilt,  die 
Stelle  einer  Differentialgleichung  der  vierten  Ordnung  zwischen  zwei  Variabein  vvv- 
treten.  Obgleich  die  beiden  Sätze  von  den  Flächen  und  der  lebendigen  Kraft 
nicht  gelten,  so  habe  ich  doch  gezeigt,  dass  eine  gewisse  Combination  derselben 
auch  hier  stattfindet.  Dieses  von  mir  gefundene  Integral  führt  aber"  das  Problem 
nicht  bloss  auf  die  dritte  Ordnung  zurück,  sondern  die  Anwendung  der  allge- 
meinen Methode  auf  diesen  Fall  zeigt,  dass  man  durch  zweckmässige  Wahl  der 
Variabein  das  Problem  auf  eine  DItferentialgleichimg  zweiter  Ordnung  zwischen 
zwei  Variabein  zurückftihren  kann,  von  welcher  man,  wie  nach  dereelben  Methode 
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erhellt,  wieder  nur  ein  einziges  Integral  zu  kennen  braucht.  Es  ist  also  ver- 
mittelst dieser  Methode  durch  das  eine  von  mir  gefundene  Integral  die  Inte- 
gration der  Differentialgleichung  vierter  Ordnung  darauf  zurückgeführt,  ein  ein- 
ziges Integral  einer  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  zu  finden,  indem 
alles  übrige  nur  noch  Quadraturen  erfordert. 

Der  ganze  Gang  der  angedeuteten  Operationen  hängt  von  den  jedes- 
maligen Integralen  ab,  welche  sich  entdecken  lassen;  die  Wahl  der  Variabein 
hängt  ebenfalls  von  denselben  ab  und  erfordert  auch  ihrerseits  die  Integration  von 
Differentialgleichungen,  immer  aber  so,  dass  durch  ein  gefundenes  Integral  da.p 
System  von  Differentialgleichungen  auf  ein  anderes  zurückgeführt  wii-d,  dessen  Ord- 
nung um  zwei  niedriger  ist;  auch  werden  sich  die  zur  Bestimmung  der  Wahl  der 
Variabein  aufzustellenden  Differentialgleichungen  in  vielen  Fällen  leicht  integriren 
lassen.  Wofern  man  nur  die  einfachen  Integrale,  die  sich  linden  lassen,  nicht 
übersieht,  kann  man  auf  dem  genannten  Wege  sicher  sein,  das  Problem,  wenn 
nicht  gänzlich  auf  Quadraturen,  doch  so  weit  zurückzuftihren,  als  es  seiner 
Natur  nach  möglich  ist.  Auch  wenn  die  Differentialgleichungen,  auf  welche 
man  kommt,  sich  nicht  integriren  lassen,  wird  man  doch  mei-kwürdige  Eigen- 
schaften derselben  erkennen,  welche  sich  vortheilhaft  benutzen  lassen.  So  weiss 
man  in  dem  angeführten  Problem,  wenn  man  auch  die  Differentialgleichungen 
der  zweiten  Ordnung,  auf  welche  dasselbe  zurückkommt,  nicht  integriren  kann, 
dass  von  ihren  beiden  Integralen  eins  aus  dem  andern  durch  blosse  Quadraturen 
gefunden  werden  kann. 

Sie  sehen,  hochgeehrtester  Herr  Professor,  dass  die  in  vorstehenden 
kurzen  Umrissen  angedeuteten  Resultate  ein  neues  wichtiges  Capitel  der  ana- 
lytischen Mechanik  begründen,  die  Vortheile  betreffend,  welche  man  aus  der 
besonderen  Form  der  Differentialgleichungen  der  Mechanik  tür  ihre  Integration 
ziehen  kann.  Wir  verdanken  Lagrange  diese  Foi-m,  aber  sie  hat  bis  jetzt  in 
seinen  und  in  den  Händen  der  ihm  nachfolgenden  Analysten  nur  dazu  gedient, 
die  analytischen  Transformationen  rascher  und  übersichtHclier  zu  leisten,  und 
den  bekannten  allgemeinen  mechanischen  Gesetzen  die  Ausdehnung  zu  geben, 
deren  sie  fJlhig  sind.  Aber  diese  Form  erhält  jetzt  eine  viel  wichtigere  Be- 
deutung, indem  sich  zeigt,  dass  gerade  die  Differentialgleichungen  von  dieser 
bestimmten  Form  einer  eigenthümlichen  Behandlung  fähig  sind,  welche  die 
Schwierigkeiten  ihrer  Integration  bedeutend  vermindert. 

Den  29.  November  1836. 
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ÜBER  DIE  REDUCTION  DER  INTEGRATION  DER  PAR- 
TIELLEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN  ERSTER  ORDNUNG 
ZWISCHEN  IRGEND  EINER  ZAHL  VARIABELN  AUF  DIE 
INTEGRATION  EINES  EINZIGEN  SYSTEMES  GEWÖHN- 
LICHER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 

1. 

Professor  Hamilton  hat  in  zwei  Abhandlungen  in  den  Philos.  Transoxt. 
vom  J.  1834.  P.  IL  und  vom  J.  1835.  P.  I.  das  merkwürdige  Resultat  gefunden, 
dass  in  den  Fällen  der  Mechanik,  in  welchen  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft 
gilt,  sich  die  Integralgleichungen  der  Bewegung,  eben  so  wie  die  Differential- 
gleichungen in  der  ihnen  von  Lagrange  gegebenen  Form,  'sämmtlich  durch  die 
partiellen  Differential quotienten  einer  einzigen  Function  darstellen  lassen.  Der 
Gang  seiner  Betrachtung  ist  ungefähr  der  folgende. 

Es  seien  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines  Systems  von 
n  materiellen  Punkten,  welche  den  Bedingungen  F=^0,  F^  =  0,  ...  unter- 
worfen sind. 


dt' 

'"'  ^1    ^^  ^1 

SF, 

d'lJ, 

-H^-f-. 

f 

d'z, 
1i'  ' 

-f^-4r-'^ 

dz 

in  welchen  Gleichungen  dem  Index  i  die  Werthe  1,  2,  . .  .,  n  zu  geben  sind, 
und  m.;  die  Masse  eines  Punktes  bedeutet,  dessen  rechtwinklige  Coordinateii 
Xi,  yi,  Zf  sind.  Dies  ist  die  Lagrangesche  Form  der  Differentialgleichungen, 
welche  ihnen  in  allen  Fällen  gegeben  werden  kann,  in  welchen  der  Satz  von 
der  lebendigen  Kraft  gilt: 

wo  A'eine  Constante.     Die  Grössen  X,  ^i  etc.   sind  der  Symmetrie   wegen  ein- 

8' 
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geführte  Factoren,  welche  vermittelst  der  Bedingungsgleichungen  eliminirt  werden 
müssen.  Die  Function  XJ,  deren  partielle  Differentiation  die  angebrachten  Kräfte 
giebt,  will  ich  die  Kräftefunction  nennen. 

Hat  man  die  aufgestellten  Differentialgleichungen  vollständig  integru-t,  so 
kennt  man  die  3n  Coordinaten  als  Functionen  der  Zeit  und  der  willkürlichen 
Constanten.  Es  werden  diese  Werthe  in  die  Kräftefunction  ü  substituirt,  und 
ihre  partielle  Ableitung  nach  einer  der  willkürlichen  Constanten,  die  ich  « 
nennen  will,  genommen:  so  hat  man 

ÖU  vdü      dx.         du      Öy.         dU      dz.  -[ 

9«  L  die.       da  dy.       da  Bz.       Öa  ] 

rrf^Äj       da).         d^y.      dy^         d^z.      dz.  "1 

da  die  in  A,  X,,  ...  multiplicirten  Ausdrücke  wegen  der  Bedingungsgleichungen 

verschwinden. 

Den  letzteren  Ausdruck  kann  man  auch  so  darstellen : 
dx.  dy.       dy^  dz.       dz.  ~\ 


dU  ^^'^■ 


da  dt 

[dx.      d'ai.  dy.       d^y.  dz.       d^z^  "] 

~'dr'^^~^~dr'~di^~^  dr'~d^\' 

Der   zweite  Theil   des  Ausdrucks    rechter  Hand  vom   Gleichheitszeichen 
lässt  sich  ebenfalls  als  eine  partielle,  nach  a  genommene  Ableitung  darstellen: 


4(" 


wodurch  die  vorstehende  Gleichung  sich  in  folgende  verwandelt: 

da 

[dx.      6^.  dp.      dy^  dz.       dz^  i 

___  ~d^"d^~^  dt     '  da'  ~^dt        düTl 

^  ~"     dt 

Diese  merkwürdige  Gleichung  ist  den  Analysten,  welche  sich  mit  der  Variation 
der  Constanten  in  den  Problemen  der  Mechanik  beschäftigt  haben,  nicht  ent- 
gangen.     Es    folgt    daraus    mit    Leichtigkeit    eines    der   Haupttheoreme    dieser 
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Theorie.     Setzt  man  nämlich 

dx   ^     ,        dy    ^     ,         Je    , 

W  ~^'    "dt    ~  ''  '       ,ir  """  ^  ' 
so  dass  (he  vorstehende  Gleichung  wird: 

r       Sx.  oy.  de.  -| 

3ft/+i^m,(^:.' +.,:'+»;')]  ^  ''^'.  [".  -^cT  +"■  ST +"■  ^J 

und  bedeutet  ß  irgend  eine    zweite   willkürliche  Constante,  so  sehen  wir, 
die  beiden  Ausdrücke 


-  +^^  ^  +^^  ^      '^'^"-  h  ^  +^-'  ■ 


die  partiellen  Dift'erentialquotienten  eines  und  desselben  Ausdrucks 

sind,  das  eine  Mal  nach  et,  das  andere  Mal  nach  /i  genommen.  Es  wird  also 
die  Ableitung  des  ersten  Ausdrucks,  nach  ß  genommen,  gleich  der  Ableitung 
des  zweiten  Ausdrucks,  nach  a  genommen,  sein,  welches  nach  Weglassung  der 
sich  aufhebenden  Terme  die  Gleichung  giebt: 

r  da;'.      dj)^         dy\      dy.  dz'.       82.    1 


[Bx\       dx^  dy'.       Sy^         dz'.       dz. 

"  '  dt  ' 


=  0. 


Diese  Gleichung  lehrt,  dass  der  Ausdruck 

[  d^l     öx.        dy!     dy.        de!     cz.  "l  1  da:[     dx.    ■     dy'      Öy.        dz'^      ds.  "1 

'"^'[dß  '~d^'^~dß~"dK~^~dß'"d~ai^'^'^i[~dii"'dß~^  da'  dß^'da  '  dß  \ 
von    t    unabhängig    oder    eine    blosse    Constante    ist,     welches    der    berühmte 
Lagrangesche  Satz  ist.     Man  beweist  auch  noch  leicht,   dass,  wenn  /  irgend 
eine  dritte  willkürliche  Constante  ist,   und  man  jenen  Ausdruck  mit  (a,  ß)  be- 
zeichnet, die  Gleichungen  stattfinden: 

gtf.yj     I     ö{y,a)  ^  d(a,ß)    _  ^ 
da  dß  dy 

Aber- Hamilt0|n  zieht  aus  der  Gleichung,  welche  wir  fanden: 
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d[ü-hiSmX^l'-hy'/-hzn] 


d2m 


da  dt 

neue  Vortheile  durch  folgendes  Verfahren,  welches  eben  sowohl  durch  die 
Methode  als  durch  die  Resultate,  zu  welchen  es  führt.,  höchst  bemerkenswerth 
ist.     Setzt  man  nämlich: 

ao  ist  nach  der  bekannten  Regel  der  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen: 

f)a  Jq  da  ' 

oder  der  obigen  Gleichung  zu  Folge: 

'  /      Bä:  dy.  dz.  \ 


■i; 


_ .dt. 

da  ' 

Sind  a,  b,  c  die  Anfangswerthe  von  x,  y,  z  und  a\  b',  c'  die  Anfangswerthe 
von  x',  y',  z',  oder  diejenigen  Werthe,  welche  dem  Werthe  t=0  entsprechen, 
so  giebt  diese  Gleichung: 

ao  f       dx.  dy.  es    \  (       da.  ob.  de.  \ 

da  '\  •    öa        •''da  '    oa  J  '\.'    da  '    aa  •    da  / 

Die  Function  S  ist  eine  Function  von  t  und  den  willkürlichen  Con- 
stanten; sie  wurde  dadurch  definirt,  dass  ihre  nach  t  genommene  Ableitung 
gleich  ist  der  Summe  der  Kräftefunction  und  der  halben  lebendigen  Kraft.  Die 
vorstehende  Gleichung  lehrt  auch  ihre  Ableitung  finden,  wenn  man  bloss  die 
willkürlichen  Constanten  als  veränderlich  betrachtet.  Bezeichnet  man  nämlich 
durch  die  Characteristik  6'  das  DÜferential,  welches  man  erhält,  wenn  man 
gleichzeitig  alle  willkürlichen  Constanten  ändert,  t  aber  ungeändert  lässt,  so 
'debt  die  vorstehende  Gleichung,  wenn  man  sie  mit  da  multiplicirt,  und  die 
Summe  aus  allen  ähnlichen  bddet,  die  man  für  jede  der  willkürlichen  Con- 
stanten erhält, 

Ö'S  =  2m.(a:'.d'ä:.^y'.d'y.-{-s'.o'^_)—2mXa'.ä'a-hh;d'l>.-i-c'.d'':^). 
Dies   ist  das  vollständige  Differential  von  S,   wenn   man  t  eonstant  setzt    und 
es  als  Function  der  willkürlichen  Constanten  betrachtet. 

Ist  das  System  ganz  frei,  so  hat  man  6n  willkürliche  Constanten,  als 
deren   Functionen  S   und    die    6n  Grössen  x,  y,  z,  a,  b,  c    betrachtet    werden. 
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Vermittelst  der  Integralgleichungen  kann  man  die  3«  Grössen  «,  b,  c  durch 
diese  &n  Constanten  ausdrücken,  und  die  Zn  Grössen  x,  y,  z  durch  diese  Con- 
stanten und  die  Zeit  t.  Man  kann  daher  auch  die  6n  willkürlichen  Constanten 
als  Functionen  der  Zeit  und  der  6n  Grössen  x,  y,  z,  a,  b,  c  betrachten,  wo- 
durch auch  S  eine  Function  der  Zeit  t  und  der  6«  Grössen  x,  y,  z,  a,  b,  c  wird. 
Nimmt  man  in  diesem  Sinne  die  partiellen  Differentialquotienten  von  S,  so  giebt 
der  vorstehende  Ausdruck  des  vollständigen  Differentials  von  S  sogleich  seine 
nach   den  Grössen  x,  y,  s,  a,  b,  c  genommenen  partiellen  Ableitungen,   nämlich: 


»<, 

dS 

-",<■; 

BS    __ 

".vi- 

SS 

—mfi; 

3h        ' 

■»,<, 

dS 

-",< 

Die  vorstehenden  6  n  Gleichungen  kann  man  als  die  vollständigen  Integral- 
gleichungen der  vorgelegten  Aufgabe  betrachten,  und  zwar  sind  die  Gleichungen 
links  die  3n  Integrale  erster  Ordnung  (weiche  Hamilton  auch  Zwischen- 
integrale  nennt),  die  Gleichungen  rechter  Hand  die  3n  endlichen  Integrale  selber. 

Ist  das  System  nicht  frei,  sondern  sind  die  k  Bedingungen  gegeben 
F=  0,  -F,  =  0,  .  .  .,  F^__^  =  0, 
welchen  die  Punkte  desselben  Genüge  leisten  müssen:  so  kann  man  die  3«  Func- 
tionen X,  y,  z,  welche  man  sucht,  auf  Zn—k  reduciren,  und  braucht  von  den 
3n  Differentialgleichungen  2'"  Ordnung  nur  3«  —  k  anzuwenden.  Man  hat 
daher  nur  6n — 2I-  wülkörliche  Constanten,  für  welche  man  in  den  Ausdruck 
von  ^'  wieder  die  3)?  —  /:  Grössen,  auf  welche  man  die  3  «Grössen  x,  y,  z  zurück- 
geführt hat,  und  ihre  Anfangswerthe,  auf  welche  sich  durch  dieselben  Bedingungs- 
gleichungen die  3n  Grössen  a,  b,  c  zurückführen  lassen,  einfuhren  kann.  Zu 
der  Gleichung,  durch  welche  wh-,  wenn  man  t  constant  setzt,  das  vollständige 
Differential  von  6,  im  obigen  Sinne  genommen,  ausgedrückt  haben,  und  welche 
sich  auch  so  darstellen  lässt: 
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sind  dann  eben  so  k  von  den  3n  Differentialen  dx,  dy,  dz  und  k  von  den 
Differentialen  da,  db,  de  vermittelst  der  Bedingungsgleichungen  zu  eliminiren 
und  die  in  die  übrigen  unabhängigen  Differentiale  multipliclrten  Ausdrücke 
einzeln  =  0  zu  setzen.  Bedeutet  F'^  den  Ausdruck  von  F,  wenn  man  darin 
für  die  3 n  Grössen  x,  y,  z  ihre  Anfangswerthe  a,  Ä,  c  setzt,  so  bewerkstelligt 
man  diese  Elimination,  indem  man  die  k  Gleichungen 

IBF   ^         BF   ^         öF    , \ 

\  da/.        '        dy.      "'        dz.        7 


=  0 


und  die  k  Gleichungen 


-dc.)  =  dF''^0, 


jede  mit  einem  Factor  multiplicirt,  zu  der  obigen  Gleichung  hinzufügt  und 
diese  Factoren  so  bestimmt,  dass  die  k  von  den  Differentialen  dx,  dy,  dz,  und 
die  k  von  den  Differentialen  da,  db,  de,  welche  man  eliminiren  will,  ver- 
schwinden. Da  nun  auch  die  in  die  übrigen  unabhängigen  Differentiale  multl- 
plicirten  Ausdrücke  verschwinden  müssen,   so  erhält  man,    wenn  man  die  Fac- 


toren   mit 
chungen : 


bezeichnet,    das   System    von    6n  Glei- 


"     IS/T 

+1 

% 

+  *, 

Hyl 

dS 

+  -1 

HF 

US. 

+  )., 

SF, 

SS 
^          Sa. 

+r 

3F 

+>■: 

SF- 

da. 

es 

(34, 

+  A 

SF 

+1' 

sf; 

~äi. 

äS 
Sc. 

+i 

SF 

+K 

SF', 
3e 

welche  jetzt  als  die  vollständigen  Integralgleichungen  mit  Hinzuziehung  der  Be- 
dingungsgleichungen 

F  =  0,      t\  ^0.    .  .  . 

t\  =0,      -f f  =  0,     .  .  . 
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ZU  betrachten  sind.  Die  Multiplicatoren  werden  durch  Auflösung  einer  gleichen 
Zahl  linearer  Gleichungen  gefunden,  welche  man  dadurch  erhält,  dass  man  die 
vorstehenden  Gleichungen  in  die  folgenden,  durch  Diflferentiation  aus  den  Be- 
dingungsgleichungen sich  ergebenden,  substituirt: 

dF  18F     .       SF     .       ÖF    ,\       ,^ 


dF, 
dl 

-i 

dF, 
S'J: 

-»' 

-1 

-0= 

=  0, 

so 

wie 

die 

Gl( 

nchuuge! 

1,  die 

man 

für 

(  = 

0 

aus  diesen 

erhält: 

^{^ 

-«,'  + 

dF' 
dl', 

-6; 

+ 

aF' 
de, 

0- 

0, 

^(4? 

-ffl/H- 

SF 
Sb. 

'-''', 

+ 

sf; 

de, 

<)- 

0, 

Wir  sehen,  wie  auch  in  dem  Falle  eines  nicht  freien  Systems  die  Integral- 
gleichungen- eine  ganz  analoge  Form  mit  derjenigen  erhalten  haben,  in  welche 
Lagrange  die  Differentialgleichungen  der  Mechanik  gebracht  hat. 

Wenn  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  gilt,  so  kann  man  die  Function 
N  auch  so  ausdrücken: 


< 


Udt+ht, 

wo  /(  eine  willkürliche  Constante  ist.  Ich  habe  aber  im  Vorhergehenden  den 
Satz  von  der  lebendigen  Kraft  nicht  benutzt,  weil  diese  Resultate,  was  Professor 
Hamilton  nicht  angemerkt  hat,  auf  einen  Fall  ausgedehnt  werden  können, 
für  welchen  dieser  Satz  nicht  gilt,  auf  den  Fall  nämlich,  wo  die  Kräftefunction 
ausser"  den  Coordinaten  noch  die  Zeit  t  explicite  enthält,  wie  z.B.,  wenn  ein 
Punkt  ohne  Masse  von  beweglichen  Centren  angezogen  wird,  deren  Bewegung 
bekannt  und  gegeben  ist.  Ich  werde  diese  Ausdehnung  der  Formeln,  wo  sie 
statthaft  ist,  allezeit  angeben,  da  der  angegebene  Fall  der  Mechanik  in  der 
That  seine  Anwendung  findet. 

IV.  c) 
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Die  Definition,  welche  wir  von  der  Function  S  gegeben  haben,  setzt  die 
vollständige  Integration  der  Diiferentialgleichungen  des  mechanischen  Problems 
bereits  voraus.  Die  vorstehenden  Resultate  hätten  dann  nur  das  Interesse,  das 
System  der  Integralgleichungen  in  eine  merkwürdige  Form  gebracht  zu  haben. 
Man  kann  aber  noch  die  Function  S  auf  eine  ganz  verschiedene  und  viel  all- 
gemeinei'e  Art  definiren.  Ich  werde  mich  im  Folgenden  auf  den  Fall  eines  ganz 
freien  Systems  beschränken;  den  Fall,  wo  irgend  welche  Verbindungen  und  Be- 
dingungen zwischen  den  Punkten  stattfinden,  werde  ich  in  einer  späteren  Ab- 
handlung wieder  aufnehmen,  deren  hauptsächlichste  Resultate  ich  bereits  an 
eiiiem  andern  Orte  mitgetheilt  habe. 

Wir  betrachten  S  wieder  als  Function  der  Zeit,  der  Coordlnaten  der 
Punkte  und  ihrer  Anfangswerthe.  Differentiiren  wir  S  vollständig  nach  der 
Zeit,  indem  wir  auch  die  Coordinaten  als  Functionen  der  Zeit  betrachten,  so 
erhalten  wir,  der  Definition  von  .S  zufolge: 

dS        BS       ^{  dS     ,       SS     .       BS     ,\       rr  ,  ,  V     .  .^        '^       p^N 
dt  6t  V  öx^    '        dl/.  ■''        ö2,     '/  i       ,\  ,        j,         i  j 

Hieraus  folgt,  da 

,  _  J_    oB_         ,  _  _{_  ^S^         ,  _  _l_  _6S 
^'  ~   m.   ■   äx.    '       ^'  ""  m.   '  dy.    '       ^'  ~   m.    '   Bz^  ' 

der  Ausdruck  der  partiellen  Ableitung  von  S,  nach  (  genommen, 

welcher  Ausdruck  sich,   wenn    U  nicht  t  explicite   enthält,  also  der  Satz  von 
der  lebendigen  Kraft  gilt,  in  folgenden  vereinfacht: 

—  —  —f, 

wo  k  eine  willkörhche  Constante  ist. 

Man  erhält  aus  dem  Ausdrucke  von  -^7—  auch  folgende  Gleichung: 


AmAmAm--' 


und  dieses  ist  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung,   welcher  die 
Function  S  Genüge  leisten  muss.     Die  Function  S,  wie  sie  oben  definirt  worden, 
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ist  eine  vollständige  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung, 
indem  sie  ausser  einer  Constante,  die  man  offenbar  zu  ihr  noch  hinzufügen 
kann  (da  nicht  die  Function  selber,  sondern  nur  ihre  Differential quotienten  iu 
der  Gleichung  vorkommen),  3n  willkürliche  Constanten,  nämlich  die  Anfangs- 
werthe  der  Coordinaten  enthält,  und  die  Zahl  der  unabhängigen  Variabeln 
ebenfalls  3  n  -l- 1  beträgt.  Ich  will  einen  A  ugenblick  bei  der  Natur  der 
verschiedenen  Lösungen  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
vervreilen. 

Man  "nennt  nach  Lagrange  vollständige  Losung  einer  partiellen  nicht 
linearen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  eine  solche,  welche  eine  gleiche 
Zahl  willkürlicher  Constanten  enthält,  wie  die  Zahl  der  unabhängigen  Variabein 
beträgt,  weil  man  vermittelst  der  nach  diesen  genommenen  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten der  gesuchten  Function  eine  solche  Zahl  willkürlicher  Coii- 
stanten  eliminiren  kann,  und  im  Allgemeinen  keine  grössere.  Kennt  man  fine 
vollständige  Lösung,  so  kann  man  daraus  alle  übrigen  Lösungen  ableiten,  deren 
die  partielle  Differentialgleichung  föhig  ist,  und  welche  einen  sehr  verschie- 
denen Charakter  haben,  Man  nimmt  zu  diesem  Ende  eine  Anzahl  imllkiirlic/iei- 
Relationen  zwischen  den  willkürlichen  Constanten  an  oder,  was  dasselbe  ist, 
bestimmt  einige  derselben  als  willkürliche  Functionen  der  übrigen,  differentiirt 
nach  diesen,  als  unabhängig  betrachteten  willkürlichen  Constanten  die  vollstän- 
dige I^iösung,  und  setzt  die  genommenen  partiellen  Differentialquotienten  einzeln 
=  0;  wenn  man  dann  vermittelst  dieser  Gleichungen  die  willkürlichen  Con- 
stanten aus  der  vollständigen  Lösung  eliminirt,  so  erhält  man  die  neue  Lösung, 
welche  man,  da  sie  willkürliche  Functionen  enthält,  nach  Lagrange  eine  üllge- 
meine  Lösung  nennen  kann.  Diese  allgemeinen  Lösungen  haben  aber  einen  ganz 
verschiedenen  Charakter  nach  der  Zahl  der  willkürlichen  Relationen,  welche 
man  zwischen  den  willkürlichen  Constanten  annimmt.  Wenn  m  die  Zahl  der 
unabhängigen  Variabein  und  also  auch  die  Zahl  der  willkürlichen  Constanteu 
ist,  so  hat  man  m— 1  Classen  allgemeiner  Lösungen,  je  nachdem  man  1,  2,  . . . 
oder  m—1  Relationen  zwischen  den  m  Constanten  annimmt,  und  dann  wie  oben 
verfährt.  Die  allgemeinste  Lösung  ist  diejenige,  bei  welcher  nur  eine  Relation 
zwischen  den  Constanten  angenommen,  oder  eine  als  Function  der  übrigen  an- 
gesehen wird.  Der  Grad  der  Allgemeinheit  ven-ingert  sich  mit  der  Zahl  der- 
jenigen willkürlichen  Constanten,  für  die  man  willkürliche  Functionen  der  übrigen 
setzt.     So  ist  es  allgemeiner  oder  lässt  mehr  willkürliches  zu,  eine  willkürliche 
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Constante  als  willkürliche  Function  der  m — 1  andern  anzunehmen,  wie  in  der 
allgemeinsten  Lösung,  als  zwei  willkQrliche  Constant-en  als  willkürliche  Func- 
tionen der  m—2  andern  anzunehmen,  wie  in  der  nächst  folgenden  Classe  all- 
gemeiner Lösungen.  Denn  denkt  man  sich  eine  willkürliche  Function  von 
m—l  Grössen  nach  den  Potenzen  von  einer  derselben  geordnet,  so  sind  die 
Coefficienten  willkürliche  Functionen  von  ?)i  — 2  Grössen,  so  dass  eine  willkür- 
liche Function  von  m—l  Grössen  tmendlich  viele  Functionen  von  m  — 2  Grössen 
uuifasst.  Als  Grenze  dieser  Glassen  allgemeiner  Lösungen  ist  der  Fall  anzu- 
sehen, wo  man  m  Relationen  zwischen  den  in  Grössen  annimmt,  oder  diese  als 
Constanten  betrachtet,  was  aber  die  vollständige  Lösung  selber  ist. 

Da  die  verschiedenen  Arten  von  Lösungen,  welche  ich  allgemeine  Lösungen 
genannt  habe,  willkiu-liche  Functionen  enthalten,  so  kann  man  sie  so  particula- 
lisiren,  dass  sie  jede  beliebige  Zahl  willkürlicher  Constanten  enthalten,  denn  in 
jeder  willkürlichen  Function  kann  man  so  viel  willkürliche  Constanten  anbringen, 
wie  man  will.  Giebt  man  den  willkürlichen  Functionen  zusammen  m  willkür- 
liche Constanten,  wenn  in  die  Zahl  der  unabhängigen  Variabein  in  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  ist,  so  lamn  man  jede  particidarisirte  allgemeine 
LösuTUf  mit  m  willküriicheJi  Consttinten  ebenfalls  als  eine  vollständige  Lösung 
ansehen,  aus  welclier  man  eben  so  icie  aus  der  vollständigen  Lösung,  von  welche^' 
man  alisgegangen  ist,  alle  Arten  von  Lösungen,  dei'en  die  gegebene  partielle  Differential- 
gleidmng  fähig  ist,  ableiten  kann.  Man  kann  auf  ähnliche  Art  jede  allgemeine 
Lösung  so  particularisiren ,  dass  daraus  eine  Lösung  wird,  die  zu  einer  minder 
allgemeinen  Classe  gehört.  Hat  man  z.  B.  eine  Lösung,  in  welcher  k  Grössen 
als  willkürliche  Functionen  der  m  —  k  andern  vorkommen,  und  ist  l'^k,  aber 
zugleich  l<im,  so  kann  man  diese  k  willkürlichen  Functionen  von  m  —  /:  Grössen 
so  particularisiren,  dass  darin  soviel  willkürliche  Functionen  von  m — ^Grössen 
vorkommen,  wie  man  will:  (md  nimmt  man  für  diese  k  willkürlichen  Functionen 
particuläre  Formen,  in  denen  /  willkürliche  Functionen  von  m  —  /Grössen  vor- 
kommen, so  kann  man  diese  Lösung  als  eine  solche  betrachten,  die  zu  einer 
minder  allgemeinen  Classe  gehört,  und  die  man  aus  der  vollständigen  Lösung 
erhalten  kann,  wenn  man  darin  /  willkürliche  Constanten  als  willkürliehe  Func- 
tionen der  übrigen  betrachtet  und  für  diese  solche  Functionen  setzt,  dass  die 
nach  ihnen  genommenen  partiellen  Differentialquotienten  der  vollständigen  Lösung 
verschwinden . 
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Nachdem  ich  diese  bekannten  Betrachtungen  vorausgeschickt  habe,  kehre 
ich  zu  der  hier  vorliegenden  partiellen  Differentialgleichung  zurück: 

öS     ,^  1  \(  8S  y    { es  V    (  ßs  vi 

von  welcher  die  Function  S,  wie  sie  oben  definirt  worden  ist,  wenn  man  noch 
eine  willkürliche  Constante  zu  ihr  addirt,  ein  vollständiges  Tntegi'al  ist.  Da  es 
aber  unendlich  viele  vollständige  Integrale  derselben  partiellen  Dift'erential- 
gleichung  von  der  verschiedensten  Form  giebt,  so  ist  die  Function  jS  durch  die 
partielle  Differentialgleichung,  der  sie  Genfige  leistet,  noch  nicht  bestimmt. 
Gleichwohl  ist  das  System  der  3  n  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  der  Be- 
wegung durch  die  eine  partielle  Differentialgleichung  vollständig  ersetzt.  Denn 
es  lässt  sich  leicht  zeigen,  daes  jede  vollständige  Lösung  derselben  hinreicht,  uni 
sämmtliche  Integralgleichungen  der  Bewegung  daraus  abzuleiten. 

In  der  That  sei  <S  irgend  eine  vollständige  Lösung  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung 

Da  die  Zahl  der  unabhängigen  Vai-iabeln  hier  Sn-\-l  ist,  nämlich  die 
Zeit  (  und  die  3)i  Coordinaten,  so  muss  die  vollständige  Lösung  3;i-t-l  will- 
kürliche Oonstanten  enthalten,  von  denen  man  sich  immer  eine  mit  S  durch 
blosse  Addition  verbunden  denken  kann.  Es  seien  «i,  a.^,  . . .,  «3,  die  3n 
fibrigen,  und  ß,,  (i^,  . . .,  /i-j„  andere  willkürliche  Constanten,  so  will  ich  zeigen, 
dass  folgende  3)3  endliche  Gleichungen  zwischen  den  Sn  Coordinaten  Xj,  j/,.,  z-  und 
der  Zeit  t: 

■da,  '  '         ri«,  '  -  '       (^«.,^  ^■^'' 

immer  dem  vorgelegten  System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen: 
fiV  dV  d\i/.         6Ü  d'z.         dÜ 

'"'"''dt^  ~  ~dx7 '  ■   '"''" ~(/P" ~  ~  "äj/,~ '     "*'    (/;'     ~   dz. 
Genüge  leisten. 

Differentiirt  man  nämlich  die  gegebenen  endlichen  Gleichungen,  wodurch 
die  willkürlichen  Constanten  /y, ,  /y^ ,  . . . ,  y^.,„  von  selber  verschwinden,  so  erhält 
man  die  3«  Gleichungen: 
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,  dS 
dt              ö«.  St 

0  = 

^(  d's     ,      a's     ,       ^'s 

-«;). 

^  So,              ä'Ä 
dt              da^öt 

0  = 

-<). 

0  = 

i\ 

dt              Sa,  6t 

-,j. 

aus  welchen  man  die  Werthe  von  .t,',  yl,  zl  dtu'ch  Auflösung  bestimmen  kann. 
Vergleicht  man  aber  diese  Zn  Gleichungen  mit  folgenden  3n  identischen  Glei- 
chungen, welche  aus  der  gegebenen  Gleichung: 

durch  partielle  Differentiation  nach  cfi,  «3,  .  . .,  a-i„  hervorgehen: 

_,    ö'S      ^  1  r    d-'S      dS        d^s      dS        d'S      es  i 

da^dt        "  w»;   \l  bajdx'.      dx^  da^!)y^       bj/^  3a^öz-       dz.  J' 


ö«jö(         "  m.    L  ba.^dx^       ih-,.  ba,ßi/.        d;/.  da.,dz. 


d^S         vif     ^'S        ÖS     ,        Ö'S        ÖS 


so  sieht  man  ohne  weiteres,  dass  die  gesuchten  Werthe  von  x!,  y',  2',  welche 
die  obigen  Gleichungen  erfüllen  sollen,  folgende  sind: 

,  _   rfa;,. ^    dS_        ,  __  ^j_  __  J_  _  dS_        ,  ^  ^^j_  _  J_  _  dS__ 

'^'  ~  ~dt  "»T '  övc^   '     ^'~'    dt     ~  VI.  '   61/.  '     ^'"  ~    (/(     ~   m,  ■   dz'. 

Differentiirt  man  die  vorstehenden  Gleichungen  aufs  neue,  so  erhält  man 
die  Gleichungen: 

'''-'V  _  ^r_ö;^s_  ,      ö's      d's    ,]    _ö\s 

^'  dt'  Uy.ö^,  ^''^  dy.dy,  ^*"^  öi/^a^,  ^*J"''  dy.ät  ' 

rf'3  __  ^r  a*s     ,      ö's     ,    _6^_  ,i      a's 

"*'  d(»"""  ~  ''Vözfix/'*''^  dzßy^  '^"'^  dz.ßz,^'\'^  dzßt  ' 
wo  man  in  ilen  Summen  rechts  für  k  die  Werthe   1,  2,  ....  n   zu  setzen    hat, 
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während  i  unverändert  bleibt.    Wenn  man  in  diese  Gleichungen  für  x[,  y[,  zl  die 
gefundenen  Werthe  sabstituirt,  so  verwandeln  sie  sich  in  folgende: 

™'    (W             "  wij,  L  die. 5a!  1^      da:^,         ^^i^yt      ^H^         ^'^fi'^k      ^^t  ^        Bx.dt  ' 
'^'^'    _  V    1     r    ^'^  _    _^  '-''^        ag ö^S        5S  'I         d'S 

Es    sind    aber    die   Ausdrücke    rechts   die    partiellen  Differential qnotienten    des 
Ausdrucks 


:Kt)'-(t)-(")']^ 


_^^J   Siss  V,  (-öS  V,  C öS  VI  ,   SS 


nach  3^,,  «/,,  3,-  genommen,  wodurch  wir  die  Differentialgleichungen  bekommen: 

iPx.  du  dhj.  Öü  d^z.  SU 

'  dt^  dx.   '        '    dt^  öy.  '        '  df  dz.    ' 

welches  die  vorgelegten  Differentialgleichungen  sind.     Wir  haben  also  folgendes 

Theorem. 

Theorem. 

Es  seien  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung    eines  freien  Systemes 

von  n  materieUen  Punkten  folgende   3ra  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung: 

d^x.  du  d^y,  du  d'z.  du 

'  df/      ~~    c^.   '  '     df  dy.    '         'dt''  Bz.   ' 

WO  U  eine  gegebene  Function  der  Sn  Coordinaten  x^^,  i/i,  a,;  x^,  y^,  z^i  ... 
■  ■  •  ^»!  y«.i  ^»  ''ifid  der  Zeit  t  bedeutet,  und  für  i  alle  Werthe  \,  "i,  . .  .,  n  zu 
setzen  sind:  es  sei  ferner  S  irgend  ein  vollständiges  Integral  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung : 

welches  ausser  einer  mit  S  bloss  durch  Addition  verbundenen  willkialichen  Con- 
stanten noch  Zn  andre  willkürliche  Constanten 

enthalte:  so  sind  die  vollständigen  endlichen  Integrale  der  vorgelegten  3n  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit  Qn  willkürlichen  Con- 
stanten: 
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a«,  -P"    ^~^^'    ■  ■  ■•     ö«,„~^^^"' 

ipo  die  Gi'ossen 

neue  3h  willkürliche  Constanien  sind;  es  sind  ferner  die  nach  den  Coordinafen- 
Axen  zerlegten  Geschwindigkeiten: 

'  _  J_   _^         '  _  J_   A^       ,'  _  Jl   -^_ 
'  m^      i)x.  '     '^'         5«^,      oy^    '     ~'  m.     ds^ 

4. 
Eine  der  vollständigen  Lösungen  der  im  Vorigen  betrachteten  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  ist  die  zu  Anfang  definirte  Fnnction  .S, 
und  zwar  eine  solche,  in  welcher  die  Sn  willkürlichen  Constanten,  die  S  enthält, 
gerade  die  Anfangswerthe  der  3n  Grössen  x^,  y„  Z;  sind,  welche  wir  mit  «;, 
bi,  c,  bezeichnet  haben.  Für  den  hauptsächlich  vorkommenden  Fall,  welchen 
Hamilton  allein  betrachtet,  wo  die  Kräftefunction  die  Zeit  l  nicht  explicite 
enthält,  ^ebt  derselbe  noch  eine  zweite  partielle  Differentialgleichung  erster 
Ordnung,  welcher  diese  Function  S  Genüge  leistet.  Für  diesen  Fall  gilt  der 
Satz  von   der  lebendigen  Kraft,  welchen  man  ?o   darstellen  kann: 

wo  wieder  ö/,  /y,',  c,'  die  Anfangswei-the  von  av',  yl,  z/  bedeuten,  und  {/"„  der 
Werth  von  Ui&t,  wenn  man  darin  für  X;,  i/^,  z^  ihre  Anfangswerthe  (f^,  b/,  C;  setzt. 
Eh  ist  aber: 

und  daher,  wenn  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  gilt,  auch 

Für  die  Haniittonsche  Function  S  wurde  aber 

,  dS  ., öS  ,  _^        öS 


wodurch  sich  die  vorstehende  Gleichung  in  folgende  verwandelt: 

öS       ,r     ..^  1   [f  ds  V    (SS  Y    { as  \n 

Dieses  ist  die  zweite  partielle  Dift'erentialgleichung,  welcher  die  Hamiltonsche 
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Function  S  Genüge  leistet,  und  wodurch  sie  von  allen  andern  vuiliständigeii 
Jjösungen  der  ersten,  unterschieden  wird.  Aber  wir  haben  gesehen,  dass  jede 
vollständige  Lösung  dieser  ersten  durchaus  hinreichend  ist,  mn  die  sämratliehen 
vollständigen  Integrale  der  vorgelegten  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
zu  finden. 

Ich  weiss  daher  nicht,  warum  Hamilton,  um  die  vollständigen  Integrale 
der  vorgelegten  Differentialgleichungen  angeben  zu  können,  die  Erfindung  einer 
Function  S  von  6nH-l  Variabein,  nämlich  den  3n  Grössen  3;^,  1/,.,  z,,  den 
3«  Grössen  ß,,  b„  c,  and  der  Grösse  t  fordert,  welche  zu  gleicher  Zeit  den 
heiden  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 

at  +*- m" 

(renüge  leistet,  während  es,  wie  wir  gesehen  haben,  volüfonimen  hinreicht, 
irgend  eine  Function  rler  3n  +  l  Grössen  ',  .r,.,  ?/,.  c,  zu  kennen,  weiche  der 
einen  Gleichung 

(fcnüge  leistet,  und  ausser  einer  mit  ihr  durch  Addition  verbundenen  noch  Zu 
andere  willkurhche  Constanten  enthält.  Hamilton  scheint  mir  dadurch  seine 
schöne  Entdeckung  in  ein  falsches  Licht  gesetzt  zu  haben,  ausserdem  dass  sie 
dadurch  zu  gleicher  Zeit  unnöthig  complicirt.  und  beschi-äukt  wird.  Auch  ist 
hier  der  Uebelstand,  dass,  da  man  eine  Function  nicht  durch  zwei  partielle 
Differentialgleichungen  definii-en  kann,  denen  sie  gleichzeitig  geniigen  soll,  ohne 
zu  beweisen,  dass  eine  solche  Function  auch  wirklich  möglich  ist,  sein  Theorem, 
wie  er  es  ausgesprochen  hat,  nicht  an  sich,  sondern  nur  mit  dem  Beweise,  den 
er  liefert,  verständlich  sein  kann.  Wenn  dadurch,  dass  er  gerade  diese  beson- 
dere Function  ^S"  nimmt,  die  wilikfirlichen  Constauten  die  Anfangswerthe  der 
Coordinaten  und  der  nach  den  Coordinaten-Axen  zerlegten  Geschwindigkeiten 
werden,  so  hat  dies  kein  wesentliches  Intei-esse,  da  die  Einführung  dieser  Con- 
stanten die  Form  der  Integralgleichungen  in  der  Eegel  complicirter  macht, 
man  auch  die  vollständigen  Integralgleiclumgen  aus  jeder  andern  Form  in  diese 
bringen  kann.  Vielleicht  ist  auch  Hamilton  dadurch,  dass  er  immer  gleich- 
zeitig zwei  partielle  Differentialgleichungen  vor  Augen  hat,  verhindert  worden, 
IV.  10 
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die  allgemeinen  Vorschriften,  welche  Lagrange  in  den  Vorlesungen  über  die 
Functionenrechnung  filr  die  Integration  einer  nicht  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  zwischen  drei  Variabein  giebt,  auf  sein  Theorem  an- 
zuwenden, wodurch  ihm,  wie  ich  in  einer  andern  Abhandlung  zeigen  werde, 
Resultate  von  grösster  Wichtigkeit  für  die  Mechanik  entgangen  sind.  Ich  be- 
merke noch,  dass  die  Forderung,  dass  die  Function  S,  nachdem  sie  der  ersten 
partiellen  Differentialgleichung  genügt,  noch  der  zweiten  genügen  solle,  auch 
noch  dadurch  eine  Beschränkung  herbeiführt,  äass  sie  den  Fall  ausschliesst,  wo 
die  Kräftefunction  U  die  Zeit  i  auch  explicite  enthält,  weil  fi'ir- diesen  die  zweite 
partielle  Differentialgleichung  nicht  mehr  gültig  ist. 

5. 

Mau  kann  der  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  durch 
welche  man  das  System  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  ersetzt  hat, 
verschiedene  Formen  geben,  indem  man  theils  für  die  zu  suchende  Function 
eine  andere  nimmt,  theils  die  Variabein  ändert.  Hamilton  hat  mehrere  Bei- 
spiele hiervon  gegeben,  von  denen  ich  hier  nur  eines  auseinandersetzen  werde, 
weil  die  Übrigen  von  geringerem  Interesse  zu  sein  scheinen. 

Es  sei: 

Wenn  U  nicht  /  explicite  enthält,  also  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  gilt, 
so  hat  man 

//  =  h. 
wo  h  eine  ConstÄnte.  Es  sei  die  Function  .S  nach  der  von  Hamilton  gege- 
benen Definition  bestimmt,  und  zu  dem  oben  gegebenen  Ausdruck  von  d'S  nbch 
^'^  dt  hinzu'fefügt,  so  hat  nian  das  vollständige  Differential  von  S,  wenn  man 
allen  6«.-Hl  Grössen  ;,  x^,  y,,  -,,  <(,-  !>.•  '>,,  die  es  enthält,  unendlich  kleine 
von  einander  unabhängige  Increniente  giebt.     Da  wir 

|f  =  -" 

fanden,  so  wird,  wenn  man  sich  der  Charakteristik  der  Variationsrechnung  be- 
dient, diese  vollständige  Variation  von  .S; 

SS  =  — ;/rf/^-:^«l|.'^rf.l■+,v;<5,y,-^-=;(bJ 
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Man  setze 

s(.  folgt  aus  der  vorstelieiicieii  Variation  von  !S  der  Ausdruck  der  Variation  von  V: 
SV  =  tSH  -^-Sm.(;v'JJ;.'^-</'.Sl/.-hs'.^^^] 

Denkt  mim   sich   vermitteist  der  Gleichung 

die  Grösse  t  aus  8  eliminirt,  so  wird  S  und  mithin  auch  V  eine  Function  von 
B,  den  Sn  Grössen  Xi,  y,,  Z;  und  den  3n  Grössen  «.-,  6,-,  c,-,  und  die  vorstehende 
Gleichung  giebt  den  Ausdruck  von  rfFdm-ch  die  Variation  dieser  6w^-l  Grössen. 
lietraehtet  man  daher  V  als  Function  von  H,  den  Coordinaten  x^,  y„  z.-,  und 
ihren  Anfangswerthen  a-,  h„  c^,  so  werden  die  partiellen  Ditferentialquotienten 
von    V.  nach  diesen  Grössen  genommen: 

av 


av 
So;,  ~' 

«,-;. 

SV 

au, 

sr 

dV 

*,      ' 

",»;. 

ab. 

dV 
9',    ^' 

»,<, 

SV 
de, 

Diese  Werthe  geben  die  partielle  Differentialgleichung: 

wo  man,  wenn  U  auch  t  explicite  enthält,  in  U  l'ür  t  die  partielle  Ableitung 
„  zu  setzen  hat.  Wenn  aber,  wie  es  insgemein  der  Fall  ist,  U  nicht  (  ex- 
plicite enthält,  sondern  eine  blosse  Function  der  Coordinaten  ist,  so  enthält  die 
partielle  Differentialgleichung  die  partielle  Ableitung  von  U,  nach  B  genommen, 
gar  nicht,  weshalb  H  bei  ihrer  Integration  als  Oonstante  betrachtet  wird. 

"Wenn    U  nicht  t  explicite   enthält,    also  H  eine  Constante  ist,    so  hat 
man,  wenn  man  für  S  die  Hamiltonsche  Function  nimmt, 


V=  Ä'-l-Ö(  =  j  '[Ä-i-^.2™  (<'^-^r'+<')+  '^M 


dt, 
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oder  da 

wird 

In  demselben  Falle,  wo  H  eine  Constante  ist,  erhält  man  t'ih-  /  =  0  auch 
oder 

welches  eine  zweite  partielle  Differentialgleichung'  ist,  welcher  die  Function  V 
Genüge  leistet.  Hamilton  definirt  die  Function  V  durch  diese  beiden  partiellen 
Differentialgleichungen:  aber  um  die  vollständigen  Integrale  der  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  zu  finden,  reicht  es  wieder  vollkommen  hin,  wenn 
man  nur  irgend  ein  vollständiges  Integi-al    V  der  ersteren  kennt. 

Wenn  nämlich  ü  die  Grösse  t  explicite  enthält,  so  betrachte  man  ii'gend 
eine  vollständige  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 

wo.  wie  erwähnt,  in  JJ  ffir  l  m  setzen  ist  ^-„  .  Solche  Lösung  wiril.  d;i  hier 
3«  +  l  unabhängige  Variabein  sind,  ausser  einer  mit  V  durch  Addition  ver- 
bundenen Constante  noch  3?^  andere  «,,  «„,  ...,  a^  enthalten.  Die  Zn  end- 
lichen vollständigen  Integrale  des  Systems  von  Sri  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung 

ÖU 


d^X.            öü               .Py^            BU 

d^ 

™'   df'      ~    er.   ■       '"'    dt'      ~    S;/.   ' 

'"'  "df 

mit  6« 

willküriicheii  Constanten.  werden  dann: 

1&-^..^-^. 

WO  ß,,  ß.,,  . . .,  /y^,,  die  neuen  Zu  willktlrliclien  Constanten  sind;   die  'in  Zwischen- 
integrale mit  nur  Zu  willkürlichen  Constanten  werden  ferner: 

äx.  '"■'"'       dif.         '"■■'^''        ^z.    —'^rr 

Die  Grösse  //  kann  man  in  diesen  Gleichungen  vermittelst  der  Gleichung 

_a_F  _  / 
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durch  t  ersetzen.     Der  Beweis  hiervon   ist  ^anz  so,   wie   der  für  die  Function 
.S  geführte. 

Wenn  aber  die  Function  U  nicht  t  explicite  enthält,  so  enthält  die  par- 
tielle Differentialgleichung  eine  unabhängige  Variable  weniger,  weil  H  in  diesem 
Falle  eine  Constante  h  wird;  die  Zahl  der  willkürlichen  Constanten  einer  voll- 
ständigen Lösung  ist  daher,  ausser  der  mit  V  durch  Addition  verbundenen,  nur 
3n— 1,  die  wir  a^,  «g.  . . .,  «,„_!  nennen  wollen.  Die  3n  endlichen  vollstän- 
digen Integralgleichungen  de}'  Bewegung  werden  dann: 

s?f  de?ie/i  man  noch  die  Glnchunfj 

SV 
-g,7-  =  '+' 

ZU /üge)i  hat,    wo  ßx,  ßj Ä^-u    ^  rmie  Sn   willkihiiche   Constanten  sind, 

so  dass  hier  wieder  6n  willkürliche  Constanten  «[,  a^,  . . .,  aa„_i,  ß\.,  ß^,  ■  ■  ■.  /?3«_i, 
h,  r  gefunden  werden;   die  3n  Zwischenuitegi-ale  endlich  iverden  wieder: 
rjV  _        .       j^_        .      _^_      ,, 

Der  Beweis,  der  hier  etwas  modificirt  werden  muss.  ist,  wie  folgt. 
Die  Differentiation  der  Gleichungen: 

ÖK|         '^''       da.,         ^-'     '  '  ■'       öft|,^_j         ^■■''-' 
giebt  folgende  3n— 1  Gleichungen: 


da.^  (*y. 


durch  welche,  da  in  ihnen  kein  Term  vorkommt,  welcher  nicht  in  eine  der 
5n  Grössen  a;/,  y,',  «,'  multiplicirt  ist,  die  Verhältnisse  dieser  3«  Grössen  bestimmt 
werden.     Differentiirt  man  die  gegebene  partielle  Differentialgleichung 

nach  «1,  ßo,  ....  «■!„_!,  so  erhält  man  die  3h  —  l  Gleichiuigen: 
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V J_  r_  A'_^  .  IL    •        ^'^         ^Y_  ^'''^  ^Z]   _  0 

^1  Y   s'v      dv        s'_v_  _dv^       d'v      d^vi  _  ^ 

~  m.  I    da^dx.        dx.  rJa^di/.        dy.  Sa„ds.        öz.  J  ' 

^  1  r   e^v      dv       d'v      sv       ^''Y__  in  _ 

Vergleicht  man  diese  Zn  —  1  Gleichungen  mit  den  vorigen    3^  —  1  Gleichungen, 

HO  sieht  man   zunächst,   dass  die  3«  Grössen  x\,  yl^  z\   sich  respective  wie  die 

on«  \     dV        lÖF        \      dV        ,,^        ,,.,,.         ..  ^  , 

.i  n  wessen -, —  , = —  , ^—  verhalten.  Dinerentiirt  man  nun  ferner 

)«.      ox^         m,      dl/,    '     m,      dz, 

(he  Gleichung 


dV 


"Vöhdx.  ""■"•"  sk&y,  ^'~^  dhdz.  ^'J  ^  ^' 

und    wenn    man    die    gegebene    partielle  Differentialgleichung    partiell    nach    h 
(lifFei-entiirt: 

^f  d'v    öv       a'v    dv     ^'V_   ovi  _ 

~\_6hdx,      dx.  öhöy,       8y,  öh'dz,       äz.  \ 

Vergleicht  man  diese  beiden  Gleichungen  mit  einander,  so  sieht  man,  dass,  wenn 

sich,  wie  bewiesen  worden,  die  3«  Grössen  x],  yl,  zj  respective  vde  die  3ra  Grössen 

l      öV       1      dV       1      dV         ,    ,^         r    o     r  ■■  '     '     '  ^      o    ^ 

—     — ..    —  _ —  verhalten,  die  an  Grossen  x,,  y,,  z,  den  Sit  Grössen 

iti,      ox.        m.      dy.    '     m,      dz.  '  "  ck^     i 

i    dV     1     dv     1     dv       ,  ^.       ,  •  .      ■ 

— , K — -. s — '  auch    respective   meich   sein  müssen,   welches  die 

m.      öx.        m.      ay.        m.      dz,  ^  °  ' 

3«  Gleichungen  giebt: 

■^'        m,  '  öx,   '      ^'         in,  '  dl),    '      "'  ~  vi, '  dz. 
Difterentürt    man    diese   Gleichungen  aut's    neue,    und  .setzt   in   den    Ableitungeti 
t'iir  X,',  yl,  z';   die  voi-stehenden  Werthe,  so  erhält  man; 


ä'V 

av  1    a'v 

av  ^ 

a'V 

av 

a.t,s^. 

a.B^    '    ä^.<5i/^. 

■^csr^ 

^'i'% 

■^J. 

ä'V 

av       .-••v 

av 

ä'V 

av 

mj.öj!^ 

a^^      %,ö(/^ 

-5,.+ 

%S2j 

'  72, 

av       s'r 

a'V 

av 
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in  welchen  Suramen  {  unvevändert  bleibt,  während  k  die  M'^erthe  1,  2.  ....  n 
erhält.  Die  Ausdrücke  rechter  Hand  sind  hier  die  partiellen  DiiTerential- 
quotienten  des  Ausdrucks 

nach  X/,  y-,,  z,  genommen.  Man  kann  daher  daflir  die  eintkchereii  Ansdriieki' 
setzen : 

./V  ^r  d-i/'       SU  <Pz.         dU 

'"'' i!P~  ^    B.i:.   '       '"''~df'~  ~~oii^' '      '"'■    'IP    ~    i-U~  ' 

welches  die  zu  beweisenden  Gleichungen  sind. 

In  den  Anwendungen  scheint  die  Function  S  dann  vorzugsweise  brauchbar, 
wenn  die  Ki'äftefunction  ü  die  Zeit  /  auch  explicite  involvii-t.  Dagegen  bietet 
die  Function  V  und  die  gleichzeitige  Einfiihrung  der  Grösse  H  statt  der  Zeit  t 
grosse  Vortheiie  indem  häufiger  vorkommenden  Fall,  wo  f/ eine  blosse  Function 
der  Coordinaten  ist.  Denn  da  in  diesem  letzteren  Falle  vermittelst  des  Satzes 
von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  H  eine  Constante  wird,  so  enthält  die 
partielle  Difl'erential gleich ung  eine  Variable,  und  die  zu  suchende  vollständige 
Lösung  eine  willkürliche  Constante  weniger.  Die  Function  V,  welche  Hamilton 
zur  Erfindung  der  vollständigen  Integralgleichungen  der  Bewegung  fordert,  und 
welche  gleichzeitig  zweien  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  ge- 
nügen muss,  hat  daher  hier  noch  den  wesentlichen  Nachtheil,  dass  sie  eine 
Grösse  mehr  als  nöthig  ist  enthält,  nämlich  ausser  h  und  den  Zn  Coordinaten 
noch  ihre  ^n  Anfangswerthe,  während  man  nur  irgend  eine  Lösung  der  einen 
partiellen  Differentialgleichung  braucht,  welche  ausser  h  und  den  3  n  Coordinaten 
3« — 1  willkürliche  Constanten  enthält. 


(). 
Wenn  die  Kräftefunction  die  Zeit  t  nicht  explicite  enthält,  so  kann  man 
aus  den  Differentialgleichungen  der  Bewegung  die  Grösse  t  leicht  herausschaffen, 
indem  man  sie  als  ein  System  von  &n  —  1  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
zwischen  den  6«  Variabein  x^,  y,-,  z,,  x',,  y-,  zi  darstellt.  Nennt  man  nämlich 
5i,  q.^,  ...,  5a™  die  Coordinaten  der  »i  Punkte,  q[,  ^ä,  .  .  .,  ql„  ihre  nach  den 
Coordinaten -Äxen  zerlegten  und  respective  mit  ihrer  Masse  multiplicirten  Ge- 
schwindigkeiten, so  kann  man  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung: 
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dV  8U  cPt/.  du  iPz.  du 

•    dt-  dx.    '  •    dt-  rii/.    '  '■    ,!t-    ~~    ö:. 

dtirch  die  Proportion  darstellen: 

dg^  :dq,^:  ...:  dq^^  :  dq[  :  dql : ...  :  dq!^^^   = 

1     .,   .  3C^  .   öü_  ^       _   dU^ 

'  ^'1,    '  ö%    P^a/ 

wo  von  den  Grössen  ^i,  f^^,  ...,  ^g^  je  drei,  die  sich  auf  Coordinaten  eines 
Punktes  beziehen,  der  Masse  dieses  Punktes  gleich  zu  setzen  sind.  Diese  Pi-o- 
portion  vertritt  die  Stelle  von  6«  — 1  Gleichungen;  die  Zahl  dieser  Gleichungen, 
so  wie  die  der  Variabein,  kann  aber  noch  um  eine  verringert  vrerden,  wenn  man 
durch  den  im  gedachten  Falle  geltenden  Satz  der  lebendigen  Kraft: 

eine  der  Variabein  eliminirt.  Hat  man  diese  Gleichungen  vollständig  integrirt, 
und  dadurch  alle  6«  Variabein  ^,,  q^,  .  .  .,  q^^,  q[,  q!,^  .  .  .,  ql^  durch  eine  von 
ihnen,  z.  B.  q^,  ausgedrückt,  so  erhält  man  schliesshch  die  Zeit  durch  eine 
Quadratur  vermittelst  der  Gleichungen: 

dq^  /■  (^'J, 

dt  =  u,  — j— .      t  ^  u,  \  — -,  -  ■ 

q[  '"'J      q\ 

Um  die  von  Hamilton  angegebene  Function    V  zu  finden,    braucht  man   diese 
Quadratur  nicht  auszuführen,  sondern  erhält  sie,  ohne  t  zu  kennen,  unmittelbar 
durch  eine  Quadratur,  wenn  man  die  6n  Variabein  §,,  q,^,  ....  ^3,^,  q[.^  ql^  . . .,  q'.^^ 
durch  eine  von  ihnen  ausgedrückt  hat.     Man  kann  nämlich  die  Function 
1      ;^  ,     1      ,^' 


Ut 


v=j'smx^i'+y-;+z';-\dt  = 

auch  Bo  darsteilen: 

aus  welchem  Ausdruck  t  ganz    herausgegangen    ist.     Wenn   q\    den  Werth  von 
{/,  i'ür  /=:0  bedeutet,  so  dass 

*'»?     'i[      ' 
so  hat  man  das  Integral  für  V  ebenfalls  :^o  zu  nehmen,  dass  es  für  q^  ^=  ql  ver- 
schwindet. 
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Das  fiii'  t  angegebene  Integral  ist  die  partielle  Ableitung  des  fi\r    V  ge- 
fundenen, nach  /(  genommen,  wie  sich  aus  der  Gleichung: 

_^r  _ 
dk'  ~  ^ 

ergiebt.  Durch  solche  partielle  Differentiation  eines  Integrals  nach  einer  Con- 
stanten kommt  man  in  der  Regel  wieder  auf  ein  neues  Integral.  Es  giebt  aber 
einen  sehr  bemerkenswerthen  Fall ,  welcher  auch  iint^r  andern  der  Fall  des 
Weltsystems  ist,  in  welchem  beide  Integrale  t  und  V  unmittelbar  auf  einander 
zurückgeftlhrt-  werden  können.  Dies  ist  der  Fall,  wenn  die  Kräftefunction  eine 
homogene  Function  der  Coordinaten  ist. 

Es  sei  die  Kräftefunction  U eine  Function  der  3n  Coordinaten  .t,,  )/,,  2^  von 
der  Dimension  *,  so  hat  man  bekanntlich: 

,r    du  _     du  _     du 


+yi-fi;r+'i^^\  =  '^'^ 


und  daher  vermittelst  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung: 


i^'y, 


=  eü. 


Der  Ausdrück  linker  Hand  wird   ein   vollständiges  Differential,   wenn   man   dazu 
die  lebendige  Kraft 

r  (/jT.       d/e.  dy.       di/. 


dt       dt 


=  2C/+2A 


\-2/if. 


addirt.     Man  erhält  dann  durch  Integration  von  ^  =  0  bis  f  = 


■ij  üdt^-2ht, 


welches  die  Gleichung  ist,  vermittelst  welcher  die  Functionen  V  und  t  auf  ein- 
ander zurückgeführt  werden.  Man  kann  aus  dieser  Formel,  da  der  Thei!  linker 
Hand  ein  vollständiges  Differential  ist,  auch  noch  das  abermahge  Integral 


SmX'^y^+y^yl+z.z'.y 

-^ZmXaa\+l,J,;+c/ 

it  aber  andrerseits: 

r=.(V„, 

^''+y'' +<'}•"  = 

(hher 

^'>,\j'A+lli3\+',''i 

]-Sm.\a.a[+b,V  + 

/- 
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finden.     Setzt  man 

und  nennt  i?„,  B^,  die  Anfangswerthe  von  R,  R',  so  kann  man  die  vorstehende 
Gleiclning  auch  so  schreiben; 

r'—r;,  =  (:z+f)v—2e/^t, 

woraus  durch  Integration: 

i;_ß_^_Ä;(  =  (2-i-e)j'vdt—f:}itK 

Für  den  Fall  des  Weltsystems  ist  die  Kräftefunction  U  von  der  Dimension  —1, 
und  daher  £=  —1.     Man  hat  daher  für  diesen  Fall: 

R'_ß^  =  V-h2ht. 
Wenn  die  Kräftefunction  von  der  Dimension  —  2  ist,  so  kann  man  vermittelst 
der  vorstehenden  Formeln  nicht  mehr  die  Function  V  auf  die  Function  t  zurück- 
führen, weil  dann  s  =  —2,  und  daher  der  in  F  multipHcirte  Term  verschwindet. 
In  diesem  besonderen  Falle  hat  man  aber  zwei  neue  Integrale  der  Differential- 
gleichungen der  Bewegung: 

H'—R;,  =  Ut,    R—R„—R^t  =  2/^', 
welche   zwei   willkürHche   Constanten  R^,  R^   enthalten.     Es    ist  dies  der  Fall, 
wenn  das  System  materieller  Punkte  gegenseitigen  Anziehungen  unterworfen  ist, 
die  sich  wie  die  Kuben  der  Distanzen  verhalten. 
Setzt  man  für  t  den  Ausdruck 

,  =  If , 

so  hat  man  nacli  den  obigen  Formeln: 

oV 

woraus   durch  Integration   nach   h: 

jk      -'  (R'—R;,)dh  =  — 2tA     '■"   V-\-K, 

wo  K  eine  von  k  unabhängige  Grösse  ist.  Kennt  man  daher  V  für  einen 
speciellen  Werth  von  k,  z.  B.  ftlr  h  =  0,  so  kann  man  V  auch  durch  Integration 
nach  h  finden.     Ist  s=— 1,  so  wird  die  obige  Formel: 

/(ß'-ß;)-^|-  =  2yi.F+Ä: 
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Es  muss  hier  R'  —  Rl  durch  die  Anfangs-  und  Endwerthe  der  Coordinaten  und 
durch  h  ausgedrückt,  und  bei  der  Integration  bloss  h  als  variabel  gesetzt  werden. 
Ich  will  bei  dieser  Gelegenheit  noch  folgende  Bemerkungen  hinzufügen. 
Man  erhält  aus  den  obigen  Formeln  die  zweite  Ableitung  von  R,  nach  der 
Zeit  genommen,  durch  die  Kräftefunction  ausgedrückt  vermittelst  der  Gleichung: 


oder  wenn  s  ^  —  1, 

dt 
Nach    einer  bekannten,   von  Lagrange  öfters  angewandten   algebraischen  Um- 
formung kann,  wenn  M  die  Summe  der  Massen,  X    Y,  Z  die  Cooi'dinaten  des 
Schwerpunktes  bedeuten,  oder 

MX  =  2m.ff:.,    MY  =  2m.y.,     MZ  =  2m.z., 
die  Grösse  31R  folgendermassen  aasgedrückt  werden: 

oder,  wenn  r,,,.  die  Distanz  der  Massen  m,.  und  nif.  bedeutet, 

MR  =  2m.m^rl^+MXX'+Y'-hZ'), 
wo  man  die  Summe  auf  je  zwei  Punkte  des  Systems  auszudehnen  hat.    Der  Schwer- 
punkt eines  Systems  von  Körpern,  welche  nur  ihren  gegenseitigen  Anziehungen 
unterworfen  sind,  bewegt  sich  gleichförmig  in  einer  geraden  Linie,  so  dass 

X  =  at+ß,      Y=K't+ß',     Z=a"t^ß". 
Man  .erhält  daher  für  diesen  Fall,  wenn 

vermittelst  der  angegebenen  Umformung  von  MR  die  Gleichung 

wo  Y  die  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  bedeutet.  Substituirt  man  den 
für  das  Newtonsche  Atti'actionsgesetz  stattfindenden  Ausdruck  der  Kräftefunction 
U,  wie  wir  ihn  oben  gegeben  haben,  so  hat  man: 


^       Mj/      =^--7-'-+2A-i/r 


11* 
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oder,  da  nach  dem  Satze  von  der  lebendigen  Kraft 

jfdie  Gleiehang 

I  d''2tn.m.r^.  ..         „         „  „  vi.Vi. 

Dei"  Ausdruck 

ist  gleich  der  Summe  der  Massen  des  Systems,  respective  multiplicirt  in  das 
Quadrat  ihrer  Distanz  von  seinem  Schwerpunkt.  Man  beweist  dies  aus  der  vor- 
stehenden Gleichung,  indem  man  den  Anfangspunkt  der  Cooi-dinaten  im  Schwer- 
punkt annimmt,  wodurch  X=  Y  =  Z  =  0.     Eben  so  beweist  man,  dass 

die  relative  lebendige  Kraft  um  den  Schwerjmnkt  ist,  d.  i.  die  Summe  der  Massen 
des  Systems,  respective  multipUcirt  in  das  Quadrat  ihrer  Geschwindigkeit  um 
seinen  Schwerpunkt.     Wenn  das  System  stabil  ist,  so  darf  der  Ausdruck: 

—  vi.m^r.j^, 
während   t  ins  Unendhche  wächst,    weder  unendlich    noch  0   werden;    woraus 
leicht  folgt,    dass   seine    zweite   Ableitung   von  keiner  Zeit  an   immer  dasselbe 
Zeichen  behalten  darf.     Die  beiden  Gleichungen: 

d'Sm.m.r^.  m.m,  „  ,  ,  „  „  m  m. 

lehren  also,  dass,  wenn  die  Bewegung  um  den  Schwerpunkt  des  Systems  stahÜ 
sein  soll,   1)  die  Conatante  2A  —  My-  negativ  sein  muss,  d.  h,  weil 

ih^My^  =  2m_(^^''  -\-y'^''  -^z!')  —  My''—22 — j— ^, 

dass  die  relative  lebendige  Kraft  um  den  Schwerpunkt  immer  kleiner  bleiben  miiss, 
als  die  doppelte  Kräftefiinction:  2)  dass  die  relative  lebendige  Kraft  um  den  Schwer- 
punkt abwechselnd  immer  grösser  und  kleiner  werden  muss,  als  die  Kräftefunction; 
dass  die  Kräftefunction  sowohl  als  die  relative  lebendige  Kraft  abwechselnd  grösser 
und  kleiner  werden  muss  als  die  Constante  My'—'ih. 

Wenn  man  die  lebendige  Kraft  und   die  Kräftefunction  in  Reihen  nach 
den  Cosinus  und  Sinus  von  der  Zeit  proportionalen  Winkeln  entwickelt,  so  muss. 
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•wenn  das  System  stabil  sein  soll,  die  Constante  M-f — 2A  der  wahre  constante 
Term  in  beiden  Reihen  sein.  Denn  ein  von  diesem  verschiedener  Werth  des 
Constanten  Termes  würde  in  dem  Ausdruck  von 

Terme  erzeugen,  die  in  das  Quadrat  der  Zeit  multiplicirt  sind,  und  daher  mit 
der  Zeit  in's  Unendliche  wachsen. 

7. 
Um  das  Vorhergehende  an  einem  Beis|)iel  zu  erläutern,  will  ich  die 
Function  F  für  einen  einfachen  und  vielbehandelten  Fall,  die  elliptische  Be- 
wegung eines  Planeten  angeben.  Da  man  nach  dem  sogenannten  Larabertschen 
Theorem  den  Ausdruck  der  Zwischenzeit  t  durch  die  Anfangs-  und  Endwerthe 
der  Coordinaten  kennt,  so  kann  man  dem  vorigen  §.  zufolge  auch  den  Ausdruck 
för  y  sogleich  ohne  eine  neue  Integration  daraus  finden.  Es  sei  r  der  radius 
vector,  r'^— ~-,  E  die  excentrische  Anomalie,  r^,  r^,  Eg  die  Anfangswerthe 
von  r,  r',  E;  es  sei  ferner  F  die  anziehende  Kraft  für  den  Abstand  r^  1,  e  die 
Excentricität,  «  die  halbe  grosse  Axe.  Setzt  man  mit  Gauss  (Tkeoria  motus 
art.  106) 

— r^  =  ^'  — r^  =  ^' 

und  führt  einen  neuen  Hülfswinkel  h  vermittelst  der  Gleichung 

ecosG  =  cos/( 
ein;    setzt  man  ferner: 

h-{-g  r=z  e,      li — g  ■:=  t' , 

so  wird  der  Ausdruck  der  Zwischenzeit: 
Der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  giebt: 

SO  dass  die  obige  Constante  /(  hier  —9-   und  —^    die    Kräftefunction     JJ   ist. 

Setzt  man  daher  in  der  im  vorigen  §.  gefundenen  Formel 

R'—R\  =  V^-lkt 
für  R,  h  ihre  Wertbe 
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SO  erhält  man 

Ich  habe  hier  in  (ien  Aiisilrücken  von  V,  M,  k  die  Masse  des  bewerten  Pla- 
neten, die  eigentlich  als  Factor  diese  Grössen  afficirt.  da  sie  aus  der  Rechnuno- 
herausgeht,  fortgelassen. 

Die  bekannten  Formeln  der  elliptischen  Bewegung  geben 

rr'  =  k'^Ti.e^xüE, 
und  daher 

'■'■'  —  '■(,<  =  k^.e^AwE—^vaE;) 
=  2A]/a.esiii^cosG  =  2X:]/ä,siD^c08/*  =  A]/a(siii£^ — sins'). 
Benutzt  man  diesen  Ausdruck  und  den  Lambertsehen  Ausdruck  der  Zeit  i,  so 
erhält  man  für    V  einen  ganz  ähnlichen  Ausdruck,  wie  üUr  t, 

V  =  kya[£->rsms — (e'+sins')], 
welcher  sich  von  dem  Ausdrucke  von  — f  nur  in  dem  Zeichen  der  Sinus  unter- 
scheidet.    Nennt  man  p  die  Sehne  der  Bahn,  welche  den  Anfangs-   und  End- 
punkt  verbindet,    so  hat  man  nach   den  von  Gauss  am  angeführten  Orte  ge- 
gebenen Formeln: 

■    s,             ■'■-+-';,+?           .   ,,    ,          r+i-~Q 
sm'ie  = 4^;-— >     siii'ie'= 4^—. 

wo 

Vermitteist  dieser  Formeln  wird  V,  so  wie  t,  durch  die  Coordinaten  des  Anfanr^s- 
punktes  und  Endpunktes  und  die  grosse  Axe  ausgedrückt.  Der  hier  gegebene 
Ausdruck  von  V  kommt  mit  demjenigen  i^berein,  welchen  Hamilton  auf  anderm 
Wege  gefunden  hat. 

Wenn  man  in  dem  angegebenen  Ausdruck  von    V  alle  Grössen  ausser  k 
und  a  varürt,  so  erhält  man 


Es  ist  aber 


sin^ccoM^e.df  = t ,     sm^s  cos^^  -de^  ^ — ^■ 


4a 


Bemerkt  man  daher  die  Gleichung: 
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,    ,               sinife— c')  —sin« 

cotanffAe — cotangie    = .—:-.—, — -  =  -^—, — ■-^, — r' 

,  sinife-l-e')  sin/( 

cotangi^+cotanff+E    =        --.^-, — . — ; — r  =  ■  ■    , — ■ — ;— 7  ' 

so  erhält  man 

/c[ümh.SQ^sh>(f  .(Si--\-SrJ] 
di   ^ -= ^ 

Filr  den    Nenner  kann   man  in   diesem  Ausdruck    zufolge   der  obigen   Formeln 
auch  setzen: 


Führt  man  in  diese  Formel   den  von  beiden  t-adii  vectores  r  und  r^  gebildeten 
Winkel  ein,  den  wir  mit  Gauss  2/  nennen  wollen,  *so  hat  man: 


und  daher 


2l/«sini£sini£'  =  —I-l/'r 


Hiernach  erhalten  wir  für  die  Variation  von    V  den  Ausdruck: 
.y ^"[/a[sinA.  Jg— siiiff.(rfr+ift'J] 

in  welcher  Formel    man  auch  einen  der  Winkel  g,  h    durch  den   andern   ver- 
mittelst der  Gleichung 

welche  sich  ans  den  obigen  Formeln  leicht  ableitet,  einsetzen  kann. 

Der  vorstehende  Ausdruck  der  Variation  von  V  ergiebt  sogleich  die 
Werthe  der  nach  den  Coordinaten-Axen  zerlegten  Geschwindigkeiten  des  Anfangs- 
und Endpunktes.  Man  erhält  nämlich,  wenn  man  p,  r,  r„  durch  die  Coordinaten 
ausdrückt : 

,       dv  kyä       r ^--^o    -  ,      -^    ■    1 

a:    =    „     -^ , '-.smA sino    , 

dV  kVä       {y—y,     .',      y    .    ^ 

01/  cosfyrr^      l       Q  r        ■^j' 

dV                 kVa          \  z  —  z^      .    ,         s     .      1 
s   =  —. —  ^  —  -  ■  -' -  sm  A  —  —  siD  ff   , 
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SV  tVä         r^— •'.      .    ,        ",    ■     1 


5«„    ~     cos/"]/)^ 

aV   ^  kYa  C  1,— y„ 

--.—  = . ^.sinft+-     -siQtf 


»•  =  — ThT  "  ...v,;^  1  -°—f^  *'"' + *-  ™»J  ■ 


Nennt  man  b  die  halbe  kleine  Axe,  und  bemerlit  die  von  Gauss  eben- 
falls gegebene  Gleichung; 

isini/  ^  sin/l/rj-^, 
und  setzt  den   halben  Parameter  — =  ]h    so    leitet  man  aus    diesen  Formeln 
auch  noch  leiclit  die  folgenden  ab: 

und  hieraus  nach  einigen  Reduetionen 

welche  Formelfi  ich   ihrer  Einfachheit  wegen  hinzugefügt  habe.      Ich  bemerke 

noch,    dass    die    Grössen (--7-'   "~ — ^   .r   ~r  +  Tr"   g'^if^h    sind    der    Grösse 

2cosf,    multipHcirt    in    die    Gosinus    der    Winkel,    welche    die    den    Winkel    der 
radu  vectores  halbirende  Linie  mit  den  Coordinaten-Axen  bildet. 

Den  für   V  gefundenen  Ausdruck  kann  man  vermittelst  der  Gleichimg 

—   ^^_  —  ^_^^-   —  '^"■^     ^YL 
'  ^  "dh~  "       "„"  ic'  "  ~  ~"k'    '  "d^ 

prüfen.      Nimmt    man    die    partiellen    Ableitungen  nach  a.   so  erhält  man  aus 
dem  Ausdrucke 

V=  /.]/,7[g+sinf  — (f'+sin(')] 
die  Gleichung: 
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Aus  den  Gleichungen 

i'oM  aber: 

'da                 «          ' 

,    ,     Öf'          — sinie' 
'da                   a          ' 

wodurch  die  vorige  Gleichung  sich  in 

folgende  verwandelt: 

da             y„    ■•                       ^       2«. 

2y„-t-«'   f'-  ""'>^ 

was  zu  beweisen  war. 

Die  partielle  Differentialgleichung,  auf  deren  vollständige  Integration 
die  Bewegung  eines  sich  gegenseitig  anziehenden  und  von  festen  Punkten  an- 
gezogenen Systems  von  Punkten  zurückgeführt  werden  kann,  war 

Für  unsern  Fall  folgt  hieraus  die  pai'tielle  Differentialgleichung,  auf  deren  voll- 
ständige Integration  die  Bewegung  eines  Planeten  um  die  Sonne  zurückkommt: 


Kay    J        \ds    J  j  L    y^^+1,1^4-2'  2a  j  \  r         2a  ) 

Ich  will  jetzt  zeigen,    dass  der  für   V  angegebene  Ausdruck  in  der  That  dieser 

partiellen  Differentialgleichung  Genüge  leistet. 

Benutzt  man  nämlich  die  oben  für  —, —  ,     ..  --,   ^^ —  gefundenen  Werthe, 
da:  cij  az 

und  bemerkt  die  Gleichungen: 


.Qc- 

-".n 

-yiy-y.)+<^^^,. 

,)  =  '■■'— 

rr^ziif 

'•if,     Mn-7 

sin/. 

so 

erhäJt  man 

[«f)- 

h^Zl]- 

Fa 

-h' 

V(-)-airri/- 

,• 

cos' f. rr^ 

Es 

ist  aber 

ri„V.+™V  =  2[.m' 

s         2  ^ 
"2   "^"^    -2 

;+™'^™' 

|] 

=  2    sin^ 

— +sin^ 

fl- 

-4sm'  -| 

sin" 

oder  nach  den 

oben 

1  angegebenen  Formeln: 

8inV<-i-sinV  = 

'"+'■(> 

cot 

^rr.  ^ 

Hosted  by 


Google 


90  ZUR  THEORIE  HEß  PABTIh;LI,EN  DIFFEREiNTIALÖl-EICHÜNGES. 

und  dalior 

a(!iin''h-\-s\n''g')  —  (r — r^co^'If)  ^  r^coä^f\2^  - —    , 
wodurch  man  erhält: 

wie    verlangt  wurde.      Gleichzeitig    sehen    wir   auf  diese    Weise,    dass    die   für 
x',  y',  z'  gegebenen  Werthe  der  Gleichung  für  die  lebendige  Kraft  genügen. 

Für  die  parabolische  Bewegung  verschwindet  die  Constante,  die  im  Satze 
von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  zur  Kräftefunetion  hinzukommt,  oder 
es    wird   a^oo.     Die  Winkel    n,   s',   A,  g    werden    unendlich    klein     von    der 

Ordnung  — ^-     Man  erhält  daher  für  diesen  Fall  aus  den  obigen  Formeln: 

°  V"         _  ^         ^ 

ferner 

V<,'.[,  -sin«  ]=-l-.yi".«'  =ilr+r.  +  e]K 

y«l[t'-,i„c']  =  iVa'.t"  =  i[r+.-,-(,]ä, 
wodurch  die  für    V  und  /  angegebenen  Ausdrücke  folgende  Form  annehmen: 


'  =  -L\(-'+-:+^'-  (•■+•■ -<!)']• 

welches  letztere  der  bekannte  Ausdruck  der  Zeit  in  der  parabolischen  Bewegung 
eines  Kometen  ist.      Setzt  man   der  Kürze  halber: 

so  erhält  man  hieraus: 

x'  =-.  -  =  k\ "-A—       B\ ,     ^'  =—— —  =k\ ^'-A-j--^-  B\ , 

d.r  l       Q  i-       J  ■         "  ö.r^  Lp  »■«      J 

y'^i^^  =k\^^^-A-'^  b],    ,;  =  --^.^-  ^k\JLr:^^-A+-^^B], 

"  cy  l       e  r       \'      ■"  oy,  L       ^  ''\      -I 

z'  =  -. —  =  k\— —A B\ ,      3'  =  —  ^t —  =  k\ ^—A-{--^B\ . 

('s  l       Q  r       A  "  oz^  \-       Q  ''o      J 

Hamilton  giebt    den    Ausdrücken  von    t   und    V  noch    eine    besondere  Form, 

welche  ich  ebenfalls  hersetzen  will.     Da  nändich  s'  ans  e  erhalten  wird,  wenn 

ich  —  p  statt  p  schreibe,  so  kann  ich  den  Werth  von    V  so  ausdrücken: 


r=i-y,;/_""Jci+™«)| 


öj 
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indem  ich   o,  r,  r^  als  constant   uml    nur  fj   während   der  Integration   als   ver- 
änderlich annehme.      Da  aber 


und  daher 

(H-oosf)         =  •2G0fi^t  =  -    --.^    ■  ■  =  --■  1/ — , 

Hieraus  folj^t: 

2a'       ÖP'  1     C+'r 


4iä;  J_j,   L  J--H*-„-[-§  4«  J 


welches  die  von  Hamilton  gegebenen  Ausdrücke  sind.  Setzt  man  in  ilinen 
a  =  CO  oder  negativ,  so  erhält  man  die  Formeln  für  die  psrabotisehe  oder 
hyperbolische  Bewegung. 


Nachdem  wir  im  Vorigen  gesehen  haben,  ditws  für  den  Fall  der  Bewegung 
eines  freien  Systems  von  n  materiellen  Punkten,  auf  welche  nur  innere  An- 
ziehungs-  oder  Äbstossungskräfte  wirken,  das  System  von  Bn  gewöhnliehen 
Differentialgieichungen  zweiter  Ordnung  durch  eine  einzige  partielle  Differential- 
gleichung vollkommen  ersetzt  wird,  von  welcher  man  nur  irgend  eine  vollstän- 
dige Lösung  zu  kennen  braucht,  so  fragt  sich,  welche  Mittel  die  heutige  Aiia- 
lysis  zur  Auffindung  einer  solchen  Lösung  besitzt,  und  nb  durch  solche  Zurik-k- 
führung  nach  den  bisherigen  Kenntnissen  etwas  gewonnen  ist. 

So  viel  mir  bekannt  ist,  ist  alles  wesentliche,  was  man  über  die  Inte- 
gration der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  weiss,  in  demjenigen 
enthalten,  was  Lagrange  dai-Ober  in  seinen  Vorlesungen  über  die  Functionen- 
rechnung  sagt,  und  in  einer  Abhandlung  von  Pfaff  in  den  Abhandlungen  der 
Berliner  Akademie  der  Wissenschaften  vom  J.  1814.  Lagrange  bescliränkt 
seine  Untersuchungen  auf  die  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
zwischen  drei  Variabein,  von  denen  eine  als  Function  der  beiden  andern,  welche 
als  unabhängig  betrachtet  werden,  zu  bestimmen  ist.     Die  Pfaffsche  Methode, 

12' 
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welche  sich  auf  die  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Oi*dnung  zwischen  jeder 
beliebigen  Anzahl  von  Variabein  ei'streckt,  habe  ich  im  zweiten  Bande  des  Crelle- 
sehen  Journals  auf  eine  etwas  mehr  symmetrische  und  Obersichtliche  Art  darzu- 
stellen gesucht,  ohne  jedoch  zu  derselben  etwas  wesentlich  neues  hinzuzufügen, 
(Cf.  S.  19  dieses  Bandes).  Pfaff  verlässt  in  der  angeführten  Abhandlung  den  von 
Lagrange  eingeschlagenen  Weg,  dessen  Verfolgung  für  mehr  als  drei  Variabein 
seiner  Meinung  nach  unübersteiglichen  Hindernissen  unterliegt.  Er  betrachtet  die 
Aufgabe  unter  einem  ganz  neuen  Gesichtspunkt  als  einen  besonderen  Fall  einer  viel 
allgemeineren,  deren  vollständige  Lösung  ihm  gelingt.  Es  sei  nämlich  x  eine  Function 
der  n  Variabein  x^,  x^,  .  .  .,  x.,  und  p^,  p^,  ■  •  ■>  P^  ihre  nach  diesen  Variabein 
genommenen  partiellen  Differentialquotienten,  so  ist  eine  Gleichung  von  der  Fomi 

0  ^  (p(a!,  x^,  x^, ...,  i»„,i'i,/>a'  ■■■'-P«) 
der  allgemeinste  Ausdruck  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
zwischen  «-f-l  Variabein.     Denkt  man  sich  vermittelst  dieser  Gleichung  p„  als 
Function  der  übrigen  2n  Grössen  x,  x^,  x^,  . .  .,  x„,  p^,  p.,,  .  . .,  p„_,  bestimmt, 
so  kommt  es  darauf  an,  die  zwischen  diesen  2n  Grössen  statthabende  Gleichung 

durch  ein  System  von  n  Gleichungen  zu  integriren,  Ist  nitmlich  x  eine  Function 
von  Xj,  X  ,  .  .  .,  x^,  so  sind  auch  seine  nach  diesen  Grössen  genommenen  par- 
tiellen Diff'erentialquotienten  pi,  p^^  .  . .,  p„  Functionen  derselben,  oder  es  giebt 
zwischen  den  2n  +  l  Grössen  x,  x,,  x.^,  . .  .,  x„,  p^,  p.^,  . . .,  p„  eine  Anzahl  von 
)t-\-l  Gleichungen,  von  denen  eine  y»  ^  0  gegeben  ist,  so  dass  also,  wenn  ver- 
mittelst dieser  letzteren  Gleichung  p„  durch  die  übrigen  Grössen  ausgedrückt 
wird,  noch  y;  Gleichungen  zwischen  den  2 ?i  Grössen  x,  it.',,  Xa,  . . .,  x„,  p,, 
P2,  . .  .,  p^-i  zu  finden  sind,  welche  der  vorstehenden  Differentialgleichung 
Genüge  leisten  müssen.  Pfaff  betrachtet  die  allgemeinste  Form  einer  gewöhn- 
lichen linearen   Differentialgleichung  ereter   Ordnung   zwischen   in  Variabein  .r, 


0  =  Xdx-^X^dj;^-\ l-X^_jdB:^_,. 

in  welcher  X,  X,,  ...,  -X2„_|    beliebige    Functionen    dieser    2 /t  Variabein    sind. 
Diese  reducirt  sich  auf  die  vorige  für  den  speciellen  Fall,  wo 
X„+,  =  X„+-,  =  ...=:  X,„_i  =  0, 
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schreibt,  von  denen  man  ^i,  p.^,  .  .  .,  p^_i  nebst  x,  x^,  ...,  x„  als  die  unab- 
hängigen Variabeln  betrachtet, '  und  p„  als  eine  gegebene  Function  derselben, 
so  dass  also  die  Coefficienten  p^,  p^,  .  .  .,  p^^^  zu  gleicher  Zeit  die  Stelle  der 
n^\  unabhängigen  Variabein  a;^,,  x„^.,,  ...,  ^2«-i  vertreten.  Pf  äff  stellt  sich 
zunächst  die  Aufgabe,  die  2n  Variabein  durch  eine  derselben,  z.B.  X2„_^,  und 
durch  2?i  —  1  andere  a,,  «,,  .  .  .,  a^„..i  auszudrücken,  so  dass,  wenn  man  die 
gegebene  Ditferentialgleichung 

0  =  Xdw-^X^dx^-\ hXä„__/j^^,^_, 

durch  diese  neuen  Variabein  darstellt,  der  in  <&2„_,  multiplicirte  Ausdruck  ver- 
schwindet, und  in  den  in  die  übrigen  Differentiale  da^,  da-^,  ...,  da.j,^_i  multi- 
plicirten  Ausdrücken  die  Grösse  a'j„_i  selber  nur  in  einem  allen  gemeinschaft- 
lichen Factor  vorkommt,  wodurch  sich  nach  geschehener  Division  mit  diesem 
gemeinschaftlichen  Factor  die  Differentialgleichung  auf  eine  andere  bloss  zwischen 
2)i  — 1  Grössen  c,,  a^,  . .  .,  ö2«-i  reducirt.  Er  zeigt,  dass  dieses  immer  möglich 
ist,  und  dass  man  die  zu  machenden  Substitutionen  findet,  wenn  man  ein  System 
von  2n  —  1  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erater  Ordnung  zwischen  den 
2 n  Variabein  x,  jTj,  .  . .,  x^^--,,  welches  er  aufstellt,  vollständig  integrirt,  und 
die  Ausdrücke  der  willkürlichen  Constanten  durch  x,  a.\ ,  . , . ,  X2^_, ,  wie  sie  sich 
durch  die  2»  —  1  Integralgleichungen  ergeben,  für  die  neu  einzuführenden  Grössen 
«1,  (/,,  .  . .,  ((|,,_i  annimmt.  Es  ist  so  der  merkwürdige  Satz  gefunden,  dass 
sich  jede  lineare  gewöhnliche  Differentii^leichung  zwischen  einer  geraden  Zahl 
von  Variabeln  in  eine  andere  transformuen  läs-^t  welche  nui  die  nächst  niedrige 
ungerade  Zahl  von  Variabeln  enthält.  -Vber  es  1  is«t  sich  nicht  eben  so  eine  lineare 
gewöhnliche  Differentialgleichung  zwisthen  einei  ungeriden  Zahl  von  Variabeln  in 
eine  andere  transformiren,  welche  nur  die  nächst  niedii^e  t,erade  Zahl  von  Variabeln 
enthält,  sondern  es  ist  hierzu,  wenn  es  möglich  sein  soll,  eine  bestimmte  Be- 
dingungsgleichung zwischen  den  Co6fficienten  dei  Difltei  ential^leichung  erforder- 
lich. Um  daher  das  gefundene  Theoiem  zu  einer  w  eitei  en  Reduction  anwenden 
zu  können,  setzt  Pfaff  eine  der  neu  eingeführten  Gros'ien  z  B  «^«-i)  einer  Con- 
stante  gleich,  wodurch  die  Differentialgleichung  eine  zwischen  nur  2?i  —  2  Variabeln 
wird,  die  er  nach  derselben  Methode  auf  eine  zwischen  nur  2n — 3  Variabeln 
ii,  ij,  . .  .,  h^_^  reducirt,  von  welchen  er  wieder  eine,  z.  B.  ft^^j,  einer  Con- 
stante  gleich  setzt  und  die  Differentialgleichung,  die  dann  eine  zwischen  2  n  —  4  Va- 
riabeln ist,  auf  eine  zwischen  nur  2n — 5  Variabeln  c,,  Cj,  ...,  c^^_i  reducirt, 
von  denen  er  wieder  eine.  z.  B.  c„_r,,  einer  willkürlichen  Constante  gleich  setzt, 


Hosted  by 


Google 


94  ZUR  THEORIE  DER  PARTIELLES  DIFFERENTIALGLEICHONGEN. 

und  80  foit,  bis  diu  Aufgabe  schliesslich  auf  die  Integration  einer  gewöhnlichen 
Differentialgleichung  ereter  Ordnung  zwischen  zwei  Variabein  -zuruckkoinint, 
deren  Integration  wieder  eine  willkürliche  Constante  einführt.  Auf  diese  Weise 
integrii-t  Pfaff  die  vorgelegte  Differentialgleichung  dadurch,  dass  er  nach  und 
nach  n  Ausdrücke  %^_,,  Äs„_3,  c,^5,  u.  s.  w.  willkürlichen  Constanten  gleich 
setzt,  oder  er  zeigt,  dass  sich  jede  lineare  gewöhnliche  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  zwischen  2n  Variabein  durch  ein  System  von  n  endlichen  Inte- 
gralen mit  n  willkürlichen  Constanten  integriren  lilsst.  Kennt  man  ein  solches 
System,  so  leitet  Pfaff  daraus  die  allgemeinste  Lösung  ab  mit  einer  willkür- 
lichen Function  von  n  —  l  Grössen,  indem  er  eine  der  willkürlichen  Constanten, 
die  wir  «j,  «2,  .  .  .,  a„  nennen  wollen,  z.  B.  «„,  als  willkürliche  Function  der 
übrigen  setzt,  und  diese  selbst  als  veränderliche  Grössen  betrachtet;  man  erhält 
dann  eine  Differentialgleichung  von  der  Form: 

Xdx-\~X^dx^-\ (--^sb-i'^s,-!  =  n^dii^-\-lJ.,da^-\ y-n^_^du^_^, 

welche  sich  auf  die  gegebene  reducirt,  wenn  man  a^,  «<,,  ■ .  ■,  «„_,  als  Functionen 
von  X,  .i'i,  x.^,  .  .  .,  ,x%„_i  durch  die  n — 1  Gleichungen: 

77,  =0.     ff^  =  0,     .  .  .,     77„_,  ^0 
bestimmt.     Behandelt  man  nach  dieser  allgemeinen  Methode  die  Gleichung: 

dx  ^  Pjdii;^-i~p^di)i.^-^---—{'p^_^dx^_j-\-p^dx^, 
in  welcher,  p„  durch  die  gegebene  partielle  Differentialgleichung  als  FuncticMi 
der  übrigen  Grössen  bestimmt  ist,  so  erhält  man  n  Gleichungen,  die,  wenn  man 
dai'aus  die  n  —  1  Grössen  ^1,  ^21  -  ■  ■;  P^-i  eliminirt,  die  gesuchte  endliche  Inte- 
gralgleichung geben.  Dieses  ist  alles,  was  meines  Wissens  über  die  Integration 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  bekannt  war,  wenn  die 
Zahl  der  Variabein  drei  Übersteigt. 

Von  den  n  verschiedenen  Systemen  gewöhnlicher  Differentialgleichungen, 
welche  man  nach  dieser  Methode  nach  einander  aufzustellen,  und  jede.''  voU- 
ständig  zu  integriren  hat,  einem  von  2« — ^1  Differentialgleichungen  zwischen 
2«  Variabein,  einem  von  2h  —  3  Differentialgleichungen  zwischen  2?*  — ä  Va- 
riabein, und  so  fort  bis  zu  einer  Differentialgleichung  zwischen  2  Variabein, 
kann  nur  das  erste  System  allgemein  angegeben  wei-den,  weil  in  dieser  Methode 
die  Aufstellung  jedes  folgenden  die  bereits  ausgeführte  vollständige  Integration 
des  zunächst  vorhergehenden  Systems  postulirt.  Setzt  man  der  Kürze  halber 
BX         dX, 
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SO  wird  dieses  ei-ste  System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  in  der  Form, 
aufweiche  ich  sie  am  angeführten  Orte  (Grelle  Journal  B.  IT.  S.  353,  cf.  S.  25  dieses 
Bandes)  gebracht  habe,  weim  man  noch  ein  neues  Differential  dN  einführt; 
XdN=        .  (0,  !)</*,  H |-(0,2w-l)d^^^„ 

XjiN  =  (■>,  0)*/j'-l-(2,  l)da-,      .      H h(2,  2w— l)c/.«,^_,, 

X„^_^dN  =  (2h— l,0)(?^+(2w— 1,  ))<(Le,H 1-     * 

Aus  diesen  Gleichungen  findet  man  die  Verhältnisse  von  dx,  dx^,  ....  rfj^„_,. 
Es  sind  in  ihnen  die  Verticalreihen  und  Horizontalreihen  der  Coefficienten 
respective  einander  gleich,  aber  entgegengesetzt,  da 

nach  welcher  Regel  auch  die  Terme  in  der  Diagonale  alle  verschwinden,  da 

(«,«)  =  0; 
ganz  wie  es  der  Fall  auch  in  den  linearen  Gleichungen  ist,  aufweiche  Lagrange 
und  Poisson  in  ihren  Arbeiten  über  die  Variation  der  Constanten  in  den  Pro- 
blemen der  Mechanik  gekommen  sind.  Ich  habe  im  Crelleschen  Journal  am  an<fe- 
führten  Orte  einige  Betrachtungen  über  diese  Art  linearer  Gleichungen  ange- 
stellt, welche  sich  immer  mit  gi-osser  Leichtigkeit  auflösen  lassen. 

Wenn  man  für  av^, ,  x^+^,  . . . ,  ^j,_,  respective  Pi ,  7)3 ,  . . . ,  p„_,  schreibt  und 

x  =  -\,   x^^,  =  z_^,  =  ...  =  x„^__  =  o 

setzt,  so  verwandelt  sich  das  aufgestellte  System  von  Diflbrentialgleichungen  in 
folgendes: 


1> 

,dN 

= 

'IP, 

- 

*. 

"a^, 

-d^^ 

r 

,dX 

- 

dp. 

- 

P.r„ 

-da^ 

,dN 

= 

<IP.- 

- 

Sp, 

o'.r. 

,_, 

P: 

,dN 

= 

KT 

dx 

+  - 

''P. 

du 

■--■      dp  -\-  --       dp  -\ 1 ~"--dp 

dp^    ' '        dp.,    ^^  '^P„-i 


Hosted  by 


Google 


96  ZUR  THEORIE  DER  PARTIELLEN  DIFFERENTfALGLEICHUNGEN. 

0  =  —d^^ 
0  =  ~<fo;,, 


*, 

-''',• 

"<''.. 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man,  wenn  man  für  dN  vermittelst  der  ersten 
überall  dx„  einführt,  und  in  der  (n+1)""  f/x,,  ....  rf.K„_i,  (/pi>  ■■■^  <^IK-i  '^er- 
mittelst der  übrigen  Gleichungen  eliminirt: 

da!,    = = dx  , 

ax„     ^ -,-^ —  dx  , 

Sp^        " 


—  lii., 

'^.-[^ 

-^P.]-.. 

'^-[^ 

-^Pj-. 

''•-i'^is--'''-Sp7- 


M'^enn  die  gegebene  partielle  Differentialgleichung- 

ist,  so  werden 

dp^  dx.  5p  ^^  dp. 

äx.  dtji     '  dp.  dfp 

dp^  8p^ 

Die  vorstehenden  Gleichungen  verwandeln  sich  daher,  wenn  man  der  Symmetrie 
wegen  ein  neues  Differential  dt  einführt,  in  folgende: 
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in. 

dtp 

dp^            df               dff 
dp,           c>if              öif 

Wenn  die  partielle  Diflferentialgleichung  die  gesuchte  Function  nicht  selber  enthält, 

so  wii-d  V,—  =  0,  wodurch  in  den  Gleichungen  rechter  Hand  die  in  diese  Grösse 
ex  " 

multiplicirteti  Temie  verschwinden.     AVir  wollen  diese  allgemeinen  Formeln  auf 

die  partielle  Differentialgleichung 

*^i-i:(f)"+(€)'-(-f -)']---   ■ 

anwenden,  in  welclier  die  3w  Grössen  x-,,  y^,  2,-  die  unabhängigen  Variabein  sind,  V 
die  gesuchte  Function,  die  in  der  partiellen  Differentialgleichung  nicht  selber 
vorkommt,   fJ  eine  blosse  Function  der  Grössen  x^,  y,,  z,  und  h  eine  Constante 

ist.     Setzt  man 

SV___  dV  _  dV_  _  _ 

8^.  ''  dy^  ''  dz.  '' 

so  wird  die  partielle  Differentialgleichung: 

0  =  r/,  =  i^^[p!-\-q:-^'1^-  ü-h, 

und  das  behufs  ihrer  Integration  vollständig  zu  integi-ireride  System  von  ün 
gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung: 


8(f 

1 

-», 

3v 

du 

s^" 

-„,-y,. 

=  ^Tir 

=  ~-a^ 

3v 

1 

rf«, 

»<f 

du 

aq, 

-^i,- 

dt 

""Ti/," 

=  %7 

Sj    _ 

1 

*i 

_      ay, 

3U 

öj-. 

dt 

^^, 

"isr 

dt 

welches,   wie  man  leicht  sieht,    die  Differentialgleichungen   der  Bewegung  sind. 
Man  kann  nämlich  jedes  System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  der  zweiten 
IV.  '  "  13 
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Oi-dniing  als  ein  System  von  noch  einmal  so  vielen  Differentialgleichungen  der 

ersten    Ordnung    darstellen,    wenn    man    die  Differentialquotienten    der    ersten 

Oi-dnung  als  neue  Variabein  beti'achtet.  So  lassen  sieh  für  den  hier  betrach- 
teten Fall,  wenn  man 

</,c,  d/i.  d:.    

setzt,  die  3».  Differentialgleichungen  der  Bewegung 

d\x.  du  (Py,   _    oü  <Pz.   __    vü 

'   ch'  d^^   '        'dl'-'  Ol/.    '        '    ilt'  öz.   ' 

welche  von  der  zweiten  Ordnung  sind,  als  ein  System  von  (in  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung: 

<!x.  f]ij.  flz. 

m.---~  =  p.,  VI.  -^^--  =  1/,,  "h-^-f-  =  '> 

dp.  6U  dq.    _   öU  dr,  du 

~dt~       ~oi~'  "dt     ~"    d;/,  '  dt     ~    öz. 

rJarstellen.  welches  die  obigen  Gleichungen  sind. 

Will  man  die  allgemeinen  Formeln  auf  die  andere  Gleichung  Hamiltons 
ÖS  ^,  , ^^  ^^^ 

anwenden,  so  bat  man  hier  eine  neue  unabhängige  Variable  l;  setzt  man  wieder 

es  SS  es 

und   die  nach   f  genonnnene   partielle  Ableitung 

St  ■  -  -^"' 

SO  wird  die  ])artielle  Differentialgleichung: 

Schreibt  man  in  den  allgemeinen  Formeln  tlT  für  das  dort  eingeführte  Dili'e- 
rential  dt,  da  der  Buchstabe  t  hier  bereits  in  einer  andern  Bedeutung  vor- 
kommt, so  erhält  man  nach  den  allgemeinen  Formeln  die  vorigen  Gleichungen, 
in  welchen  nur  dT  statt  dt  zu   setzen  ist,   und  ausserdem   noch  die  Gleichung: 

%,-  =  —--'^,,=-h     oder     dT^dt, 
d  I  oll 


-^^um-m-m\ 
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welche  zeigt,  dass  man  genau  wieder  die  vorigen  Gleiclimigeii.  oder  die  DiflV- 
rentialgleichungen  der  Bewegung  erhält. 

Wenn  daher  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  durch  die  neue 
Methode  Hamiltons  auf  die  Integration  einer  pai-tiellen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  zurückgeführt  werden,  so  besteht,  wie  ich  im  Vorigen  gezeigt 
habe,  die  ganze  Kenntniss,  die  wir  bis  jetzt  über  die  Integration  der  partiellen 
Differentialgleichungen  ei-ster  Ordnung  wenigst-ens  für  den  Fall  von  mehr  als 
drei  Variabein  besitzen,  darin,  die  Integration  dieser  partiellen  Differential- 
gleichung wieder  auf  die  Integration  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
zurückzuführen.  Ja  es  ist  die  vollständige  Integration  der  Differentialgleichungen 
der  Bewegung  nach  der  von  mir  auseinandergesetzten  Pfaffsehen  Theorie  nur 
ein  erster  Schritt  ziu'  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung,  indem 
zufolge  dieser  Theorie  nachher  noch  eine  Reihenfolge  von  Systemen  gewöhn- 
licher Differentialgleichungen  zu  bilden  und  jedes  vollständig  zu  integriren  ist. 
Man  muss  daher  im  umgekehrten  Sinne  sagen,  dass  es  eine  wichtige  Bemerkung 
Hamiltons  ist,  dass  die  Integration  der  von  ihm  aufgestellten  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen nur  auf  die  vollständige  Integration  der  Differentialgleichungen 
der  Bewegung  zurückkommt,  und  es  keiner  weitern  Integration  von  Systemen 
gewöhnlicher  Differentialgleichungen  dazu  bedarf. 

Diese  Bemerkung  Hamiltons  gewinnt  noch  dadurch  an  Wichtigkeit, 
dass  sie  sich  mit  Leichtigkeit  auf  alle  jiaräeUen  Differentlalgkichmgen  erster 
Ordnung  ausdehnen  lässt.  In  der  That  wird  man,  wenn  man  die  Hamiltonsche 
Methode  befolgt,  wie  ich  im  Folgenden  zeigen  will,  zu  dem  allgemeinen  Resul- 
tate gelangen,  dass  zur  Integration  irgend  einer  partiellen  Differentialgleichung 
zwischen  irgend  einer  Zahl  von  Variabein  die  vollständige  Integration  des  von  Pfaff 
aufgestellten  ersten  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  vollkommen 
hinreicht;  und  man  nicht,  wie  die  Methode  dieses  Analysten  fordei-t,  nachher 
noch  eine  Reihenfolge  anderer  Systeme  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
nach  einander  vollständig  zu  integriren  hat.  Diese  Verallgemeinerung  findet 
sich  bereits  für  den  Fall,  wo  die  gesuchte  Function  selber  in  der  partiellen 
Differentialgleichung  nicht  vorkommt,  in  einigen  merkwürdigen  Formeln  Ha- 
miltons, wenn  man  nur  die  in  diesen  Fonneln  vorkonnnenden  Zeichen  nicht, 
wie  Hamilton  thut.  auf  die  Bedeutung,  welche  sie  in  der  Mechanik  lial.ien, 
beschränkt, 

13' 
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9. 

Es  seien  wieder  x,,  x,,  .  .  .,  x„  die  unabhängigen  Variabein,  x  eine 
Function  derselben,  ihre  nach  diesen  Variabein  genommenen  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten 

und 

WO  h  eine  Constante  ist,  die  gegebene  partielle  Differentialgleichung  erster 
Ordnung.  Um  die  Integration  dieser  Gleichung  zu  bewerkstelligen,  stellt  Pfaff 
zuerst  zwischen  den  2n  +  l  Variabein  x,  x-,,  x^,  . . .,  x„,  pi,  p^,  . . .,  p„  folgendes 
System  von  2n  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  auf: 


dpj 


ds:  Bw  (/«„  Sie 

■ i-  ~  -„^  __y)_L?_.  = ^. 

du:  öp.,  '  ilx  dx.; 


+p,- 


wo   der  Kürze  halber 


dp,,  "  üp^ 


gesetzt  ist.     Aus  diesen  Gleichungen  folgt  identisch: 

-|^(/^H — 77^(?jT,+  -^<if„H 1 — ^dx 

und  hieraus  durch  Integration  y  —  h,    so  dass  ein  Integral   dieser  Gleichungen 
die  gegebene  Gleichung  selber  ist.     Sind  die  2n  — 1    anderen  Integrale 

^,=ß,,     ^,=  «3,     .  .  .,     ^^„_,  =  ß,,„_,, 
wo   ß,,  ßj,  .  .  .,  a.,,,_j_   willkürliche  Constanten  sind,    welche   in    den    Functionen 
.4,,  A^,  . .  .,  A^^_i  selber  nicht  mehr  vorkommen,  so  zeigt  Pfaff,  dass  das  voll- 
ständige Integral  der  vorgelegten  partiellen  Differentialgleichung  dargestellt  wird 
durch  ein  System  von  /(Gleichungen  zwischen  den  Functionen  /l^,  /L,  .  .  .,  A.^^_^ 
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mit  n  willkürlichen  Constanteii,  vermittelst  welcher  man,  mit  Hinzuziehung  der 
gegebenen  Gleichung  tp  =  h,  die  gesuchte  Function  nebst  ihren  partiellen  Diffe- 
rentiaiquotienten  pi,  p^,  .  ■  ■,  p„  durch  x,,  aij,  . . .,  x„  ausdrücken  kann.  Diese 
n  Gleichungen  sind  so  zu  bestimmen,  dass  sie  mit  Hülfe  der  gegebenen  Gleichung 
(f:  =  h  der  einen  Differentialgleichung 

Genüge  leisten,  welche  in  dem  aufgestellten  Systeme  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen mit  enthalten  ist.  Zu  diesem  Ende  di-ückt  Pfaff  vennittelst  der 
Gleichungen 

y  =  /(,     -4j  =  t(^,     ^.,  =  «,,     .  .  .,     ^.,„_,  =  ß^„_, 

die  Grössen  x^,  x.^,  ...,  x^,  p^,  p^,  ....  p„  durch  x,  Ai,  A..,  ...,  /1;„_,  aus, 
und  zeigt,  dass,  wenn  man  diese  Ausdrücke  in  die  Differentialgleichung 

dx  =  p^dji^-i-p„dv^-\ i-p^d^c^ 

substituirt,  diese  sich  in  eine  andere 

0  =  B^dA^+ß^dJ.,-^ Hß^„_i</^.„_, 

verwandelt,  in  welcher  B^,  B^,  ...,  ßa„_i  bloss  Functionen  von  A^,  A^,  ...,  A^„_, 
sind.  Um  diese  durch  ein  System  von  n  Gleichungen  mit  n  willkürlichen  Con- 
stanten zu  integriren,  muss  er  nach  einander  n  —  1  verschiedene  Systeme  ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen  respective  zwischen  2n  — 2,  2n  —  4,  ...  und 
2  Variabein  vollständig  integriren.  Die  Hamiltonsche  Methode,  in  der  Allge- 
meinheit, deren  sie  fähig  ist,  aufgefasst,  lehrt  nun,  dass  diese  Gleichung 

0  =  B^dA^-^B,dA,-\ hßä«-!*'^:;«-! 

gar  keine  weitere  Aufstellung  von  Differentialgleichungen  und  Integration  der- 
selben erfordert,  sondern  giebt  unmittelbar  die  gesuchten  n  Gleichungen  mit  n 
willkürlichen  Constanten,  welche  ihr  Genüge  tliun.  Man  setze  näiri/ich  in  den 
Gleichungen 

A^  =  «j,     A,.  =  ß^,     .  .  .,     A.^^_^  =  ((^,,_,,     (/■  =  h 

für  X,  Xi,  .T<i,  .  .  .,  x„,  pi,  p.,,  .  .  .,  p„  die    Werthe 

so  kann  man  vermitteht  dieser  2n  Gleichungen  die  Grossen  x",  ,r!,  ...,  .i'°, 
p^,  pl,  ...,  pl  durch  ff|,  «;,  ...,  «2,_i  ausdrücken.  Es  seien  die  für  x", 
x%  ...,  xl  gefundenen    Werthe: 
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<  =  7I,(«„  «„..., <.,._,), 


SO  sind  die  Gleichungen 


-  n„(a„a,,...,a.,_,), 


--  n,(A^,A.^,...,A.,_^_^% 

:  n,(^i,,^,,...,A,„^,), 


welche  man  aus  den  vorsiehenden,  erhält,  indem  man  statt  a^,  eis,  .  .  .,  «^„„i 
respective  Ai,  A^,  ...,  ^a„_i  setzt,  die  gesuchten  n  Gleichungen  zwiache^i  den 
Grössen  A^,  A.^,  . .  .,  A^__,  mit  n  willkürlichen  Coiistanten  xl,  x^,  .  .  .,  xl,  welche, 
mit  der  gegebenen  Gleichung  yi  =  A  vei^bimden,  der  Differentialgleichung 

de  =  pjdx^-l-p.^dx,,-{ i-p„'f''^„ 

oder  ihrer  transformirten, 

0  ^  B^dA^-\-B„dA^-\ l-Ö2„_i'^^j,^i 

Genüge  leisten,  oder  es  enthält  das  System  dieser  Gleichungen  die  vollständige  Lösung 
der  vorgelegten  partiellen  Bifferentialgleiching.     Der  Beweis  li'iervoji  ist  folgender. 
Vermittelst  der  Grleichungen 

(p  ^  h,    Jj  =  a,,     A^  =  a.^,     .  .  .,     j1-,„_,  ^  «s,_, 
drücke  man  x^,  x^,  .  .  .,  x„,  jj,,  p^,  .  .  .,  p„  durch  x  und  et,,  a^,  .  .  ,,  «;.„_i  aus, 
und  substituire  diese  Werthe  in  die  Gleichungen: 

bic  cyij  '  Sjs  Ö«|  äx      '' 

dx.,  Sifi  up.,  d<f  n(j/ 

dx  dp.,  '  Sj!  dw.^  da:      ■'' 

dx  dp    '  Bj!  Bx^  dx    ""' 

welche  dadurch  identisch  werden  müssen,  eben  so  wie  die  aus  ihnen  folgende 
Gleichung: 

Nimmt    uian    von    ilieser  letzten    die   partielle    Ableitung    nach    einer   der  will- 
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kürlichen  Constanten    a,    so   erhält  man,    wenn    man    mit   P  multipiicirt    und 
zugleich  die  übrigen  Gleichungen  benutzt: 

6p^       da  dp^      da  op^      da 


yP[T, 


daöx  '   äab. 


Nimmt  man  auch  die  partielle  Ableitung  nach  k  von  der  Gleichung 
y  =  A, 

so   erhält  man 

cy       c'fij  f)y       ö/)^  ö(p      dp^ 

Op^      öa  Bp^      da  Op^^      da 

äw      dx.         öw       dx„  dw      da: 

4--;,- --^-H^ -^--H H-. 7^, 

Oi»|       va  da^       da  dat^       da 

oder,  wenn  man  die  gegebenen  Diiferentialgleiehungen  zu  Hülfe  ruft, 

d<f       öpj         6g)       üp.^  d(p       dp^ 

dpj      3a         dp^      da  öp^      da 

r  dpj      övBj         öpg      dm.-,  dp^      ÖJi^ 


r  dp,      öw,         dp,      da;.-,  dp       öj:  ~\ 

L  ax       da  dx       oa  dx       da  J 


d<p 


r      dx  dw,  Bx  ' 


Dieses  in  die  obige  Gleichung  substituirt,  giebt 

"  =  ' 5i +3irV'^sr+f'^ir+-+"-^[ 

woraus  durch  Integration  nach  x,  von  a;  ^  0  an  genommen, 

die.  do!,  dx  \       dx°  dx"  Sx"  "I 

Py-^--^v..— — I — 'rp^-^  =  ^^P^  "ä-^+K-r^-f — ^p" -^^\^ 

'  ^   da       ' '   ou  '"    da  L       g«        '^j    ,)a  ^"    (tu  J' 

wenn   der  Kürze  halber 

, ,        ^  j    d.,-  '  p 

gesetzt  wird,  wo  e  die  Basis  der  natürhehen  Logarithmen  bedeutet. 

Betrachtet  man  die  Grössen  «,,  a.,,  .  .  .,  (i._,„_,  ebenfalls  als  veränderlich, 
wie  sie  durch  die  Gleichungen 

^1,  =  ß,,    ^.  =  «,„    .  .  .,     A.,    ,=«„ 
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bestimmt  werden,  so  bat  man 

r  rl.r:  rix  rl.r.     t 

=  <h:\l- 


-gi — A-g^ 

—p-tstJ 

wenn  man  dem  ^  unter  dem  Summenzeichen  die  Wcrthe  1,  2,  .  .  .,  2?;  —  1  «"iebt. 
Diese  Gleichung  verwandelt  sich,  da 

und  für  jedes  i 

^*,  öj:^  da:  [       öx°  dwl  d,v°  "l 

^'  da.       ^^  da.  ■^''  da.  L*^'    da.       ^■'  da.  '^''   dß,  J ' 

in  folgende: 

<läs — [p,i:'iBjH-/j^(?.c^+-'-+  p  dx     ] 
r       dx°  d.v?  das"  1 

V^   da.       ■^■^   da.  '"   5«.  .1      '' 

oder  da 

'    "  da.       '"' 

in  die  Gleichung 

da: — [pi'^'^','i~p^dx^  +  ----\-p^dä:^] 

=  — '^^[pl^x^+p^dio'-i HpV^^]. 

Ans  dieser  identischen  Gleichung  folgt,  dass  die  Gleichung 

dx — \pjdiCj^-i-p,^da:^-i \-p^dx^'}  =  0 

in   folgende  transformirt  werden  kann: 

p^dxj-i-j'^dx^-] |-p"t?.*'"  =  0, 

welche  erfüllt  wird,    wenn  man   die  Grössen  Xj,  x^,  ...,  x^    willkürlichen  Con- 
stanten gleich  setzt,  was  der  zu  beweisende  Satz  war. 

Die  hier  angewandte  Analysis  ist  genau  dieselbe  wie  diejenige,  wodurch 
Pfaff  in  der  angeführten  Abhandlung  beweist,  dass  die  Verhältnisse  der  2/i— l 
Grössen 

'   da.        '  ^  Ba.  ' "  da. 

von  X   unabhängig   sind.     Aber  er  hat   nicht   die  Bemerkung  hinzugefügt,  dass 
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aus  diesem  Grunde  diese  Grössen  den  Grössen 

^  5^^  ,      ^  da;;  ^  Ö< 

"'   ÖK;     ■  ^   Sa.  "  da. 

proportional  gesetzt  werden  können,  wodurch  man  die  transfbrinirte  Ditfereiitial- 
gleichung  selber  findet  und  unmittelbar  die  n  Gleichungen  erhält,  durch  welche 
sie  erfüllt  wird.  Ich  bemerke  noch,  dass,  wenn  der  im  Vorigen  dem  x  gege- 
bene besondere  Werth  x^O  Unbequemiiohkeiteii  verursacht,  man  dafür  jeden 
andern  Zahlenwerth  setzen  kann. 

Wenn  man  vermittelst  der  Gleichungen 

91  =  /(,        ^1   ^  tt|,        ^2  ^  «2'        ■     ■    ■■        -^2n-l   ^   "-'ii-t 

die  Grössen  ,t,,  x^,  .  .  .,  x„,  pi,  jh,  .  -  .,  p«  durch  x  und  er,,  a.^,  .  .  .,  ce^„_^  aus- 
drückt, so  enthalten  diese  Ausdrücke  auch  h.    Differentiirt  man  die  Gleichungen 

dx  dx.  dx 

i  =  p.^;r+''.T5r+-+p.  IST' 

nach  h,  so  erhält  man,  da  gemäss  den  aufgestellten  Differentialgleichungen 


3x. 

61p 

=  ~ 

P-! 

3p, 

a» 

folgende  Gleichungen: 

da, 
0  =  -5^ 

■  dh 

-  + 

■  al 

-4-- 

■■-K 

■+P[P,- 

bxSh 

+ 

!>,- 

dual, 

+  ■ 

■■  + 

a' 

1  =  4^ 

sp, 
dh 

-\- 

at 

ap, 
'  eil 

-+■ 

■■-+- 

ay 

-4~£ 

an, 

+ 

Sp, 

ai 

an. 

■  +  ■ 

■■-h 

ap. 

-21" 

+ 

p. 

a., 
'ar 

+  ■ 

■■+. 

aj! 
r.-3h 

i  diesen  Gleichungen  folgt: 


,  r 

a*, 

a«, 

aj^, 

i 

4^ 

^* 

-+!', 

TT 

■+■ 

■•+P. 

"S" 

a» 

^^ 

a«, 

aj;. 

a* 

-]• 

"ar 

-+y, 

"ff" 

H-- 

■■+»>. 

"ä;r 
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Miiltiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  -jip  ,  und  integrirt  von  j:=0  bis  x  =  ,t, 
wo   erhält  man: 

-et +■■■+''' ^r^ 

[dx°  dx^  dx''  1 

Betrachtet  man    h    auch   als    veränderlich,    so    miiss  zu    dem    oben   gefundenen 
Ausdruck  von  ch- 

noch  der  Ausdruck 


dx  dx  dx   1  r       Bx  dx^  dx^  ■ 


di, 


Jq    MP 


MP 
hinzukommen,  wodurch  man  erhält: 

(fc  =  p^dx^-i-p^dx.,-^ ^P^'^'^'n — ^^[p"dx"'i'P^,dx'^-i ^P^dx^] 

+*'}'. -m-'"'- 

Bezeichnet  man  durch  ^4."  den  Ausdruck  von  A.  und  durch  ^"  den  Aus- 
druck von  <p,  vpenn  man  gleichzeitig  x=0,  Xi  =  x.,  pi^=p1  setzt,  und  eliminirt 
aus  den  2n-Hl  Gleichungen 

<fi  =  h,     y"  ^=  h,    A^  =  ^p     A,^^=  A"^,     .  .  .,     -^2„._,  =  -4,"^_| 
die   2n  Grössen  ^i,  p^,  .  .  .,  p„,  pl,  pl,  .  .  .,  pl,   so   erhält  man  x  ausgedrückt 
durch  X,,  X.,,  .  .  .,  x„,  x%  x^,  .  .  .,  x^,  h,   und  die  nach  diesen  Grössen   genom- 
menen partiellen  Differentialquotienten  dieses  Ausdrucks  von  x  sind: 
dx  dx  öx 

Sx-^P''         -ai:=''-"         ■■■•    '^.=''" 

dx  ,,  „         dx  ,,  „  dx  ,f  ,, 

Öä:^  -^i  öoj'^  '^■^  Sxl  '" 

dh  Jo  MP 

In  den  beiden  in  diesen  Formeln  vorkommenden  Integi-alen 


(■'  d*f      dx         i'  dx 
Jd^'^  '     J'MF 
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sind  die  Grössen  x^,  p"  als  Oonstanten  zu  betrachten,  und  vermittelst  der  voll- 
ständigen Integrale  der  gegebenen  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  alle 
Variabein  durch  eine  auszudrücken. 

Ich  habe  im  Vorigen  als  willkürliche  Constanten  die  Werthe  der  Variabebi 
für  X  =  0  angenommen.  Man  beweist  aber  ebenso,  dass,  wenn  man  vermittelst 
der  vollständigen  Integrale  der  angegebenen  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
sämmtliche  Variabein  durch  irgend  eine  von  ihnen  oder  eine  beliebige  andere 
Grösse  t  ausdrückt,  und  mit  x''^  x",.  . . .,  x^,  p\,  pl,  . , .,  p°  die  Werthe  von  x, 
X,,  .  .  ..  x„,  p,,  p.2.  .  .  .,  p„  für  t^  0  bezeichnet  und  diese  Werthe  ebenfalls 
als  variabel  setzt:  die  Gleichung  stattfinden  wird: 

dx  — Pi  dtr^  ^Pi  ^^2' ■ — Pn  '^^n 

=  il/[(?.c''— pj  diu"  — p°  (foi° p^  <^''''°]  -H  ^f  I    -jTfjr  ^^'' 

in  weicher  wiederum 

Wenn   die  gegebene   partielle  Differentialgleichung,    wie  es  in  den   An- 
.  Wendungen  auf  die  Mechanik  der   Fall   ist,    die   unbekannte  Function  x    nicht 
enthält,  ist 

-1^  =  0, 

und  daher 

M=  1. 

Das  System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  reducirt  sieh  dann  auf  fol- 
gendes System: 

dx^ :  da^  :  ...  :  dx^     :        dp^    :        dp.^    :  ...  :         dp^^ 
^    d(f       dq)  d(p  dq  d<f  §if 

öp,   "   ^P-i 5p„  '         S^j   '         dx,^  dx^^  ' 

welches  eine  Gleichung  und  eine  Variable  x  weniger  enthält.  Hat  man  dieses 
System  vollständig  integrirt,  und  alle  Yariabeln  x„  p;  durch  eine,  von  ihnen. 
z.  B.  .T),  und  2n  — 1  willkürliche  Constanten  ausgednlckt,  so  erhält  man  x  durch 
eine  blosse  Quadratur  vermittelst  der  Gleichung 
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WO  ff  eine  neue  willkürliche  Coiistante  ist,  welche  in  den  Ausdrücken  von  x.., 
-is,  .  .  .,  x„,  pi,  p^,  ...,  _p„  durch  X,  nicht  vorkommt.  Bedeuten  jetzt  x^, 
x^,  .  . .,  x^,  pl,  pl,  .  .  .,  pl  die  Werthe,  welche  diese  Ausdrücke  für  a;  ^  0  an- 
nehmen, und  in  welchen  ebenfalls  a  nicht  vorkommt,  so  erhält  man,  da  x1  =  0 
und  jlf  =  1,  aus  der  obigen  allgemeinen  Formel: 

dx  =  p^dcc^-\-p^dj;.,-\ \-p„d'^„--{'pldxl-\'pldxl-] ^f^dx^]-^  (  ' —^-'~ d/i.-\-dii, 


gesetzt  ist.     Diese  eine  Gleichung  giebt: 
da. 


"dl. 

=    ,,,.   ... 

S"-- 

a,, 

an', 

=  -iK,    ■  ■  ■ 

dx 

ax 

dp, 

Wenn  raan  durch  Einführung  eines  Elementes  dt  den  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen die  Form  giebt,  die  sie  in  den  Problemen  der  Mechanik  haben: 


so  erhält  man, 


1^                Off. 

dtr     cp^  ■ 

dp^                 d^ 

dt           dx,  ' 

ilx.^          B<p 

dt                  dä~ ' 

dt     ~    äp^  ' 

dt 

dx 
~      P     ' 

ichdem  man  die  Gleichungen 

dx^:,U,^     :...:  de„    : 

dp^      :         dp.^    :...: 

d(f      dtp             Bip            8<f!           dtp  d{fi 

8p^   '  dp,,   dp^  '         d,r^   '         dx^ dx^ 
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vollständig  integrirt,  und  :Kj,  x^,  .  .  .,  x„,  /),,  Jh,  ■  ■  .,  Ji„  durch  .r,  ausgedrückt 
hat.  die  Functionen  x,  t  durch  blosse  Quadraturen: 

__    z"^'  Pdw^  r"'    dx, 

wo  a,  T   neue  willkürliche  Constanten   sind.     Von   diesen  beiden  Integralen  ist 
aber  eines    die    partielle  Ableitung  des  andern,    nach  h  genommen.      Hat  man 
nämlich  durch  Integration  x  gefunden,  so  hat  man  den  obigen  Formeln  zufolge: 
da>    /•"•    div^      

Wenn  in  «f  ausser  x  noch  eine  der  unabhängigen  Variabein,  z.  B.  x„,  fehlt, 

so  erhält  man   noch  -^^  =  U ;    es  geben  daher   die   gewöhnlichen  Differential- 

gleich  un  gen 

dp^  =  0     oder    p^  =  Cönst. , 

wodurch  sich  die  Zahl  derselben  wieder  um  2  reducirt.  Sie  werden  nämlich 
in  diesem  Falle 

(iB|  :  rf^^     : . . .  :   dx^_^  :         dp^    :        dp.^     ■....:         ^P„^, 

"in   welchen  Ausdrücken  man  jj,   als  Constante  zu    betrachten   hat.      Hat  man 
durch  Integration  dieser  Gleichungen  die  Grössen  Xj ,  x^ ,  . . , ,  x„_, ,  /'i ,  P2 ;  ■  ■  ■  >  V«-\ 
durch  eine  von  ihnen  ausgedrückt,  so  giebt  eine  der  Gleichungen 
di§i        dx.  dif        dp. 

"         dp        dip  dp        ötp 

dp.  öm. 

durch  blosse  Quadratur  den  Werth  von  x„.  iMan  kann  aber  auch  in  diesem 
Falle  auf  ähnliche  Art,  wie  Hamilton  die  Function  S  durch  V  ersetzt,  all- 
gemein die  Gleichung  <p  ^  h  selber  in  eine  andere  transformiren,  in  welcher 
die  Zahl  der  unabhängigen  Variabein  um  eine  geringer  ist.  Wenn  nämlich 
(f  weder  x  noch  x„  enthält,  so  setze  man 

X  =  y~hp  ^  ) 
wodurch 

,fi/  =  p^dxj-i-p^d^r^-\ l~i'fl_i'^B_]^ — ■^,/^Pn- 
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In  dieser  Gleichung  betrachte  man  p„  als  Constante.  wodurch  sie  sich  in  die 
Gleichung 

verwandelt,  so  dass  p,,  p.^,  . . ,,  jK-i  die  partiellen  Differentialquotienten  von  y, 
nach  3^1,  x<i,  . .  .,  x^i  genommen,  werden,  und  die  gegebene  partielle  Differential- 
gleichung, in  welcher  ebenfalls  p„  als  Constante  betrachtet  wird,  eine  partielle 
Differentialgleichung  für  y  wird  mit  nur  n  —  1  unabhängigen  ■  Variabein  x,, 
Xq.  ....  x„_^.  Hat  man  durch  Integration  dieser -partiellen  Differentialgleichung 
y  als  Function  von  x^,  x^,  ■  .  .,  x„_i,  von  n  —  1  willkürlichen  Constanten  und 
der  Constante  p^  gefunden,  so  findet  man  die  gesuchte  Function  x  dadurch, 
dass  man  in  der  Gleichung 

-<■  =  }/+PA 
die  Grösse  p„  vermittelst  der  Gleichung 

_%_  ^  _^ 
Sp„  " 

eJiminirt.  Man  kann  x„  um  eine  willkürliche  Constante  vermehren,  wodurch  x, 
wie  es  für  eine  vollständige  Lösung  nöthig  ist,  n  willkürliche  Constanten  erhält. 

10. 

Wir  haben  im  Vorhergehenden  gesehen,  wie  man  durch  die  IntegTation 
eines  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  eine  vollständige  Lösung  einer' 
vorgelegten  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  finden  kann.  Ich 
will  jetzt  zeigen,  vne  man  umgekehrt  aus  irgend  einer  vollständigen  Lösung  die 
vollst-ändigen  Integrale  des  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  ab- 
leiten kann. 

Kennt  man  einen  Ausdruck  von  .i'  durch  ,'Ci,  x,^,  .  .  .,  ,■(„,  mit  -ii  will- 
kürlichen Constanten  a^,  a^,  .  .  .,  a„,  welcher  der  gegebenen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung yi  =  A  Genüge  legtet,  so  bilde  man  die  n— 1  Gleichungen, 
welche  sich  durch  die  Proportion  darstellen  lassen: 

^a^  '   da^  ö«,  Pi'P-^ P^^ 

wo  /^i,  ß^,  ...,  Ä  Tieup  willkürliche  Constanten  seien,  die  aber,  da  nur  ihre 
Verhältnisse  in  Rechnung  kommen,  nur  die  Stelle  von  n — 1  willkürlichen  Con- 
stanten   vertreten.     Führt   man   eine    neue  Grösse  M  ein,  ,so   kann  man  diese 


Hosted  by 


Google 


ZUR  THEORIE  DER  PARTIELLEN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.  111 

Proportion  durch  das  System  von  Grleichungen  ersetzen: 

Durch  diese  Gleichungen  sind  die  /iH-2  Grössen  x,  x^,  x-^,  .  . .,  x„,  M  als  Func- 
tionen von  einer  unter  ihnen  gegeben.     Differentiirt  man  eine  dieser  Gleichungen 
^  +  ßM=0, 

und   setzt  für  /y,  den  ans  dieser  Gleichung  gezogenen  Werth,  so  erhält  man: 

Bj:       dM  d^x      ,  ö'a)      ^  .  d^iü      , 

U  == = ,-;-— l--n--  ^ — nx^-\-—. — =^ — «ic.,H h-ä— ^^ — da-., 

aa.       M  oa.ox^       '        öa.os.^      ^  aa.ox^      " 

oder  wenn  man 

dx    __  d.r    dx 

setzt,  die  Gleichung: 

5i;       dM         öp,    ,  Sp.^    ,  ^K.    , 

U  = iT ■,v-H---s    -dx.-i-^: — dx.,-^ h^^i — <w„. 

da.        M  da.        '         da.        '  da.        " 

Die  gegebene  Differentialgleichung  5p  =  ft  muss,  wenn  man  darin  für  x  seinen 
gegebenen  Werth  und  die  daraus  durch  partielle  Differentiation  nach  Xi,  x^,  . ..,  x„ 
sich  ergebenden  Werthe  von  p,,  p^^,  .  .  .,  p„  setzt,  eine  zwischen  den  Grössen 
X,,  x^,  ...,  x^,  ß,,  «si  ■■■)  ß«>  /(.identisch  stattfindende  Gleichung  werden. 
Nimmt  man  ihre  partielle  Ableitung  nach  «,-,  so  erhält  man: 

d(fi       dx  dgi       dp^         dtfi       dp^  dgi       dp^ 

dx       Ott;  5p|      da.         Bp^      6a.  dp^      da. 

Vergleicht  man  die  zwei  Systeme  von  n  Gleichungen,  welche  sich  aus  dieser 
und  der  vorhergehenden  Gleichung  ergeben,  wenn  man  darin  für  i  seine  Werthe 
1,  2,  ...,  n  setzt,  so  erhält  man  die  Proportion: 

dM      ,        ,  ,  d(f>      d(p       Sw  dui 

m  '         ^  "  dx        dpi       dp.,  öp^^ 

welche  man  auch,  da 

dx  =  p^d,i;^-i-p„die.,-\ \-i>^ih^, 

durch  die  Gleichungen  darstellen  kann: 

dM    __       dip 
~Md^'^~~d^' 
dxj  dffi  dx.,  d(fi  dm  dif 

tlx  dp,  '  da!  dp,,  '     '  ■  "'  dj-  dp^  ' 
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WO  wieder 

p  öq/  dtf                           dff 

'   dp^  '  dp,.                 "  dp^ 

gesetzt  ist.     Dtffereutiirt  man  ferner  die  Gleichung  <p  ^  h  nach  x^,   und  setzt 
in  der  Ableitung 

dpi_  dp. 

so  erhält  man 

d<f             Bff          ögi       dp^  dtp  öp.  dtp       dp^ 

dx.  "''du:           dp^       c*^,  äp^  dx^  dp^      (9.c__  ' 

oder,  wenn  man  in  diese  Gleichung  die  vorhin  erhaltenen  "Wei-the 

(5pj               da!    '        dp.^  da     '                      dp^               dx 
substitiiirt,  die  Gleichung: 

d(f  dtp             dp. 

d.«.  '  •  öj;               dx 

Wir  haben  so  umgekehrt  aus  den  2n  Gleichungen: 

d. 


j        dx    ^  ^dx^^  _       _   dx    o  .  j  . 

'        fifr.     '    dit     da  Pi'l^-j i",.' 


dx     __  dx     dx     

dx^    ~~^'^        dx.^         ^^'     .'  '  ''       öx^         "" 
die  '2n  Differentialgleichungen 

dx.  d<f  dp.  d(p  d(f 

dx  dp.  '  dx  dx.         d.c      ' 

abgeleitet,  und  da  jene  Gleichungen  2n  willkürliche  Constanten,  nämlich  /(,  «,, 
a.2,  .  . .,  a„  und  die  Verhältnisse  von  /y,,  /X,,  . . .,  fi„  enthalten,  so  sind  sie 
zugleich  die  vollständigen  Integi-ale  dieser  Differentialgleichungen. 

11. 
Man  kann  die  letztere  Analysis  auch  aul'  die  allgemeinere  Untersuchung 
ausdehnen,  unter  welche  Pfaf'f  die  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  mit  einbegreift,  und  zeigen,  dass,  wenn  irgend  ein 
System  von  «  Gleichungen  mit  n  willkürlichen  Constanten  gegeben  ist,  welches 
der  Differentialgleichung 

0  =  X^dx^-hX.,dx.^-\ l-^,„(/^s. 

Genüge  leistet,   man  daraus  die  vollständigen   Integrale   des   von  Pfaff  aufge- 
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stellten  und  oben  mitgetheilten  Systems  von  2n-~-l  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen ableiten  kann').  Durch  das  gegebene  System  von  n  Gleichungen 
drücke  man  nämlich  x^,  x^,  ...,  x^  durch  x„^i,  x^^^,  ...,%,  und  durch  die 
n  willkürlichen  Constanten,  die  wir  «,,  a^,  .  .  .,  a„  nennen  wollen,  aus,  und  bilde 
die  Gleichungen: 

Öx,  S.r„  dx 

dx,              öx„  'öm 

Z,^  +  X,-r-'-H H^.  V^+»  =  0, 

'    va.  '   da.  "   Oft.  ^ 


da 


-+X, 


■2  6« 


■+-+-X - 


-  -^Mß^  -- 


in  welchen  /i, ,  ß.,,  ■  ■ -.  ß„  neue  willkürliche  Constanten  sind,  welche  aber  nur 
die  Stelle  von  n  —  1  vert-eten,  da  hier  allein  ihre  Verhältnisse  in  Rechnung  koni'nien, 
so  werden  diese  Gleichungen,  welche  nach  Elimination  der  neu  eingeführten  Grosse 
M  die  Stelle  von  n  —  1  Gleichungen  vertreten,  in  Verbindung  mit  den  gegebenen 
n  Gleichungen  die  vollständigen  Integrale  des  von  Pf  äff  aufgestellten  Systems 
gewöhnlicher  Differentialgleichungen  sein,  mit  2n  —  1  willkürlichen  Constanten, 
nämlich  den  n  willkürlichen  Constanten  «,,  %,  ...,  «„  und  den  n—\.  Verhält- 
nissen de)'  tvillkürlichen  Constanten  ßi,  ß^,  .  .  .,  ß„.  Man  beweist  dieses  Theorem 
wie  folgt: 

Da  die  durch  die  gegebenen  n  Gleichungen  bestimmten  Ausdrücke  von 
Xi,  x.^.  ....  x„  durch  x,,^^,  x^_^.^,  .  .  .,  x.^„  und  die  «  willkürlichen  Constanten 
der  Gleichung 

X,(^*,+  X^rfa;.^H hXj/^s„  =  Ü 

genügen  sollen,  so  muss  man  die  Gleichungen  haben: 


^1 

s^„ 

■+x. 

~i>\7. 

-  +  ■ 

■■+Z. 

a»;,"; 

■'+X.+ 

1  =  '^1 

^, 

Sa,, 

-hX, 

3x, 

-+■ 

■•+x. 

'>", 

■+^.+ 

,,  =  0. 

-+x. 

Sa, 

-+■ 

■■+x 

ö^„ 

-H-^!. 

=  0. 

"",. 

1. 

tieii  ohf 

II  (llitg. 

'theillpn 

Fori 

lelu  ist 

^  ge«cl)i'ii 

..|.c». 
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Man  denke  sich  jetzt  vermittelst  der  n  Gleichungen 

'    da.  '   da.  "    da.  '^' 

die  n-f-l  Grössen  x^^^,  x„_^i,,  . . .,  x^^,  M  durch  eine  von  ihnen,  z.  B.  durch  M, 
ausgedrückt,  wodurch  diese  Grössen  und  daher  auch  x^,  .%,  .  ,  .,  x„  Functionen 
von  M,  von  «,,  «j,  ....  a„  und  von  y^,,  ß^,  .  . .,  /?„  werden.  Die  auf  diese 
Annahme  sich  beziehenden  partiellen  Differentialquotienten  werde  ich  der  Unter- 
scheidung wegen  in  Klammern  einschliessen,  während  die  partiellen  Differentiat- 
quotienten  ohne  Klammem  sich  auf  die  Annahme  beziehen,  dass  ^1,^2,  . . .,  x„ 

!en.     Man 


als  Functionen  von  x,^_^^,  x^_^2,  •  ■  ■•  ^s,,'  «n 

«5,  .  . .,  «„  betracl 

We 

Imt   demnach: 

-.(^)--.(^)- 

■■^-m 

'    da.             ^    da. 

dt 

r          d.v,                   da;,, 

,.+x    '■'■  ]('"■* 

L^) 

^  •  a»i,^,  J  l  s«, 

j 

-^"^](^ 

^) 

..+z   "^-  If '^>- 

_) 

^  ■  a*.  J  \  8«, 

) 

oder 


t  dx,\  (  dx.,  \  (  dx.,    \ 


Difl'erentiirt  man  diese  Gleichung  nach  M,  so  erhält  man: 

(  BX.\(  ÖA>  \      (  dX,\(  dx,\  (  ÖX    \{  S'-x!^\ 

\-d]^)\-dr)^\-m-)\rd^n----^\-3M')\-^^) 


+^.  (iffiä  )+^=  \mkd  +-+^-  y-rnt)  +a 

PJs  folgt  ferner  aus   iler  Gleichung 

wenn  man  alle  Grössen  als  Functionen  von  M  betrachtet: 
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Differentürt  man  diese  Gleichung  nach  «,,  so  erhält  man: 


lax,^|i: 


da,    l'VdM  j^\Sa,    J'\SMj^        ^  V  3«,     )'\3m)        "' 
wodurch  sich  die  obige  Gleichung,    wenn  man  sie  mit  dM  niultiplicirt,   in  fol- 
gende verwandelt: 

f  dx-\  {  da:.,  \  [  dx.^  \ 


dXA 


r  sx,\         I  sx,  \  i  dx.  \ 

Eliminirt  man  aus  dieser  Gleichung  ß^  vermittelst  der  Grleichuiig 


so  erhält  man: 


\  {  3-c,  \  /  ö^,, 

/  '  \   Ö«.  }  ^"  V   OK 


-4^) 

-»M^ 


Setzt  man,  wie  erlaubt  ist,  /?„  ^  1,  so  erhält  man  durch  die  nämliche 
Analysis  ähnliche  Formeln,  wie  für  or,-,  auch  für  dieji  — 1  anderen  willkürlichen 
Constanten  /?,,  /?s,  .  .  .,  Ä_, .     Zuvörderst  hat  man: 


Vöft/^  naft. 


/-da;  \ 


r       o.r,  dx.,  Ose      "I  /  öj'  ^,  \ 

r  h;<:  rl.r.  (JX         "I  /  Öj;    ,  .,  ^ 


^     "+^^ 


,bß.   r    ^  ''"Xdß, 
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Ofier 

Ditt'erentiirt  man  diese  Gleichung  nach  M  and  die  Gleichung 

nach  Ä-  und  zieht  beide  Resultate  von  einander  ab,  so  erhält  man  nach  Miilti- 
plication  mit  dM: 

von  welcher  Gleichung  wir,  um  ihr  dieselbe  Form  mit  der  Gleichung  zu  geben, 
die  wir  in  Bezug  auf  «,.  gefunden  hatten,  die  Gleichung: 

(  dx-\  (  dx.,  \  /  ^,.     . 

mit  --■>-  muitiplieirt,  abziehen  wollen,  wodurch  man 

/  ex,   \  {  dx,  \  {  dx,    \ 

-4^[^(S:-)-^4^)— 44^)]- 

Wir  wollen  in  dieser  Gleichung,  so  \vie  in  dei-  oben  gefundenen  ähnlichen,  auf 
fi.  bezCiglichen,  fftr  die  partiellen  Ableitungen 

ilnv  entwickelten    Werthe 

/  äX^  \  dX.    /  ax^  \        ÖX^   {  dx.^  \  dX,  /■  dx.^^  \ 

\  da     )  dxy     \  da.  }        dte.^    \  da.  )  öu5„^   \  da^    ) ' 

/  dx,  \       äx^  /  dx,  \      ex,  /  a^,  \  öX^,  /  äa,^^  \ 

Väß/  )  ^  '~87,"\dJ~)'^'ö:^\~dß7)'^  ^'~d'«'^^~dii~J 
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setzen,  und  die  Gleichungen  nach  den  Grössen 


ordnen,  so  verwandeln  sie  sich  in  folgende: 
/  Bx,  \  (  dw.,  \ 

(  da!.\  (  Bx.,  \ 


j  ■  ■        ■  ■■     dx  -\ ;; dx    -] h-ä f^o- 


T,  =dX, 

r  ax,          ax. 

-</*,+•■ 

x,<u/ 

M       • 

r,,  =  (jx,. 

r  «ii            ax, 

-d,:,  +  - 

ax,       1 

■■+  a.::  '-4 

X„iO/ 

il 

Multiplieirt  man  diese  Gleichnnfi^en  mit  dx^,  dx.^,  .  .  .,  dx^^,  und  addirt  sie,  so 
heben  sich,  da 

X^dx^-^    X./x.^    H h      X„/Z*^„„  =  0, 

Bx,  sx,  ex^ 

-t: dx^-j--^ dx,-\ h^:, dx,^  =  dX., 

oxj        '        äx.^        '  ax.^^       '"  " 

alle  Tenne  rechtei-  Hand  fort,  wodurch  man  die  Gleichung  eiliält: 

T^d^.^+TJx..-^ \-T^,ß-hn  =  0, 

welche  man  auch  so  schreiben  kann: 

/  dx,  \  1  dx.,  \  [  dx     \ 

da  wir  in  den  voratehenden  Formeln  alle  Grössen  .f,,  x.^,  .  .  .,  x.2^  als  Functionen 
bloss  von  einer  Grösse  M,  und  «,,  a.^,  .  .  .,  cc„,  ß^,  Ä,  .  .  .,  Ä_,  als  Constanten 
betrachten,  was  ich  durch  den  Gebrauch  der  Charakteristik  d  andeute.  Aus 
den  'in  Gleichungen,  nämlich  den  n  Gleichungen 
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/  d,r,^  \  (  da:.,  \  (  Bx,    \ 


CSiT 


den  n  —  1  Gleichungen 

/  Sa!,\  I  die,  \ 

und  der  Gleichung 

folgen  die  2n  Gleichungen 

T,  =  0,     T,  =  Q,    .  .  .,     2;„  =  0, 
welche  mit  den  Pl'affschen  Differentialgleichungen  übereinkommen,  wie  ich  sie 
oben  aufgestellt  habe,   wenn  man  in  ihnen  -^rr-  statt  dN  und  X  ,  .f„„  fiir  X 
X  setzt. 

Dass  man  aas  den  2n  angegebenen  Gleichungen  die  Gleichungen 

T,  =0,    T.,  =  0,    .  .  .,    7;„  =  o 

folgern  kann,  läset  sich,  wie  folgt,  beweisen.  Man  betrachte  gleichzeitig  «i. 
Cg,  .  .  .,  «„,  ßi,  ß'i.  .  .  .,  Ä_i;  M  als  Variabein,  so  wird  durch  die  zwischen 
diesen  Grössen  und  den  2  n  Grössen  x^,  x^,  ....  x^„  aufgestellten  Gleichungen 
keine  Relation  zwischen  diesen  letzteren  allein  gegeben,  sondern  sie  zeigen  nur. 
wie  das  eine  System  von  2n  Variabein  sich  durch  das  andere  System  von 
2«  Variabein  ausdrücken  lässt.  Man  bezeichne  beliebige  Variationen  der  Grössen 
«1,  Sji,  . . .,  x^^  mit  (Tx,,  ^X2,  .  .  ..  äx^„,  die  von  einander  unabhängig  sind,  da 
zwischen  den  Grössen  x^^  x^,  .  .  .,  x^„  selber  keine  Relation  stattfinden  soll. 
Sind  (f«,,  rf«;,,  . .  .,  ^a„,  <)■/?,,  Sfi^,  .  .  .,  dYi„_^,  SM  die  entsprechenden  Variationen 
dei"  Variabehi  ff,,  «g,  ...,  a„,  /i"),  /^g,  .  . .,  /?„_,,  M,  so  hat  man: 

*'*  =  (-Sr)*.+(-^)'«'+-+(l^)*. 

Multiplicirt  man  datier  ilie  2«  Gleichungen,  die  wir  gefunden  haben: 


Hosted  by 


Google 


ZUR  THEORIE  DER  PARTIELLEN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 


-.(|r)-^.(|r)--'«(|:")-» 

äM.  und  addii't  sie,  so 


iider   unabhänmo;e 


respective  mit  tl'«,,  Sr4.^.   .  .  .,  ()'«„,  <^/i^.  liß...   .  .  .,  <yß„_ 

erhält  man : 

T^Sx^+T^Sa!^-\ \-T^Sx^^  =  0, 

welche  Gleichung,    da  (Cxi,  (fxs,  .  .  .,  äx.^„   beliebige,  von 
Variationen  sind,  nicht  anders  bestehen  kann,  als  wenn 

r,  =  0,     Tg  =  0,    .  .  .,     Tj^  =  0, 
was  zu  beweisen  war. 

Dass  man  auf  die  angegebene  Art,  wenn  man  der  G-leichung 

X^dx^-A-X^dx^-\ \-^.^dx^^  =  0 

durch  irgend  ein  System  von  n  Gleichungen  mit  n  willkürlichen  Constanten 
genügen  kann,  immer  auch  die  vollständigen  Integrale  der  von  Pfaff  aufge- 
stellten gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erhält,  lässt  sich  auch  durch  fol- 
gende Betrachtungen  einsehen.  Man  löse  die  n  Gleichungen  nach  den  n  will- 
kürlichen Constanten  auf,  so  dass  sie  die  Fonn  erhalten 
^1=«,,  A^  =  u.^,  .  .  .,  ^„  =  «„, 
wo  «1,  a-i,  . .  .,  a„  die  willkürlichen  Constanten  sind,  und  in  A,,  A.,,  ...,  A„ 
nicht  mehr  vorkommen.     Sollen  diese  Gleichungen  der  Differentialgleichung 

X,dic.-hX,,dx.,-\ )-X.,//^,.„  =  0 
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genügen,  so  muss  es  ■«  Multiplicatoren  f/,,  ü^,  ■  . -,  ü„  geben,  vermittelst 
welcher  identisch 

X/^,  +  X,,(?^^H \-^-2„d^.„  =   ü^dA^^U^dA_^-\ h  (/ 'M, 

wird,  da  der  Ausdruck  linker  Hand  vom  Gleichheitszeichen  verschwinden  soll. 
wenn  -4,,  4^,  . . .,  A^  willkürliche  Constanten  werden.  Denkt  man  sich  x^. 
x^,  .  .  .,  x„  durch  A-t,  A2,  ...,  A„,  a^„+i,  x,,^^,  ....  x^„  ausgedrückt,  so  erhält 
man  hieraus: 

fim,  dw„  dw., 

'  '  ÖA.  2  öA.  -"■  öA. 

Aus  der  von  Pfaff  selber  gegebenen  Änalysis  folgt,  dass,  wenn  man  auf  irgend 
eine  Art  die  Gleichung 

0  =  X^d.T,-^X.^cLc.^-\ i-X.^^dj!_^^ 

in  eine  andere  zwischen  nur  2n  —  1  V^ariabeln  transforrairen  kann,  diese,  will- 
kürlichen Constanten  gleich  gesetzt,  die  vollständigen  Integrale  seiner  gewcihn- 
Hchen  DiflFerentialgleichungen  geben.     Nun  haben  wir  aber 

0  =  X,<^,B,  +  X^<-7^^H HXj/fe,„  =  U^dA,^  U.,dA.^-\ h  UJA,„ 

oder 

U,              P                       ü   , 
0  =  -jj^  dA^+ -^  dA,^-i 1 jj^dA^_^-hdA^, 

welches  eine  Differentialgleichung  zwischen  nm-  ^h  —  1  Variabein 
U.  ü.,  ü. 

A.  ^..  ■  ■;  A,  "tr-   ir^   ■■■'   "^ 

ist.  Diese,  willkürliehen  Gonstanten  gleich  gesetzt,  müssen  daher  die  vollstän- 
digen Integi'ale  des  Pfaf fachen  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 
sein;  sie  kommen  aber  genau  mit  den  2n  —  1  Gleichungen  überein,  wie  ich  sie 
oben  aufgestellt  habe. 

12. 

Ich  habe   oben  bemerkt,    dass  es  in  der  von  Pfaff  zur  Integration   der 
Gleichung 

vorgeschlagenen  Methode  ein  Uebelstand  sei,  dass  man  von  den  nach  einander 
zu  integrirenden  Systemen  gewöhnlicher  Diflerentialgleiehungen  nur  das  erste 
wirklich    aufstellen,     und    für    die    anderen     Systeme    nur    die    Art    angeben 
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kann,  wie  man  sie,  wenn  man  die  vorhergehenden  vollständig  integrirt  hat,  zu 
bilden  hat.  In  der  That  ist  klar,  dass  es  hierdurch  unmöglich  fällt,  das  Ganze 
der  Aufgabe  zu  Übersehen.  Für  den  besonderen  Fall,  welcher  die  Integration 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  giebt,  haben  wir  gesehen, 
dass  die  Integration  des  eisten  dieser  Systeme  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen vollkommen  ausreicht,  und  es  der  Aufstellung  und  Integration 
anderer  Systeme  nicht  weiter  bedarf.  Dieser  besondere  Fall  kann  als  dei'jenige 
bezeichnet  werden,  in  welchem  Von  den  2n  Grössen  Xj,  X2,  . . .,  X^^  eine  Anzahl 
von  n  —  1  gleich  0  ist.     Es  sei  z.  B. 

so  dass  die  zu  integrirende  Gleichung  wird: 


Man  setze: 


X,  X 


so  sind  fi,  Pii  ■  ■  ■,  fn  die  partiellen  Differentialquotienten  von  a:„+, ,  als  Func- 
tion von  Xj,  X2,  .  .  .,  x„  betrachtet,  und  die  Elimination  der  n^l  Grössen 
x„+2,  x„^3,  .  .  .,  X2„  aus  diesen  n  Gleichungen  giebt  die  zu  integi-irende  partielle 
Differentialgleichung.  Ich  will  jetzt  im  Folgenden  zeigen,  dass,  wenn  man  die 
Methode,  welcher  wir  uns  fiir  diesen  besonderen  Fall  bedienten ,  auf  die  allge- 
meine Pfaffsche  Differentialgleichung  anwendet,  man  des  oben  bezeichneten 
Uebelstandes  lödig  werden  kann,  indem  es  dadurch  gelingt,  mit  Leichtigkeit 
alle  zu  integrirenden  Systeme  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  aufzustellen, 
ohne  eines  derselben  wirklich  integrirt  zu  haben. 

Um  hierzu  zu  gelangen,  nehme  man  in  den  Integralen  des  von  Pfaff 
aufgestellten  ersten  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  als  willkürliche 
Constanten  die  Werthe,  welche  x^,  x^,  .  .  .,  x^_i  für  Xs„=0  annehmen,  und 
die  wir  mit  x",  x^,  . .  ,,  ^^_i  bezeichnen  wollen.  Bezeichnet  man  auch  die 
entsprechenden  "Werthe  von  ^1,  X^,  .  . .,  Xg^  mit  X,",  X',  .  .  .,  X^,  so  erhält 
man  Gleichungen  von  "der  Form: 

x^       =.»;     -ha,Ji,  X^  =  X'^ -hw.^^^S„ 
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WO  li,  i^,  .  .  .,  Is„_i,  S-iy  B^i  ■  ■ -,  S'a.i  Functionen  von  x^^,  x^,  xl,  ...,  xl^_i 
sind,  welche  für  x^^  0  nicht  unendlich  werden.  Substituirt  man  diese  Werthe 
von  X-,,  X2,  .  .  .,  x^s-i,  wie  sie  durch  vollständige  Integration  der  von  Pfaff 
aufgestellten  gewöhnlichen  Diffei-entialgleichungen  gefunden  werden,  in  die 
Gleichung: 

indem  man  auch  die  Grössen  x°,  x^,  .  .  .,  ^^Vi  ^^'s  veränderlich  betrachtet,  so 
erhält  man 


wenn  i  eine  der  Zahlen   1,  2,  .  .  ,,  2«  —  1  bedeutet, 


.[x.- 


9|,        „  es. 


5«? 


^33^  H i-^sVi- 


-^  L     '  dx"  '    dx^  '"—^    Om"       J 

Aber  Pfaff  hat  bewiesen,  dass,  wenn  man  vermittelst  vollständiger  Integration 
der  von  ihm  aufgestellten  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  'die  Grössen  Xj, 
Xj,  . .  .,  x^  durch  eine  von  ihnen,  z.  B.  ^s„,  und  durch  die  2n  —  \  willkürlichen 
Constanten  ausdrückt,  und  diese  Werthe  in  den  Ausdruck 

substituirt,   indem    man   die   willkürlichen  Constanten  ebenfalls  als  veränderlich 

beträchtet,  der  CoSfficient  von  dx^„  verschwindet,  und  die  Verhältnisse  der  Coef- 

ficienten    der    Differentiale    der    willkürlichen    Constanten    von    Xi„    unabhängig 

werden.     Da  hieniach 

B  =  i), 

und  die  Verhältnisse  von  £1,  B,^,  .  .  .,  ß.^„_i  von  x.^^   unabhängig  sein  werden, 

so  bleiben  diese  Verhältnisse  ungeändert,  wenn  m  B^,  ß^,  .  .  .,  i?s„_i  man  X5„=  0 

setzt,  wodurch  man  erhält: 

ß, :  B. ; ... :  B,,,_,  =  X° :  A'^  :  ...  i  Z,"„_„ 
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oder,  wenn  man  einen  Multiplicator  M  einführt 

B^  =  MX^,    B^  =  MXl    .  .  .,    ß3„_,  =  MX^^_^ . 
Wir  sehen  also,    dass,    wenn  man  statt  der   Variabein  a;,,  aj^,  ....  Xj„_i,  x.^^  die 
Variahehl  x^,  xl,  . .  .,  xl^_-i,  x^  einfuhrt,  vermittelst  de>'  Gleichungen 

welche  sich  durch  die  vollständige  Integration  der  von  Pf  äff  aufgestellten  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen  ergeben,  die  vorgelegte  Differentialgleichung 

0  =  X^da^+X^da!^~\ ^X^dis^^ 

sich  in  die  Gleichung 

ü  =  X°(hi^-\-X°<h;°-\ H^"„_,(Ä);°^i 

veiivandelt,  oder  in  eine  andere  Differentialgleichung  mit  einer  Variablen  weniger, 
welche  aus  der  gegebenen  Differentialgleichung  erhalten  wird,  wenn  man  in  ihr 
x^^Q  setzt,  und  x\,  xl,  . . .,  a:^_i  für  «1,  x^,  ..-.,  3;2„_i  schreibt.  Die  Inte- 
gration dieser  letzteren  Gleichung  gieht  also  die  Integration  der  vorgelegten ,  wenn 
man  in  ihren  Integralgleichungen  wieder  xl,  xl,  ...,  xl„_i  durch  x^,  .r, ,  ....  x.^^_^ , 
x^  vermittelst  der  angegebenen  Gleichungen  ausdrückt. 

Nacli  der  Pfaffschen  Methode  hat  man  nun  in  der  Gleichung 

0  =  X^,da!^-\-X^da)^-\ \- Xl_^da!^^_^ 

eine  der  Grössen  xl,  xl,  .  .  .,  3;^_i  einer  willkürlichen  Constanten  gleich  zu 
setzen;    es  sei  also 

wo  ß,  eine  willkürliche  Constante.     Die  Differentialgleichung  wird  demnach 

0  =  X^d^l^X^d^l-^ ^K.-^^4n-'v 

wo  in  den  Grössen  X  Ali*  xl„_x  die  Constante  «,  zu  setzen  ist.  Hat  man  diese 
neue  Differentialgleichung  durch  n  —  1  Gleichungen  mit  n — 1  willkürlichen  Con- 
stanten integrirt,   so  füge  man   die  Gleichung 

hinzu,  und  drücke  vermittelst  der  Integralgleichungen  des  ersten  Systems  x\, 
xl,  .  .  .,  xl„_^  durch  x^,  %,  .  . .,  X2„  aus,  so  hat  man  die  n  Gleichungen  mit  n 
willkürlichen  Constanten,  welche  der  vorgelegten  Differentialgleichung 

0  =  X^da:^-\-X^dx^-\ HXj^<fiKj„ 

Genüge  thun. 

16' 
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Man  kann  auf  dieselbe  "Weise  nun  wieder  die  Differentialgleichung,  auf 
welche  die  vorgelegte  reducirt  worden  ist,  auf  eine  andere  mit  zwei  Vai-iabeln 
weniger  reduciren.  Das  zu  diesem  Ende  zu  integrirende  zweite  System  von  Diffe- 
rentialgleichungen erhält  man  aus  dem  ersten,  wenn  man  die  beiden  letzten 
Gleichungen  desselben  fortlässt,  x^^  =  0,  x-i„_i  =  «,  setzt,  und  für  X;,  Xi  schreibt 
x°,  X°.  Man  erhält  dann  2n— 3  gewöhnliche  Differentialgleichungen  zwischen 
den  2n  —  2  Variabein  x%  xl,  ...,  X2„^^.  Als  willkürliche  Constanten  nehme 
man  wieder  die  Werthe  von  Xi,  x^,  .  .  .,  x^^^g  für  xt„_^  =  0,  welche  wir  mit 
3:"",  x^",  . . .,  x^^_i  bezeichnen  wollen,  und  nenne  X";  den  entsprechenden  Werth 
von  Xi,  80  ist  die  Aufgabe  darauf  zurückgeführt,  die  Gleichung 

welche  aus  der  vorgelegten  erhalten  wird,  wenn  man  X2„^X2„_^  =  0,  x^„_,  =«,, 
X5^_3  =  «2  setzt,  wo  «,,  ffj  willkürliche  Constanten  bedeuten,  und  X"",  x""  fiir 
X,  X  schreibt,  durch  n  —  2  Gleichungen  mit  n  —  2  willkürlichen  Constanten  zu 
integriren.     Zu  diesen  füge  man  die  Gleichung 

und  drücke  x"",  x-/,  ....  a:2„%  vermittelst  der  Integralgleichungen  des  zweiten 
Systems  durch  x%  x^,  ,  .  .,  3^"„_s  aus,  ftige  wieder  die  Gleichung 

■^■^i,_i  =  "1 
hinzu,  und  drücke  xl,  x^,  .  .  .,  xl„_^  vermittelst  der  Integralgleichungen  des 
ersten  Systems  durch  x^,  x^,  .  . .,  x^  aus,  so  hat  man  die  n  Integrale  der  vor- 
gelegten Gleichung  mit  n  willkürlichen  Constanten.  Indem  man  auf  diese  "Weise 
fortführt  jede  Differentialgleichung,  auf  welche  man  die  vorgelegte  reducirt  hat, 
dadurch  noch  um  zwei  Vainabeln  zu  verringern,  dass  man  eine  Variable  =0, 
eine  andere  einer  willkürlichen  Constante  gleich  setzt,  kommt  man  zuletzt  auf 
eine  Differentialgleichung  zwischen  nur  zwei  Variabein: 

X^d/Xj-i-X.dj;.^  =  0, 
wo  in  A',,   Aj  zu  setzen  ist  x^^  =  x.,„_.^  =  ■■■  =  x^  =  0,  Xg^^,  =  ß,,  x^„_.^  =  a.y,  ... 

Bezeichnet  man  daher  mit  «, ,  «^ ,  ....  «„  willkürliche  Constanten ,  so 
besteht  das  ganze  Verfahren  zur  Aufstellung  der  verschiedenen  zu  integrirenden 
Systeme  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  im  Folgenden.  In  dem  oben  auf- 
gestellten ersten  Systeme  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  setzt  man  x.,^  =  0, 
x.^„_i  =  «j,   lässt   die    beiden    letzten  Gleichungen  fort,   und  schreibt  x",  X-    für 
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Xi,  Xf,  wodurch  man  das  zweite  System  erhält;  in  diesem  setzt  man  x°„_..,=  0, 
3^2„_s  =  aä,  lässt  wieder  die  beiden ' letzten  Gleichungen  fort,  und  schreibt  x^", 
X;  flir  x^,  Xi,  wodurch  man  das  dritte  System  erhält;  in  diesem  setzt  man 
^2«^  =  0)  3Ta,.5  =  «3,  lässt  wieder  die  beiden  letzten  Grleichungen  fort,  und 
schreibt  x^,  X^  für  a;"",  1^,  wodurch  man  das  vierte  System  von  Differen- 
tialgleichungen erhält,  und  so  fort;  zuletzt  kommt  man  auf  die  Gleichung,  welche 
das  n'*  System  vorstellt, 

xf    dwf    +xf    dxf     =  0. 

Lässt  man  a;"      ,3:^      ,  . . .,  a:^''^^.,  die  "Werthe  bedeuten,  weichein  den  2'm  +  nnte- 

gralen  des  (n—m)""'  Systems  von  Differentialgleichungen  xl         ,xl         , ...,  a;"^^., 

für  a^^+2  =  0  annehmen,  so  geben  die  sämmtlichen  Integralgleichungen  der 
verschiedenen  Systeme,  verbunden  mit  den  Gleichungen 

die  verlangte  Lösung.     Man  kann  nämlich  in  der  letzten  der  n  Gleichungen 


vermittelst  des  Integrals  der  letzten  Differentialgleichung  (des  ri""  Systems)  xl 
durch  3;"  ,  x^  ,  dann  in  den  beiden  letzten  vermittelst  der  drei  Integrale  des 
(n  —  1)""  Systems  a;,  ,  x^  ,  x,  durch  x^  ,  x^  ,  x^  ,  x'^  ,  dann  in  den  drei 
letzten  vermittelst  der  5  Integrale  des  (n  —  S)"*"  Systems  von  Differentialgleichungen 
Xl  ,  x^  ,  «3  ,  Xt  ,  ar,  durch  x,  ,  X2  ,  .  .  .,  x^  ausdrücken,  und  so 
fortfahren,  bis  man  vermittelst  der  Integration  des  ersten  Systems  alles  in  den 
n  Gleichungen  durch  die  ursprünglichen  Variabein  x^,  x^,  ...,  x^  ausgedrückt  hat. 
Wir  haben  gesehen,  dass,  wenn  von  den  2 n  Grössen  X^,  X3,  .  .  .,  X>„ 
eine  Zahl  «  — I  verschwindet,  was  den  Fall  der  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  giebt,  die  Integration  des  ersten  Systems  von  Differentialglei- 
chungen hinreicht.     Wenn  eine  geringere  Zahl  n  —  m  fehlt,  so  dass 

so  braucht  man  das  obige  Verfahren  nur  so  weit  fortzusetzen,  bis  man  die 
vorgelegte  Differentialgleichung  auf  eine  mit  2n  — 2wi  +  2  Variabein  reducirt  hat, 
welche  die  Form  haben  wird: 
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indem  die  Coefficienten  von  dx^      ,  dxl      ,   .  .  .,  <ic„"_„    fehlen.     Die  Integration 
des  m"""  Systems  von  Differentialgleichungen  reicht  hin,  die  «  —  m  +  l  Gleichungen 
zu  finden,  durch  welche  dieser  Differentialgleichung  Genüge  geschieht,  und  man 
braucht  keine  Differentialgleichungen  weiter  zu  integiiren. 
Man  kann  sich  auch  zur  Integration  der  Gleichung 

folgender  Methode  bedienen,  welche  von  der  Pfaffschen  verschieden  ist.  Indem 
man  nur  x^  und  x^  als  Variabein  betrachtet,  kann  man  durch  Integration  einer 
gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  zwei  Variabein 

X,(?d!j+X^rf.«3  =  Udu 
setzen.     Betrachtet  man  auch  x^  und  x^  als  Variabein,  so  erhält  man  hierdurch 

X^dx^-hX.^dx^-hX^dx^-hX^d^^  =  üdu-i-'ü'de^+ü"dx^, 
wo,    wenn  man  u  statt  x^  einführt,    U,    U',    ü"  Functionen  von  ti,   x^,  x^,  x^ 
werden.     Durch  Integi-ation  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
zwischen  drei  Variabein  kann  man,  wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  diesem  Ausdruck 
die  Form  geben 

Udu-\-ü'd.v.^+ü"dic^=  V^dv^+V.ßv.^, 
wodurch  auch 

X^dä:^'\-X./x.^-\'X^dx^-yX^d^^  =   V\dv^-\-V,ßv^. 
Betrachtet- man  noch  x^,  x^  als  Variabehi,  so  erhält  man  hierdurch: 

X^aa:^+X^d^^-\ \-X^d.v^_  =   V^dv^+V-ßv^-^y  dx^^V"  do!^, 

wo,  wenn  man  n,,  v^  statt  x■^,  x^  einfllhrt,  Fj,  F^,  F',  V"  Functionen  von  t\, 
^"si  ^3J  ^4)  ^ä!  ^6  werden.  Dem  vorstehenden  Ausdruck  kann  man  durch  Inte- 
gration einer  partiellen  Differentialgleichung  ei'ster  Ordnung  zwischen  vier  Va- 
riabein die  Form  geben 

V^dv^-V-V.ßv.^-^V'ds;,^-\-V"d.r^  =    Vi\dWj-hVl\dw^^W^dw.^, 
wodurch  auch 

X^dx^-h-X^djj^^ \-X^dXg  =  W^dw^^W^dw^+W^d-w.^, 

LI.  s.  w.  Fährt  man  so  fort,  so  erhält  man,  nachdem  man  zuerst  eine  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  zwei  Variabein,    und   dann 
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hinter  einander  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  3, 
4,  ,  ,  . ,  n  Variabein  integrirt  hat,  zuletzt  durch  Integration  einer  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung erster  Ordnung  zwischen  n-hl  Variabeln  die  verlangten  n  Glei- 
chungen. Da  nach  dem  oben  auseinandergesetzten  Verfahren  eine  partielle 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  k-hl  Variabein  die  Integration 
von  2  k  —  1  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  2^' Va^ 
riabeln  gefordert,  so  sieht  man,  dass  man  nach  dieser  Methode  eben  so  viel  Sy- 
steme gewöhnlicher  Differentialgleichungen  zwischen  gleich  viel  Variabein  zu 
integriren  hat,  wie  nach  der  früheren  Methode.  Wenn  vn  von  den  Grössen 
Xi,  X2,  ...,  Xi„  gleich  0  sind,  so  kann  man  sogleich  bei  diesem  Gange  der 
Operationen  mit  der  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  zwischen  n-i-2  Variabein  anfangen. 
Den  9.  December  1836. 
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NOTE  SUR    L'INTEGRÄTION    DES  EQUÄTIONS    DIFFEREN- 
TIELLES  DE  LA  DYNAMIQüE. 

La  forme  que  Lagrange  a  donnee  aux  equations  diflerentielles  de  la 
dynamique  n'a  servi  jusqu'ici  qu'ä  operer  avec  öl^gance  les  difKreiites  trans- 
formations  dont  ces  equations  sont  suseeptibles,  et  ä  etablir  avec  facilit^  et  dans 
toLite  lern-  etendue  les  lois  generales  de  la  m^canique.  Mais  on  peut  aussi  tirei" 
de  la  meme  forme  an  profit  important  pour  rint^gi'ation  elle-m^me  de  ces 
equations,  ce  qui  me  parait  ajouter  une  nouvelle  branche  h  la  in^canique  ana- 
lytique.  J'en  ai  marqu^  les  traits  foildamentaux  dans  une  communication  faite 
ä  TAcademie  de  Berlin,  le  29.  novembre  passe,  apr^s  avoir  eu  l'honneur  de 
präsenter  ä  votre  illustre  Academie,  il  y  a  environ  une  annee,  un  exemple  propre 
ä  faire  sentir  Tesprit  et  Tutilit^  de  la  nouvelle  m^thode.  Toutes  les  fois  que 
le  principe  de  la  moindre  action  a  lieu,  j'ai  trouve  que  l'on  peut  suivre  une 
teile  marche  dans  Integration  des  equations  du  mouvement  que  chacune  des 
integrales  trouv^es  successivement,  rabalsse  leur  ordre  de  dei(x  unites,  en  ^ga- 
lant toujoui-s  l'ordre  d'un  Systeme  d'equations  differentielles  ordinaires,  au  nombre 
des  constantes  arbitraires  que  comporte  leur  Integration  complete.  La  propo- 
sition  enoncee  a  lieu  aussi  dans  les  cas  oü  la  fonction  dont  les  deriviJes  donnent 
les  composantes  des  forces  agissantes  sur  les  differents  points  materiels,  renferme 
explicitement  le  teinps.  On  trouve,  par  exemple,  dans  le  cas  d'un  point  oblige 
ä  rester  sur  une  surface  donnee  et  soumis  ä  la  seule  action  de  forces  centrales, 
que  Tequation  dlfferentielle  du  second  ordre  de  laquelle  dopend  ce  mouvement, 
se  ramfene  aux  quadratures  äbs  qu'on  en  a  trouve  une  seule  integrale.  Les 
lignes  les  plus  courtes  d'une  surface  rentrent  dans  ce  cas. 

Tout  en  composant  un  memoire  etendu  relatif  a  ces  recherches,  j'ai  ete 
entraine  par  des  questions  sur  la  th^orie  des  nombres,  laquelle  a  toujours  ^t^ 
un  objet  de  predilection  pour  un  grand  nombre  de  geom^tres,  et  ce  ne  sera 
qu'apres  avoir  publik  les  resultats  obtenus  dans  cette  matiere  que  je  reviendrai 
ä  mon  travail  sur  la  dynamique.     En    attendant,   j'ose  presenter  ä  rAcademie 
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la  note  dont  j'ai  parle  ci-dessus  et  qui  vient  d'ötre  imprimee  dans  le  Journal 
de  M.  Grelle. 

Oll  y  troüvera  aussi  de  grands  details  sur  une  d^couverte  que  j'ai  ant^- 
rieurement  aiinonc^e  ä  l'Academie:  Tintegration  compl^te  de  ces  eqiiations  diffe- 
rentlelles  Stabiles  par  Legendre,  desquelles  depend  l'existence  d'un  maximum 
ou  minimum  dans  un  probleme  isopöriinfetre.  La  m^thode  dont  je  me  sers  est 
Line  nouvelle  et  remarquable  application  de  la  fameuse  methode  de  la  Variation 
des  constantes  arbitraires,  et  qui  repose  principalement  sur  ies  propri^t^s  im- 
portantes  des  i^quations  differentielles  lineaires  susceptibles  de  prendre  la  forme 

y'"''   etant    niis    pour    ~^{-  ■     On    parvient  par-lä  a    une   proposition   simple   et 

generale,  et  qui  se  pröte  aisement  aux  applications.  Par  exemple,  si  on  Fap- 
plique  aux  lignes  Ies  plus  courtes  d'une  surface  ferimäe,  partant  d'un  meme 
point,  lesquelles  envelopperont,  en  gen^ral,  une  courbe  formee  par  leurs  inter- 
sections  successlves,  Ton  aura  le  th^oreme  „qu'un  arc  d'une  teile  ligne,  pris 
depuis  le  point  de  d^part  commun  et  termin^  avant  d'avoir  atteint  le  point  de 
son  contact  avec  l'enveloppe  commune,  est  toujours,  sur  la  surface,  le  plus 
court  chemin  entre  ses  deux  termes,  mais  que  cet  arc  ^tant  prolongö  au-delä 
ou  jusqu'au  point  de  contact,  il  ne  sera  entre  ses  deux  termes  ni  le  plus  grand, 
ni  le  plus  court  chemin." 

Je  crois  que  l'on  doit  regarder  le  principe  de  la  moindre  action  comme 
l'un  des  plus  importants  de  la  möcanique.  En  effet,  on  voit  dans  un  memoire 
des  Miscellanea  Taurinensm,  ouvrage  immortel  et  sup^rieur  h,  toufc  eloge, 
Lagrange  jeune  faire  ressortir  d'un  seul  jet  de  ce  principe  la  mecanique  ana- 
lytique  toute  faite.  Celui  des  vitesses  virtuelles  n'a  6t6  appel^  qu'aprfes  coup 
pour  Ies  demonstrations  methodiques  dans  des  travaux  posterieurs.  Pourquoi 
donc  la  mecanique  analytique,  fille  ingrate,  a'-t-elle  voulu  accuser  le  principe 
de  la  moindre  action  comme  inutile?  Si  Ies  travaux  de  M.  Hamilton,  et  Ies 
recherches  dont  j'ai  parlö  ci-dessus,  ajoutent  essentiellement  ä  la  mecanique  ana- 
lytique,  c'est  encore  ä  ce  principe  qu'on  en  sera  redevable. 

II  me  parait  que  le  principe  mentionn^  n'est  pas  prösentö  ordinairement 
d'une  manifere  assez  claire  et  qu'il  est  mßme  impossible  d'en  saisir  le  vrai  sens 
d'apres  la   seule  d^finition    donnee  et    sans  avoir  recours  a  sa    d^monstration. 
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Cela  vient  de  ce  qu'on  oublie  d'ajouter,  dans  la  delinition  möme  du  principe, 
que  80U8  le  signe  de  rintegrale  qui  doit  etre  un  raiiiimum,  l'on  suppose  que 
I'element  da  teraps  soit  eümine  au  moyen  de  l'equation  des  forces  vives.  Cette 
derniere  etant 

i^mds^  =  (U+k)de, 
oü  h  est  la  constante  arbitraire,  ce  n'est  done  pas  l'integrale 

mais  rintegrale 


qui  d'apres  le  principe  de  la  moindre  action  est  un  minimum,  M.  Hamilton 
a  eu  soin  d'en  donner  un  enonce  rigoureux,  de  meine  qu'Euler  dans  sa  Nova 
Methodus,  etc.  Mais  il  y  a  une  objection  un  peu  essentielle  ä  faire  contre  la 
definition  de  ce  principe  teile  qu'elle  a  et^  donnee  par  Lagrange  et  qui  se 
rapporte  aux  mots  maximum  et  minimum.  En  effet,  Ton  prouve  ais^ment  que 
jama^  le  maximum  ne  peut  avoir  lieu;  qu'il  y  a  toujours  minimum  pour  un 
mouvement  resserr6  entre  certaines  limites  et  que,  pass6  ces  limites,  il  n'y  a  ni 
maximum  ni  minimum.  En  appliquant  le  principe  au  mouvement  uniforme 
d'un  point  sur  une  surface,  Lagrange  dit  que  dans  ce  cas  il  y  a  minimum, 
puisque  le  maMmum  ne  peut  pas  avoir  lieu;  Lagrange  a  donc  eru  qu'il  y  avait 
des  cas  oü  le  minimum  devient  maximum.  II  me  paralt  qu'en  changeant  en 
maximum  et  minimum,  dans  les  Miscellanea  Taurinensia  et  dans  ses  travaux 
suivants,  le  mot  minimum  dont  seul  se  sont  toujours  servi  Euler  et  Laplaee, 
Lagrange  a  voulu,  d'une  maniere  succinete  et  ing^nieuse,  censurer  l'opinion 
d'Euler  qui,  par  son  principe,  a  cru  pouvoir  formuler  la  provldence  divine. 
En  effet,  en  admettant  comme  egalement  possible  le  maximum  et  le  minimum, 
si  l'on  continue  a  attribuer  ä  l'integrale  en  question  sa  notion  metaphysique, 
ce  serait  dire  que  la  nature  ferait  agir  ses  forces  avec  la  plus  grande  ou  avec 
la  moindre  sagesse.  Plus  tard,  ni  Lagrange  ni  d'autres  qui  l'ont  suivi,  n'ont 
eu  soin  de  verifier  le  maximum  additionnel.  A  present  la  repr^sentation  d'une 
loi  comme  theoreme  de  maximum  ou  minimum,  perd  de  plus  en  plus  son  ca- 
ractere  physique  ou  metaphysique,  puisqu'on  prouve  que  de  grandes  classes  de 
problemes  analytiques,  par  exemple  ceux  qui  d^pendent  de  l'integration  d'une 
equation  ä  difförences  partielles  du  premier  ordre  entre  un  nombre  quelconque 
de  variables,  sont  susceptibles  d'etre  traduites  en  problemes  isoperimetj'es. 
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Reciproquement,  je  prouve  dans  mon  memoire  que  tous  les  problemes 
des  isoperimetres  dans  lesquels  il  y  a  sous  le  signe  integral  un  nombre  quel- 
cooque  de  fonctions  d'iine  seule  variable  avec  leurs  differentielles  (Tun  ordre 
quelconque,  peuvent  etre  ramencs  ä  l'integration  d'une  equatioti  k  diff^rences 
partielles  du  premier  ordre. 

II  me  serable  que  les  remarques  pr^cedentes  peuvent  contribuer  a  re- 
connaitre  qu'il  n'y  a  aucun  rapprochement,  ni  aucune  sorte  iTharmome  entre  le 
principe  de  la  moindre  action  et  la  loi  de  repos,  comiiie  Ta  cru  Euler  et  mSme 
Lagrange.  Euler,  dans  les  m^moires  de  Berlin,  a  ^te  m^me  de  l'avis  qu'en 
considerant  un  mouvement  infiniment  petit,  il  ^tait  possible  de  d^duire  la  loi 
de  repos  du  principe  de  la  moindre  action,  et  qu'il  n'y  avait  lä  de  difficult^ 
que  pour  demeler  tous  les  infiniment  petita  qui  entrent  dans  la  question.  L'ap- 
parence  d'une  pareille  harmonie  disparait  d^ja  en  grande  partie,  si  l'on  met 
l'integrale  sous  sa  jiiste  forme 

Mais  ce  qui_  parait  prouver  ä  priori  que  le  rapprochement  suggere  par  Euler 
est  impossiblo,  c' est.  que,  d' apres  les  remarques  faites  ci-dessus,  l'integrale  dans 
les  mouvements  infiniment  petits  est  toujours  un  veritable  minimum,  pendant 
que  dans  la  loi  dite  de  repos,  on  peut  avoir  maximum,  minimum,  ou  ni  maximum 
ni  minimum. 

En  finissant,  je  prends  la  libertö  d'extraire  du  travail,  dont  j'ai  parle 
ci-dessus,  les  theoremes  suivants  que  je  crois  Importants. 

T. 
Soient 

d^_  _  ^U_  d^y   _  dU_  d'z   __   oU 

dt'  ax   '  dt''  Ol/   '  dt^  dz 

les  Sn  equations  diiferentielles  du  mouvement  d'un  Systeme  libre;    soit 

iSm(dx^-\-df-\-dz^  =  (  ü-\'h)dt^ 
l'equation   des  forces  vives,   k  etant  la  constante  arbitraire:    !>oit   V  une   Solution 
complete  de  l'equation  a  differences  partielles 

Solution  qui,  outre  une  constante  ajoutee  par  la  simple  addition,  doit  contenir  371^1 
constantes  arbitraires  «,,  a,,,  . . .,  a-^,^_^\  je  dis,  en  premier  Üeu,  que  les  Zn  equations 
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IL  =  3  —  =  ^  ■  ^^'       ^ß        ,     liL=(4.^, 

dans  lesquelles  ßi,  ß^,  .  . .,  Ä«-n  sont  3n  nouvelles  constantes  arbitraires,  seront 
les  integrales  completes  des  equations  differentielles  proposees  avec  Qn  con- 
stantes arbitraires  «i,  cc^,  ...,  ß^,..,,  /?„  ß«,  ■  ■  ■>  A«-i)  ^'  t-  Cela  etant,  stip- 
posons  qne  le  mouvement  eprouve  des  perturbations  et  que  les  Equations  diffe- 
rentielles du  mouvement  trouble  deviennent 

"*  <^t'  dx  dx    ^      ™  df  dy  81/    '     ^  '^'' 

si,  par  les  formules  du  mouvement  priraitif,  on  exprime  la  fonction  12  par  t  et 

les  6n  constantes  arbitraires,  les  differentielles  de  eelles-ci,  fians  le  mouvement 
trouble.  seront 

rfß,  dS2  da.^  SSi  d«,„_,  BS  dh  _         dSi 

~dt~^       ~Sß^'     ~dr^       '8~ß^'     ■  ■  ■'      ~dt         ^       ~^IZ^'       t?(  ~       ~ö^' 

dß^  dSi      dß^  _      dn  dß-i^i  _       da  d-u   _^  da 

~di~~        5«7'     '~dr~  ~  ^ 'öa^  '     '  ■  ■'       dt  ^'^■^„-^  '        dt     ~'         dk 

La  premiere  partie  du  th^oreme  n'est  qu'une  generalisation  facile  d'un  theoreme 
de  M.  Hamilton,  ce  dernier  exigeant  que  les  constantes  arbitraires  soient  pre- 
cis^raent  les  valeurs  initiales  et  finales  des  coordonnees,  et  que  la  fonction  V 
satisfasse  encore  a  une  seconde  öquation  ä  diff^rences  partielles.  La  seconde 
partie  du  theoreme  relative  ä  la  Variation  des  constantes  arbitraires  est  entiere- 
ment  nouvelle.  Je  n'ai  propose  ici,  pour  cause  de  simplieite,  que  le  cas  du 
mouvement  libre,  mais  j'ai  ^tendu  le  theoreme  avec  facilite  au  mouvement  d'un 
Systeme  soumis  ä  des  conditions  quelconques.  On  trouve  au  moyen  de  ce 
theoreme,  par  le  calcul  möme,  des  elements  dont  les  valeurs  differentielles,  dans 
le  mouvement  trouble,  prennent  la  forme  simple  qu'elles  ont  dans  le  theoreme, 
forme  que  je  designe  dans  mon  memoire  sous  !e  nom  de  canoniqtie.  C'est  ce 
qu'on  v^rifie  aisement  dans  le  mouvement  elliptique,  oü  l'int^gration  de  l'equa- 
tion   a  differences  partielles 

(  övy    (  dvy    (  BVV      ,,Y2      n 

conduit  aux  formules  connues  du  mouvement  elliptique  et  en  mSnie  temps  aux 
six  elements  propres  ä  remplir  le  but  propos^,  savoir,  le  grand  axe  inverse, 
la  racine  carree  du  semi-parametre,  le  produit  de  cette  derniere  par  le  Cosinus 
de  l'inclinaison,  la  distance  au  noeud  ascendant,  la  longitude  du  perihelie  et  le 

temps  du  passage  par  le  perihelie. 
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Comrae  on  deduit,  d'une  Solution  coraplete  quelconque  d'ane  equation  a  diffe- 
rences  pai'tielles  du  premier  ordre,  toutes  les  autres  solutions  completes,  le  th^oreme 
que  je  viens  d'eiioncer  donneaussi  la Solution  d'un  autreproblörae interessant,  savoir: 

Etant  donne  un  systfeme  quelconque  d' Clements  entre  lesquels  et  le  temps 
on  a,  dans  le  mouvement  trouble,  un  systörae  d'öquations  differentielles  de  la 
forme  canonique,  trouver  tous  les  autres  systemes  d'elements  qui  jouissent  de 
la  möme  propri^t^, 

La  Solution  de  ce  probleme  est  contenue  dans  le  tlieoreme  analytique  suivant. 

IL 
Soit  donne  le  Systeme  d'equations  differentielles: 

da^    _       BS         da^   _  _  5-^  '^  _  _  ^^^ 

dt     ~^        Sb,    '       dt     ~        db^    '      ■  ■  ■'      "dt     ~       ~äö~' 

~dt  "  ~         5a,    '        dt     ~  "*"  9«,   '      ■   ■   ■ '        dt      ~  "*~  da,,,  ' 
II  ^tant  une  fonction  quelconque  de  t  et  des  variables  «,,  a^,  .  ,  ,,  a,,.,  b^,  b.^,  ....  A„,; 
soient  «i,  ß^,  ■  - -,  «„.!  ßi>  ß^i  •■■7  ßm    ^^  nouvelles  variables    entre  lesquelles 
et  les  pröcedentes  on  a  les  öquations  suivantes: 

^^_      «       iVL_      ß  ^'/'   _      ^ 

^-^-b„     ^  =  -b,,      ...,      4^=^-0   , 
öWj  '         m^  ^  da^^  '" 

tp  etant  une  fonction  quelconque  des  variables  «i,  a^,  .  .  .,  ß^,  «1,  «j,  .  .  ,,  «,„, 
Sans  eontenir  ni  t,  ni  les  autres  variables:  je  dis  que  si  l'on  exprime,  au  moyen 
des  equations  preeedentes,  la  fonction  H  par  t  et  les  nouvelles  variables  «i, 
«2,  ....  «„,,  ß,,  ßi,  ■..,  ßm,  on  aufa  entre  ces  demiferes  des  equations  diffe- 
rentielles, precisement  de  la  m^nie  forme  que  les  proposees,  savoir: 
dff,  dH        da.^  ÖH  da^^  ÖH 

dt     ~        dß~'      dt  " ""  ^''dß^'     ■  ■  ■'       dt     ^  ~^'dß^/ 
dß^  dB        dß^  6  ff  dß,^^  BU 

~dt~^~^'da~^'    ~d^^~^~B^'     ■  ■  ■'     ~dt'^^~da^/ 
On  peilt  döduire  de  ce  theoreme  d'autres  theoremes  moins  generaux,  en  mettant 
i/'  +  AT//i  +  |Mi//2-l-  etc.  au  lieu  de  ip,  et  en  eliminant  les  multiplicateurs  Z,  ju,  etc. 
au  moyen  des  equations  i/»!  ^0,  if^^=  0,  etc.     Les  demonstrations  de  ces  theo- 
remes n'offrent  pas  de  difliculte. 


Hosted  by 


Google 


NEUES  THEOREM  DER  ANALYTISCHEN  MECHANIK 


C.  G.  J.  JACOBI, 

lOF.  0ND  AKADEMIKEH  ZU  BERI 


Monatsberichte  der  Königl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin  vom  Jahre  1838  p.  178  — 18'2. 
Grelle  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  30  p.  117  — 120. 


Hosted  by 


Google 


Hosted  by 


Google 


NEUES  THEOREM  DER  ANALYTISCHEN  MECHANIK. 

In  einer  Abhandlung  von  Encke  im  Berliner  Jahrbuch  für  1837  „über 
die  speciellen  Störungen"  findet  man  die  partiellen  Differentialquotienten  der 
Werthe,  welche  in  der  Theorie  der  elliptischen  Bewegung  eines  Himmelskörpers 
für  seine  Coordinaten  x,  y,  z  und  die  Componenten  seiner  Geschwindigkeit  x' , 
y',  z'  erhalten  werden.  Die  Elemente,  in  Bezug  auf  welche  an  dem  ange- 
führten Orte  die  partiellen  Differentialquotienten  genommen  werden,  sind  die 
halbe  grosse  Axe  a,  der  Werth  e  der  mittleren  Anomalie  für  ^=0,  die  Ex- 
centrieität  e  der  Ellipse,  der  Winkel  <«  zwischen  dem  Perihel  und  dem  auf- 
steigenden Knoten,  der  aufsteigende  Knoten  Sl  der  Ebene  der  Bahn  mit  der 
Ebene  der  x,  y,  die  Neigung  i  der  Ebene  der  Bahn  gegen  dieselbe  Coordinatenebene. 
Da  die  Anzahl  der  partiell  zu  differentiirenden  Aasdrücke,  so  wie  die  Anzahl 
der  Grössen,  nach  welchen  jeder  differentiirt  wird,  sechs  beträgt,  so  wird  man 
im  Ganzen  36  solcher  partiellen  Differentialquotienten  -^— ,  -ä")  etc.  haben, 
welche  S.  305  und  S.  309  der  erwähnten  Abhandlung  übersichtlich  zusammen- 
gestellt sind.  Diese  36  Ausdrücke  werden  gebraucht,  um  die  Cogfficienten  der 
Lagrangeschen  Störungsformeln  zu  bilden,  in  welchen  die  partiellen  Differential- 
quotienten der  Störungsfunction  i2,  in  Bezug  auf  die  Elemente  a,  s,  etc.  ge- 
nommen, durch  die  Differentialquotienten  der  gestörten  Elemente  —j— ,  — =-- ,  etc. 
ausgedrückt  werden.  Man  kann  hieraus  umgekehrt  die  Ausdrücke  der  Grössen 
—=—,  -TT,  etc.  durch  die  partiellen  Differentialquotienten  -^ — ,  -= — ,  etc.  ab- 
leiten. Aber  Poisson  hat  Störungsformeln  gegeben,  durch  welche  man  direct 
diese  Ausdrücke  findet.  Um  in  diesen  letzteren  Störungsformeln  die  Cogfficienten 
zu  bestimmen,  hat  man  die  sechs  Integralgleichungen  der  elliptischen  Bewegung 
nach  den  Grössen  a,  s,  etc.  aufzulösen,  so  dass  diese  Grössen  Functionen  von 
X,  y,  z,  x',  y',  z'  und  von  t  werden,  und  dann  diese  Functionen  nach  x,  y,  z, 
x',  y',  z'  partiell  zu  differentiiren.     Man  wird  auf  diese  "Weise  wieder  36  Aus- 


Hosted  by 


Google 


140  NEUES  THEOREM  DER  ANALYTISCHEN  MECHANIK. 

drücke    -„--, 

Formeln  zusammengesetzt  sind. 

Statt  der  Grössen  a,  «,  etc.  kann  man  beliebige,  aber  von  einander  un- 
abhängige, sechs  Combinationen  derselben  als  Elemente  einführen.  Hat  die 
Zahl  k  dieselbe  Bedeutung  wie  in  der  angeführten  Abhandlung,  d.  h.  ist  F  die 
Grösse  der  anziehenden  Kraft  für  die  Einheit  der  Distanz,  so  will  ich  statt  a 

k^  .         .  ■      ■  ai 

die  Grösse  -r^— ,  statt  s  die  Zeit  des  Perilieliuras  == r-  -s?  statt  e  die  Quadrat- 

2«  '  k 

Wurzel  des  halben  Parameters,  mit  k  raultiplicirt,  oder  die  Grösse  kVaf^i  —  e"^), 

statt  i  die  Grösse  kYp.cosi  als  Elemente  einführen.     Setzt  man 

~      =a,     kVp^ß,    kyf.cosi  =  r, 

ai 
T'^^     '      "'   ^^'-         ^     ^^' 

so  wird  man  leicht  auw  den  Ausdrücken  — ,     ,  ^=^,  etc.  die  partiellen  Differential- 
da         CS  ^ 

,         ds         ,         dy         ,         dz       .      n  e         a 

quotienten  von  x,  y,  z,  x  =  -yr- ,  y   =  -rr ,  ^  =  -jT  ,  i"  Bezug  aul  «,  ß,  y, 

d^ 

leicht  die    36  Ausdrücke  ^s— .   ^A,  etc.  finden.     Aber  wenn  man  diese  neuen, 
ox       öx 

nur  wenig  modificirten,  Elemente  wählt,  und  die  partiellen  Differentialquotienteii  der 

letzteren  Art  mit  den  partiellen  Differentialquotienten  der  ersteren  Art  vergleicht, 

so  wird  man  den  merkwürdigen  Satz  finden,  dass  die  36  partiellen  Differential- 
quotienten -^ ,  -^ ,  etc.  den  36  partiellen  Differentialquotienten  -^ ,  -^ ,  etc.  gleich 
oder  von  ihnen  nur  durch  das  Zeichen  verschieden  sind.     In  dei'  That  hat  man: 

dx  da'  äx  af  8x  dy' 

da               dx'  '  dß               ax'  '  By                dx'  ' 

da;  du  dx  dß  dx  oy 

da'  '~        dx'  '       Sß'  ~"        8x'  '       dy'              dx'  ' 

^^'  —       _^^  _Bx^_        dß^  dx'  _       _dy' 

da                 dx  '  dß                  dx  '  cy                  dx    ' 

dx'                 Sa  dx'  dß  dx'  dy 

da'               dx  '  dß'               dx  '  dy'                dx   '' 

und  ganz  ähnliche  Formeln,   wenn  man  y    und  z  für  x  setzt.     Da  u'   die  Zeit 


«'>  ß\  y'  genommen,    oder  die    36  Ausdrücke  -3—,   -^,  etc.  ableiten  können. 
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des  Periheliums  ist,  so  kommen  in  den  Integralgleicliungen  der  elliptischen  Be- 
wegung die  Grössen  f  und  a'  nur  in  der  Verbindung  i — «'vor:  man  hat  ferner 
zufolge  des  Satzes  von  der  lebendigen  Kraft: 


-^^(^'^'^y-y'-^z'z'). 


Hieraus  folgt: 

dx'   __  dx'    __        d^'x 

da'  dt  dt^    ' 

8a    _  —P_f 

woraus  man  sieht,  dass  die  Gleichung 

dx'   6a 

da'  Sx 

und  die  ähnlichen  in  Bezug  auf  y  und  z  die  Differentialgleichungen  des  Problems 
selber  sind,  die  also  nur  besondere  Formeln  aus  einem  Systeme  ganz  ähnlicher 
sind,  die  aus  den  Integralgleichungen  abgeleitet  werden  können.  Es  giebt  eine 
unendliche  Menge  Systeme  von  Elementen,  die  man  für  a,  ß,  etc.  wählen  kann, 
für  welche  die  obigen  Formeln  ebenfalls  gelten;  alle  diese  Systeme  können  aus 
einer  allgemeinen  Formel  gefunden  werden. 

Ich  habe  das  Beispiel  der  elliptischen  Bewegung  eines  Himmelskörpers 
gewählt,  weil  in  diesem  das  Theorem  durch  die  bekannten  Formeln  ohne  Schwie- 
rigkeit verificirt  werden  kann.  Aber  es  ist  das  für  dieses  Beispiel  aufgestellte 
Theorem  nur  ein  besonderer  Fall  eines  allgemeinen,  welches  für  alle  Probleme 
der  Mechanik  gilt,  in  welchen  das  Princip  der  Erhaltung  der  Summe  der  le- 
bendigen Kräfte  stattfindet,  und  auch  ausserdem  für  den  Fall,  in  welchem  die 
Kräftefunction  ausser  den  Coordinaten  noch  die  Zeit  t  explidte  enthält,  wenn 
man  nämlich  in  den  Lagrangeschen  Formeln  der  Dynamik  Kräftefunction  die- 
jenige Function  nennt,  deren  partielle  Differentialquotienten,  in  Bezug  auf  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  der  Punkte  des  Systems  genommen,  die  auf  diese 
Punkte  in  der  Richtung  der  Coordinatenaxen  wirkenden  Kräfte  geben.  Nach 
einer  allgemeinen  Formel,  welche  eine  willkürliche  Function  involvirt,  kann 
man  immer  solche  Systeme  von  Elementen  finden,  für  die  mit  den  obigen  ganz 
analoge  Formeln  gelten.  Auch  führt  eine  besondere  Methode  der  Integration, 
welche  ich  an  einem  anderen  Orte  mittheilen  werde,  schon  von  selber  auf  ein  solches 
System  von  Elementen.  Wenn  das  System  materieller  Punkte  ganz  frei  ist,  so 
werden  in  allen  mechanischen  Problemen  von  der  bezeichneten  Gattung  die  dem 
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Werthe  ;  ^  0  entsprechenden  Werthe  der  Coordinateii  und  der  nach  den  Co- 
ordinatenaxen  zerlegten  Geschwindigkeiten  der  materiellen  Punkte  ein  der- 
artiges System  von  Elementen.  "Wenn  zwischen  den  n  Punkten  irgend  welche 
Verbindungen  stattfinden,  welche  durch  Zn  —  m  Bedingungsgleichungen  gegeben 
seien,  so  kann  man  die  Position  der  Punkte  immer  durch  m  von  einander  un- 
abhängige Grössen  5i,  q^,  ...,  5„,  bestimmen.  Setzt  man  5/ ^= -—j^  und  drückt 
die  halbe  Summe  der  lebendigen  Ki'äfte  T  durch  q-y,  q^,  . . .,  q^,  q[,  q^^  , . , ,  q'^  aus, 
so  werden  ein  System  von  Elementen  der  genannten  Art  die  dem  t^O  ent- 
sprechenden "\Ve(:the  der  Grössen  q,,  q,,,  ...,  q^  und  der  Grössen 

dT 

Nennt  man  diese  Anfangswerthe  q\.  q^,  ..-,  gl,  pl,  pl,  ...,p1,  so  hat  man  immer: 

^:_ 
^%  ' 

in  welchen  Formeln  jeder  der  beiden  Indices  i  und  x  alle  Werthe  1,  2,  ....  m 
annehmen  kann.  Die  partieUen  Differential quotienten  links  vom  Gleichheits- 
zeichen setzen  voraus,  dass  man  in  die  Integralgleichungen  des  Problems  die 
Grössen  5?  und  pl  als  die  willkürlichen  Constanten  eingeführt  und  diese  Glei- 
chungen dann  nach  den  Grössen  q,  und  p,  aufgelöst  hat,  so  dass  jede  derselben 
eine  Function  von  t  und  von  den  2  m  Grössen  q%  p-  wird.  Umgekehrt  setzen 
die  partiellen  Differentialquotienten  rechts  vom  Gleichheitszeichen  voi'aus,  dass 
man  die  Integralgleichungen  nach  den  Grössen  9",  p"  aufgelöst  hat,  so  dass  jede 
dieser  Grössen  eine  Function  der  Zeit  t  und  der  2  m  Grössen  q^  und  p,  wird. 
Man  sieht  leicht,  dass  man  die  letzteren  Ausdrücke  aus  den  ersteren  bloss  da- 
durch erhalten  kann,  dass  man  g,-  und  q°,  p^  und  pt  mit  einander  vertauscht 
und  — t  statt  t  setzt. 

Für  jedes  System  von  Elementen,  welches  die  im  Vorigen  erwähnte 
Eigenschaft  besitzt,  erhalten  die  Störungsformehi  eine  möglichst  einfache  Gestalt, 
indem  der  Differentialquotient  jedes  gestörten  Elementes,  genommen  nach  der  Zeit, 
einem  einzigen  partiellen  Differentialquotienten  der  Störungsfunction  gleich  wird, 
dessen  Cogfficient  nur  +1  oder — 1  ist,  wie  dies  für  die  Elemente  5,",  jj°. bekannt  is-t. 

Königsberg,  den  21.  November  1838. 
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Comptes  lendas  de  l'Äcademie  des  scieiiees  de  Paris,   t.  XI  p.  529. 
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Lettre  de  C.  0.  J.  Jaeobi  ä  M,  le  President  de  rAcademie  des  sciences  de  Paris.) 


M.  de  Humboldt  vient  de  me  communiquer  un  fragment  d'une  Notice 
biographique  sur  M.  Poisson,  dont  la  lecture  m'a  doiin^  envle  d'adresser  k. 
voLis,  Monsieur,  et  ä  votre  illustre  Acad^mie,  quelques  remarques  sur  la  plus 
profonde  decouverte  de  M.  Poisson,  mais  qui,  je  crois,  n'a  etö  bien  comprise 
ni  par  Lagrange,  ni  par  les  nombreux  geometres  qui  Font  eitee,  ni  par  son 
auteur  lui-mgme.  Le  theoreme  dont  je  parle  me  seinble  etve  le  plus  important 
de  la  mecanique  et  de  cette  partie  du  calcul  integral  qui  s'attache  ä  Integration 
d'un  Systeme  d'equations  differentielles  ordinaires;  toute  fols,  on  ne  le  trouve 
ni  dans  les  Traites  de  calcul  integral,  ni  dans  la  Mecanique  analytique.  Comme 
ce  theoreme  ne  servait  qu'a  etablir  une  autre  proposition  dont  Lagrange' avait 
donne  une  dömonstration  plus  simple,  celui-ci  n'en  parlait  dans  sa  Mecanique 
analytique  que  comme  d'une  preuve  d'une  grande  force  analytique,  Sans  trouver 
n^cessaire  de  le  faire  entrer  dans  cet  ouvrage.  Et  depuis,  tout  le  monde  ne  le 
regardant  que  comme  un  theoreme  auxiliaii-e  remarquable  par  la  difficulte  de 
le  prouver  et  pei-sonne  ne  l'examinant  en  lui-mgme,  ce  theorfeme  vraiment  pro- 
digieux,  et  jusqu'ici  sans  exemple,  est  reste  en  möme  temps  deeouvert  et  Cache. 
Le  theoreme  en  question,  enonce  convenablement,  est  le  suivant: 
^Un  nombre  quelconque  de  poInts  matöriels  etant  tires  par  des  forees 
et  soumis  ä  des  conditions  telles,  que  le  principe  de  la  conservation  des  forces 
vives  ait  Heu,  si  Ton  connait,  outre  l'integrale*)  fournie  par  ce  principe,  deux 
autres  integrales,  on  en  peut  deduire  une  troisieme  il'une  maniere  directe  et 
sans  mßme  employer  des  quadratures." 


•)  Je  nomme  integrale  une  equation  «  =  coiist.  teile  f[ue  sa  ditlerentielle  du  =  0  seit  verlüde  iden- 
tiquement  par  le   aysteme  des  ^quations  differentielles   proposees,   saus   avoir   recouvij  en   aucuue   fa{oii  aux 

equatLons  inti^grales. 
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Ell  poursuivaiit  le  mgme  proe^diJ  oii  pourra  trouver  une  quatrieme, 
une  cinquienie  integrale,  et,  en  genöral,  on  parvieiidra  de  «ette  maniere  ä  de- 
duire  des  deux  integrales  donn^es  toutes  les  integrales,  ou,  ce  qui  revient  au 
mßme,  l'integration  complHe  du  problfeme.  Dans  des  cas  particuliers,  on  re- 
tombera  sur  une  combinaison  des  integrales  döjä  trouv^es,  avant  qu'on  soit  par- 
venu  h.  toutes  les  integrales  du  probleme,  mais  alors  les  deux  integrales  donnees 
jouissent  de  proprietes  particulieres  desquelles  on  peut  tirer  un  autre  profit  pour 
l'integration  des  equations  dynamiques  proposees.  C'est  ce  qu'on  verra  dans 
un  ouvrage  auquel  je  travaille  depuis  plusieurs  annees,  et  dont  peut-6tre  je 
pourrai  bientöt  faire  eommencer  l'impression. 
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DILÜCIDATIONES    DE    AEQUATIONDM    DIFFERENTIALIÜM 

VÜLGARIUM    SYSTEMATIS  EAKÜMQüE  CONNEXIONE  CUM 

AEQUATIONIBUS  DIFFEEENTIALIBUS  PARTIAIJBDS 

LINEARIBUS  PRIMI  ORDINIS. 


Introdiictio  et  Argumentum. 
1. 
CalculamaequatlotiumdifFerentialium  partialium  d'Alembertus  etEulerus 
invenere.  Cuius  priraum  problemata  particularia  quaestionum  physicarum  oblata  oc- 
castone  tractavere.  Mox  vero  Eulerus  Universum  ülum  Calculum  ad  examen  rigo- 
rosum  voeat,  quid  in  singulis  eius  partibus  praestari  possit,  quid  desidefetur  exponit 
eaque  ratione  novam  format  disciplinam.  Cui  ille  fere  totum  Tomum  tertium 
institutionum  Calculi  Integralis  dicavit.  In  'tarn  nova  re  haud  minimum  iinpe- 
dimenti  quaestioni  inerat  de  classificatione  idonea,  quid  pro  primo  quid  pro 
secundo  statuendum  esset,  quid  simplex  quid  complicatius:  nam  ubi  tot  obsta- 
bant  difficultates  inextricabiles,  magnum  habebatur  alias  rediicere  ad  alias,  quae 
licet  et  ipsae  invictae  leviores  tarnen  viderentur.  Eulerus  putabat  non  ordinem 
differentialium  partialium,  quae  aequationes  propositas  ingrediuntur,  genuinum 
classificationis  constituere  "criterium ,  nam  ordinis  secundi  aequatio  physico  pro- 
blemate  oblata  omnium  prima  soluta  erat;  non  gradum  aequationis,  nam  erat 
ei  amplas  aequationum  non  linearium  classes  solvendi  copia,  dum  aequationum 
linearium  vel  primi  ordinis  et  inter  tres  variabiles  solutionem  non  in  potestate 
habebat.  Praetulit  ille  eam  divisionem  tractationis  aequationum  differentialium 
partialium,  quae  e  numero  variabilium  petitur.  Qua  de  re  aequationes  secundi 
et  tertii  ordinis  inter  tres  variabiles  tractavit,  antequam  aequationes  primi  or- 
dinis inter  quatuor  variabiles  aggressus  est,  quas  etsi  lineares  sint  difficiliores 
aestimavit.  Sane  fieri  potest  ut  aliquando  aequationum  differentialium  [jartialium 
altiorum  ordinum  natura  melius  pei-specta  Eulerum  inveniamus  in  hac  re  non 
tarn  a  vero  aberravisse,  siquidem  problematum  solutionem  ad  finem  ducere  pro- 
ponitur  neque  acquiescimus  earum  redüctione  ad  alia  et  ipsa  inextricabilia.     Illo 
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autem  tempore  siciiti  fere  nostro  aequationes  differentiales  partiales  pro  solutis 
habebaiitur,  siinulac  earum  reductio  ad  aequationes  differentiales  vulgares  con- 
tigerit,  et  hoc  quidem  respectu  Eulerianam  classificationem  novimus  valde 
erroneain  esse.  Nam  pro  aeqiiatioiiibus  differentialibus  partialibus  secundi  et 
tertü  ordinis  vel  iiiter  tres  variabiles  eam  reductionem  ad  aequationes  diifereii- 
tiales  vulgares  difficillimam  ac  plerumque  imp'ossibilem  etiam  nunc  reputamus, 
reductio  autem  aequationum  difFerentialium  partialium  primi  ordinis  inter  quem- 
libet  vanabUium  nuinerum  constat.  Quin  etiam,  si  aequatio  differentialis  par- 
ti^lis  primi  ordinis  est  linearis,  eius  reductio  ad  aequationes  differentiales  vul- 
gares hodie  ad  prima  elementa  refertur,  dum  ea  reductio  pro  aequationibus 
differentialibus  pai-tialibus  primi  ordinis  non  linearibus,  quamvis  praestari  possit, 
materies  tarnen  difficilis  et  profunda  censeri  debet.  Quocirca  etiam  hoc  pro 
progressu  in  liac  theoi-ia  habere  debemus,  quod  distinguere  solemus  inter  aequa- 
tiones differentiales  partiales  lineares  et  non  lineares,  quam  distinctionein  in 
Euleriano  Opere  non  invenimus.  Quippe  qui  aequationes  inter  quantitates 
Sz  6z 
^'  ^'  ^'  dx  '  dy 
distinffuebat  numero  harum  quantitatum ,  quem  aequatio  proposita  involvit, 
primum  de  aequationibus  quaerens  solum  alterum  differentiale  implicantibus, 
deinde  de  iis  quaerens  aequationibus,  quae  praeter  utrumque  differentiale  nullam 
vel  unam  vel  duas  vel  omnes  tres  variabiles  x,  y,  z  implicant..  Quarum 
quaestionum  priniam,  secundam,  tertiam  generaliter  absolvit;  quartam  nonnisi 
pro  aequationibus  linearibus  et  quae  ad  eas  revocari  possunt;  quintam  nonnisi 
plurimis  luculentis  exemplis  illustravit.  Generaliter  Eolerus  reductionem  prae- 
stitit,  quoties  ad  aequationem  differentialem  primi  ordinis  inter  duas  variabiles 
fieri  potuit  neque  consideratione  systematis  plurium  aequationum  differentialium 
vulgarium  simultanearum  indigebat.  lila  autem  exempla  ab  eo  ita  exhausta 
esse  videmus,  ut  postea  III.  Lagrange  nonnisi  unum  vere  novuni  addendum 
invcnerit. ') 

111.  Lagrange  {kcad.  Her.  a.  1779  p.  152  —  160)  aequationum  differen- 
tialium partialium  primi  ordinis  linearium  solutionem,  hoc  est  reductionem  ad 
aequationes  differentiales  vulgares,  primum  obiter  et  adumbrata  tantum  demon- 
stratione  dedit.  De  illa  demonstratione  pretiosa.  alio  loco  mihi  agendum  erit. 
Äliam  postea  dedit  demonstrationem  in  Coiimientatione 


•)  Acad.   Berol.  a.  \1T2  pag.  3G6. 
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„Methode  Generale  pour  integrer  les  equations  aux  diffirences  partielles 
et  du  premier  ordre,  lorsque  ces  differences  ne  sont  que  lineaires", 
Acad.  Ber.  a.  1785  p.  174—190*).  Sed  quaeri  possit  quidnam  ea  reductioiie 
altertus  problematis  ad  alterum  lucremur.  Dici  solet,  aequationes  differentiales 
vulgares  per  series  infinitas  integrari  posse,  sed  idem  valet  de  aequationibus 
Ulis  dWFerentialibus  partialibus.  Quae  etiam  melius  per  series  infinitas  directe 
solvuntur,  cum  intervenientibus  aequationibus  diiferentialibus  vulgaribus  post 
earum  integrationem  per  series  infinitas  effectam  insuper  adhuc  resolutiones 
aequationum  molestissimae  vel  eüminationes  inextricabiles  poscantur.  Quid? 
quod  methodus  generalis  aequationes  differentiales  vulgares  per  series  infinitas 
integrandi  serie  Tayloriana  nititur,  series  autem  Tayloriana  ipsa  nil  est  nisi 
aequationis  diff'erentialis  partialis  solutio  per  seriem  infinitam.  Tentando  autem 
per  Multiplicatores  investigandos  integrationem  finito  terminorum  numero  con- 
stantem,  e  contrario  aequationes  differentiales  vulgares  ad  aequationem  differen- 
tialem  partialem  linearem  primi  ordinis  revocantur.  Methodi  porro  particulari 
problemati  soJvendo  idoneae  perinde  ex  ipsius  aequationis  differentialis  partialis 
propositae  indole  atque  ex  aequationibus  differentialibus  vulgaribus -peti  possunt. 
Nee  minus  omnia,  quae  speetant  solutionis  generalis  naturam,  eins  inventionem 
e  solutionibus  particularibus,  simplificationem  per  solutiones  particulares  iam 
inventas,  eadem  facilitate  ex  ipsis  aequationibus  differentialibus  partialibus  con- 
cluduntur,  nullis  aequationibus  dilFerentialibus  vulgaribus  intercurrentibus,  Quod 
non  dico,  ut  insigni  invento  aliquid  detrahatur,  quod  suo  tempore  celeberriinum 


•)  (Jbservat  Cl  Lacroix  {Trmie  du  lakul  diff&enuel  et  da  tuWi  mMgial  2"'f  ^Jiiivn  T  U  p  548), 
quaniYis  III  Lagrange  revocavent  ef  aequationes  differentiales  partialea  pnmi  ordinis  non  lineares  mter  tres 
■vanal-iles  ad  alias  lineares  inter  ijuiluor  et  has  ad  aequationes  differentiales  vulgirea,  leducfionem  tamcti 
aeqnationnm  differentialium  partnlmm  primi  ordims  non  lineaniim  inter  tres  variabiles  ad  aequationes  diffe- 
rentiales vulgares  non  ei  sed  Geometrae  Charpit  tnbuendam  esse  Quod,  qui  leiitum  ingenii  humani  pro- 
ffressum  ignorat,  fai-ile  miran  possit,  nam  qui  utruinque  in^enit  et  J  =  ß  et  B  =  C,  ei  vindicari  posse 
\idetur  imentio  esse  A  —  C  Sed  111  Lagrange  ipse  ilhm  afhrmare  videtur  sententiam  postquam  pmm 
ilteram  inientionim  lam  a  1772,  alteram  a  1779  fecerut  tarnen  a  17ö5  m  Commentatioup  Litafi  pio  re  im- 
poftbibili  habuit,  quod  de  ipaius  inventionibus  tanta  facilitate  demanat  Etenim  i  <.  p  188  lequationem 
.Sz    ^^.Bz ,/r;y-.i.  i.-,-l/,,(ß'_' 


i+x- 


L  +  .|l.„,.^n::rMrT.V.  +  (|l)V(|^, 


in  4U1  A  et  1  thtii  quaslibet  ipsarum  x,  y  z  functiones  desiguant,  generaliter  ait  non  mtegrabilem  esse 
pd  utlam  aiethoJum  coyinlam,  suppouenduio  esse  cosui^O,  nt  linearis  evadat  ideoque  per  methudo'.  ab  eu 
traditas  ad  aequationes  difleientiales  vnlgaies  re\OLan  possit  Si  Commentatio  luveni«  praematura  morte 
abrepti  a  1783  Academiae  Parisieusi  commnnicata  per  tot  discnmina  rerum  adhno  oonsemta  est,  optandum 
est,  ut  C\  Lioui  ilie  eam  in  msigni,  cnius  publicationi  praeest,  Diario  Mathematiro  collocaie  itque  e  soriniis 
ILademicia  lesusLitire  \eht 
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erat  ut  quod  rem  in  aprico  posuit,  de  qua  ipse  Euleriis  desperavit.  Quod 
hie  ab  111.  Lagrange  praestitam  esse  videmus,  id  semper  in  rebus  mathematicis 
summum  erit.  vinculum  atqae  connexionem  invenire  problematum.  Quamquam 
quod  alterius  ad  alterum  reduetioneni  attinet,  modo  illud  ad  hoc  modo  hoc  ad 
illud  revocare  conveniet.  Qua  de  re  mirari  non  debes,  quod  in  hac  Commen- 
tatione,  cum  mihi  disserendum  esset  de  habitu  atque  natura  aequationum,  quibus 
integrantur  aequationum  differentialium  vulgarium  simultanearum  systemata. 
ratius  esse  duxi  ab  aequationibus  differentialibus  partialibus  linearibus  primi 
ordinis  proficisci  harumque  solutioni  contra  Analyticorum  usum  illarum  integra- 
tionem  superstruere.     Qua  in  re  III.  Cauchy  mecum  consentire  videtur. 

In  aequationibus  differentialibus  vulgaribus  simultaneis  plures  variabiles 
pro  earum  unius  functionibus  habentur,  in  aequationibus  differentialibus  partia- 
libus una  variabilis  est  functio  aliarum  plurium  a  se  independentium.  Func- 
tiones  uniuB,  pluriumve  variabilium  independentium  etiam  variahiles  dependentes 
vocamus.'  Aequationes  ab  omnibus  differentialibus  vacuas,  quibus  ahae  varia- 
biles ab  aliis  pendent,  voco  aequationes  finita«.  Quo  facilius  ipso  sermone  intelli- 
gatur,  utrae  innuantur  aequationes  differentiales,  integrari  dixi  aequationes  diffe- 
rentiales  ubi  sunt  vulgares,  sohi  ubi  sunt  partiales.  Ex  aequationibus  integra- 
libus  autem  eas  pro  ceteris  distinxi  iisque  Integralium  nomen  imposui,  quae 
differentiatae  per  aequationes  differentiales  vulgares  propositas  identicae  fiunt, 
nullis  in  auxilium  vocatis  aequationibus  finitis.  Integrationem  functionis  unius 
variabilis,  sicuti  saepius  quamvis  improprie  fit,  appellavi  Qitadraturam.  Diffe- 
rentiale functionis  plurium  variabilium,  quae  inter  differentiandum  omnes  pro 
earum  unius  functionibus  habentur.  difierentiale  compktum  dixi,  quo  distinguatur 
a  differentiali  partiali  sive  unius  respectu  vai'iabilis  ita  sumto,  ut  reliquae  inter 
differentiandum  pro  Constantibus  habeantiir.  Differentiationen!  vulgarem  syni- 
bolo  indicavi 

dum  differentiationi  partiali  syii>bolLuu 

d 
adhibui.  Si  certae  variabilium  independentium  functiones  ipsae  pro  variabilibus 
independentibus  sumuntur  earumque  respectu  differentiationes  partiales  msti- 
tuuntur,  haec  nova  differentialia  partialia  uncis  inclusi,  ut  a  differentialibus  par- 
tialibus variabilium  independentium  propositarum  respectu  sumtis  distinguerentur. 
In  hac  Commetitatione  saepius  de  functionibus  atque  aequationibus  a  se 
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independentibns  senno  est.  De  quibus  haec  adnoto:  Fuiictiones  plurium  varia- 
bilium  a  se  independetites  sunt,  si  nulla  inter  eas  locum  habet  aequatio  identica 
ab  ipsis  variabilibus  vacua,  Si  functiones  plura  implicant  quantitatum  syste- 
mata  a,  ß,,  etc.,  b,  b^,  etc.,  eas  ipsarum  a,  Oi,  etc.  respectu  a  se  independentes 
dico,  si  nulla  inter  functiones  eas  aequatio  extat  identica  ab  omnibus  a,  a,,  etc. 
vacua,  quamvis  quaiititatibus  b,  b^,  etc.  affecta.  Si  habentur  m  functiones  n  quan- 
titatum a,  «i,  etc.  respectu  a  se  independentes,  fieri  debet  n^m,  ac  semper 
e  numero  quantitatum  a,  a^,  etc.  dabuntur  m,  quae  per  reliquas  ipsasque  m  func- 
tiones exprimi  possint,  unde  semper  etiam  loeo  m  quantitatum  a,  «,,  etc.  ipsae 
m  functiones  pro  variabilibus  sumi  possunt  independentibus,  quas  tarnen  m  quan- 
titates  ex  ipsarum  a,  o, ,  etc.  numero  non  semper  ex  arbitrio  eligere  licet.  Aequa- 
tiones  m  inter  n  quantitates  o,  o,,  etc.  propositas  a  se  independentes  dico  eas, 
quaruin  ope  possunt  m  e  quantitatum  o,  «i,  etc.  numero  per  reliquas  quantitates, 
quas  aequationes  implicant,  determinari.  Ex  Ulis  igitur  aequationibus  non  fieri 
potest,  ut  omnes  simul  quantitates  a,  «i,  etc.  eliminentur  atque  aequatio  pro- 
veniat  inter  alias,  quas  aequationes  implicare  possunt,  quantitates  b,  i,,  etc.  ab 
omnibus  a,  <x„  etc.  vacua.  Vide  de  bis  rebus  Comm.  „De  Detenninantibus  fxmc- 
tionalihis"  Diario  Crelliano  Vol.  XXII.  Fase.  IV.  insertam.  (Cf.  T.  III  p.  395 
hujus  editionis.) 

Est  Propositio  gravissima  Calculi  Differentialis ,  functiones  aequationibus 
differentialibus  determinatas  semper  plures  involvere  posse  variabiles  quam 
aequationes  differentiales,  quibus  determinantur.  Quae  variabiles  illis,  quas 
aequationes  differentiales  implicant,  accedentes  vocantur  ab  Analyticis  Constantes 
arbürariae,  Constantes  scilieet,  quia  earum  variabilitatis  in  aequationibus  diffe- 
rentialibus propositis  i-espectus  non  habetur,  atque  arbitrariae,  quippe  quae  ad 
eas  non  pertinent  quantitates  constantes,  quae  ipsas  aequationes  differentiales 
afficiunt  propositas.  Quamlibet  autem  quantitatem  aequationes  differentiales  in- 
gredlentem  pro  Gonstante  habemus  quamvis  alias  variabilem,  cuius  respectu  in 
iis  quidem  aequationibus  nulla  differentiatio  instituitur.  Eiusmodi  Constans  ipsas 
quoque  functiones  per  integrationem  detenninandas  afficit,  sed  quamvis  sit  inde- 
finita,  non  vocabitur  arbitraria,  quia  in  functionibus  quaesitis  ei  non  valor  arbitra- 
rius  sed  idem  ei  valor  suppetit  atque  in  aequationibus  differentialibus  propositis. 

Si  X  variabilium  independentium  x^,  x^,  .  . .,  x„  functio  est,  generalius 
dici  potest,  quantitatum  x,  x^,  ...,  x„  unam  quamlibet  reliquarum  functionem 
esse  seu  inter  omnes  extare  aequationem  /—  0.  Qua  de  re  functionis  x  loeo 
IV.  20 
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quaeri  potest  illa  functio  /,  atque  differentialium  ipsius  x  partialium  loco  intro- 
duci  possunt  functionis  f  differentialia  partiß.lia.  Hac  ratione  ex  aequatione  inter 
variabiles  x,  x,,  ...,  x„  ipsiusque  x  differentialia  partialia  proposita  prodit  alia 
inter  x,  x^,  .  .  .,  x^  atque  functionis  quaesitae  /  differentialia  partialia.  Sed  non 
necessariurn  erit  ut  ea  aequatio  per  se  spectata  locum  habeat,  sed  tantum  opus 
est  ut  valeat,  quoties  inter  X,  x^,  .  .  .,  x^  habetur  aequatio  f=0.  Cui  incom- 
modo  obvenitur  atque  obtinetur  aequatio  differentialis,  quae  nuUa  alia  advocata 
aequatione  finita  locum  habere  debet,  si  ponimus,  functionem  quaesitam  x  in- 
volvere  aliquaro  Constantem  arbitrariam  a,  atque,  aequatione 

■»  =   9('^i,^3,  ■■■>•«„,«) 

ipsius  a  respectu  resoluta,  aequationem  inter  A,  x,,  .  .  .,  x„  quaesitam  exhibemus 
per  f^ct,  ipsa  /'Constante  arbitraria  «  prorsus  vacante.  Ex  aequatione  /"=  or 
sequitur 

_d^ '^,_ 

a.,,  -        af    • 

da! 

quibus  formulis  substitutis  obtinetur  aequatio  transformata.  Quae  cum  ipsain 
a  non  implicet,  etiam  non  advocata  aequatione  f=a  valere  debet.  Nam  hoc 
ut  principium  tenendum  est,  si  m  aequationibus  inter  variabiles  a,  rt, ,  etc.  aliasque 
h,  hl,  etc.  propositis  possint  m  quantitatum  a,  a^,  etc.  per  reliquas  determinari, 
aequationem  aliquam  ob  omnibus  a,  a,,  etc.  vacuam  necessai'io  identicam  esse. 
Nisi  enim  identica  esset,  aequationi  inter  solas  variabiles  i,  h^,  ...  eo  satisiieret, 
quod  aliae  quantitates  a,  a^,  etc.  eam  aequationem  non  afficientes  certis  ipsarum 
b,  bi,  etc.  functionibus  aequantur,  quod  absurdum  est.  Ita  ubi  inter  x,  x^,  ...,  x^ 
atque  functionis  /  differentialia  partialia  locum  habet  aequatio  ex  aequatione 
quidem  f^cc  differentiatione  deducta,  ab  ipsa  auteni  «  vaeua,  ea  identica  esse 
debet;  neque  enim  alicui  inter  solas  x,  a.\,  .  .  .,  x„  relationi  eo  satisfieri  potest, 
quod  earum  variabilium  functio  novae  quantitati  a  aequatur, 

Aequatio  differentialis  partialis  linearis  primi  ordinis  inter  «H-I  variabiles 
x,  .T,,  .  •  .,  x^  forma  gaudet  sequente: 

(1)  x  =  x.i^+x,4^+...+x.-|^, 

designantibus  X,  Jl,,  etc.  ipsarum  ;;;,  :c, ,  .  .  .,  x^  functiones.  Cuius  sokitio  si 
ponitur  dari  aequatione  /=«,  transfonnatur  aequatio  praecedens  in  hanc: 
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cuius  indolem  facilius  persplcere  licet  quam  aequationis  (1).  Semper  ei  aequa- 
tioni  satisfit  ponendo  /=  Constans,  sed  eam  inter  solutiones  iion  refero,  Ex- 
ceptionis  tantum  locus  erit.  si  unica  adest  variabilis  x,  quo  casu   aequatio 

^-« 

solam  habet  solutionem  f^  Constans,  hoc  est  f  vaenam  esse  a  variabili  x,  quaiii- 
vis  alias  implicare  possit  vanabUes,  quae  in  ea  aequatlone  diflferentiali  Constan- 
tium  vicem  gerunt.  Ut  indagetur  natura  solutionis  maxime  generalis,  qua 
aequatio  (2)  gaudere  potest,  proficisci  debemus  a  propositione,  quam,  nisi  ut 
Postulatum  ponere  placet,  per  series  infinitas  demonstrare  licet,  aequationem  (2), 
si  n  >  0.  omnino  aMquaTn  habere  solutionem  praeter  Constantem.  Hoc  uno  pro- 
bato  sive  concesso  demonstrari  potest,  aequationem  (2)  gaudere  n  solutionibus 
a  se  independentibus  iisque  inventis  solutionem  generalem  earum  esse  functionem 
arbitrariam. 

Docet  aequatio  (2),  per  aequationes  quascunque  tinitas,  quae  satisfaciant 
aequationibus  differentialibus  vulgaribus  simultaneis 

(3)  dj^:dx^:.,.:dx^  =  X:X^:...:X^, 
et  pei'  quas  quantitates 

J.t^     4L,  ^/ 

non  infinite  magnae  evadant,  evadere  f  Constanti  aequalem.  Qua  Propositione 
integratio  systematis  aequationum  dilFerentialium  vulgarium  simultanearum  intime 
connectitur  cum  solutione  aequationis  differentialis  partialis  linearis  primi  ordinis, 
Aequando  enim  aequationis  (2)  solutiones  m  a  se  independentes  f^,  /L  ...,  /'„ 
Constantibus  arbitrarÜs  a,,  «j,  .  .  .,  «„,  obtinentur  aequationes 

(4)  /,  =  «,,    /;  =  «,,    .  .  .,    /■„  =  «„, 

quae  sunt  rnaxime  generales,  quibus  aequationes  diiferentiales  vulgares  (3)  inte- 
grare  licet, 

Quamvis  aequationes  (3)  tantum  differentialia  prima  implieent,  ad  earum 
tarnen  formam  revocari  possunt  aequationes  differentiales  vulgares  differentialia 
cuiuscunque  ordinis  implicantes,  ipsa  differentialia  praeter  altissiraa  quaeque  pro 
novis  variabilibuB  dependentibus  introducendo.     Quod  immediate  fit,  si  ita  com- 

20* 
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pai'atae  sunt  aequationes  differentiales  propositae,  ut  dÜferentialla  altissima  sin- 
gula  per  ipsas  variabiles  atque  inferiorum  ordinnm  differentialia  exprimi  possint, 
sive  ut  ex  iis  nuUam  deducere  liceat  aequationem  ab  omnibus  simiil  differen- 
tialibus  altissimls  vaciiam.  Scilicet  quoties  aequationes  differentiales  vulgares 
revocari  possunt  ad  formam  sequentium: 

(5)     -—  =  A,      -^^  =  B,     etc., 
dt"  dt"  ' 

in  quibns  expressiones  A,  B,  etc.  non  altioribus  afficiuntur  ipsarum  x,  y,  etc.  diffe- 
rentialibus  quam  respective  (p  —  1)*°,  (q  —  l)'",  etc.,  earum  locum  tenent  aequa- 
tiones differentiales  primi  ordinis  forma  aequationum  (3)  gaudentes  inter  varia^ 
biles  1+p-i-q-h  etc. 

dd!        d  w  d"^  X  d>j        d'i)  d''~^y 

'  dt  '  dt^  '  '  '  ''  dt"^'  '  '  dt  '  dt'  '  '  '  ''  t/(''"^  ' 
Quarum  aequationes  integrales  inaxime  generales  impHcabunt  Constantes  arbi- 
trarias  j^  +  jH-  etc.  Per  differentiationes  et  eliminationes  aequationes  (5)  in 
alias  transformare  licet,  quibus  eadem  forma  est  sed  aliis  altissimorum  differen- 
tialium  oi-do,  ita  tarnen  ut  altissimorum  ordinum  summa  p-^-q^-^  etc.  immutata 
maneat.  Poterunt  exempli  gratia  aequationes  (5)  in  alias  transfoi-raari,  quarum 
una  est  aequatio  differentialis  (p +  $-!-■■■)"  ordinis  inter  x  et  ?,  reliquis  autem 
ipsae  variabiles  y  etc.  per 

ilx  d''^''-\ 


dt  dt^+'-^ 

exprimuntur.  Dicere  conveniet  eiusmodi  systema  aequationum  differentialium  (ö) 
(p-h(/H — )"  ordinis  esse,  qui  systematis  ordo  idem  erit  atque  numerus  Con- 
stantium  arbitrariarum,  quibus  aequationes  integrales  maxime  generales  afficiuntur. 
Si  aequationes  differentiales  propositae  rion  per  solas  eliminationes  ad  formam 
aequationum  (5)  revocari  possunt,  id  semper  per  differentiationes  advocatas 
praestari  potest.  Quae  quales  fieri  debeant  differentiationes,  sine  magno  negotio 
singulis  casibus  cognoscitur.  Sed  ea  res  per  praecepta  generalia  non  ita  fecile 
absolvi  posse  videtur;  qua  de  re  solutio  generalis  problematis,  systematis  aequa- 
tionum differentialium  vulgarium  simuUanearum  ordinem  determinare,  adhuc  in 
desiderio  est. 

Aequationes  (4),  quibus  systema  aequationum  differentialium  vulgarium  (3) 
integratur,  earum  dicuntur  aequationes  integrales  completae,  quas  videmus  affici 
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n  Constantibus  arbitrariis.  At  si  dicitur,  aequationes  integrales  completas  esse 
eas,  quae  n  Constantes  arbitrarias  involvunt,  tacite  subintelligendiim  est,  non 
posse  Constantes  arbitrarias  ad  minorem  numerum  revocari,  aequationes  idonee 
inter  se  combinando  atque  certas  quasdam  Constantium  arbitrariarum  functiones 
pro  ipsis  Constantibus  arbitrariis  in  aequationibus  transformatis  introducendo. 
Aequationibus  integralibas  completis  sie  definitis,  semper  Constantes  arbitrariae 
per  variabiles  x,  x^,  . .'.,  x„  exprimi  possunt,  sive  m.  coneiliari  potest  forma 
aequationum  (4);  sünul  functiones  /",.  f^,  .  .  .,  /„,  resolutione  aequationum  inte- 
gralium  provenientes ,  solutiones  erunt  a  se  independentes  aequationis  differen- 
tialis  partialis  (2).  Neque  ex  aequationibus  integralibus  completis  deduci  potest 
aequatio  finita  ab  omnibus  Constantibus  arbitrariis  vacua.  Quae  est  magni 
moraenti  propositio;  qnoties  enim  ab  aequationibus  integralibus  completis  pro- 
fecti  ad  talem  pervenimus  aequationem,  tuto  eoncUidere  licet  eam  identicam  esse. 

Est  gravissima  propositio,  quae  ex  antecedentibus  sequitur,  unicum  extare 
aequationum  integralium  completarum  systema,  ex  eoque  provenire  alia  omnia 
aequationum  integralium  systemata,  Constantes  arbitrarias,  quas  involvit,  idonee 
detenninando  seu  per  alias  Constantes  arbitrarias  exprimendo.  Cuius  rei  singu- 
laribus  tantum  casibus  exceptiones  quaedam  obvenire  possunt,  de  quibus  in  hac 
quidem  Commentatione  non  agam.  Propositis  igitur  inter  n-|-l  variabiles 
n  aequationibus  finitis,  ex  bis  quidem  varia  systemata  n  aequationum  differen- 
tialium  vulgarium  primi  ordinis  derivari  possunt  pro  variis  mutationibus ,  quas 
per  ipsas  n  aequationes  finita^  expressiones  di£Ferentiationibus  prodeuntes  subire 
possunt,  atque  varia  illa  aequationum  differentialium  systemata  eomplete  integra- 
buntur  aequationum  fmitarum  systematis  maxime  inter  se  diversis.  Fieri  tamen 
debet,  ut  iJla  aequationum  finitarum  systemata  quamvis  inter  se  diversa  in  ipsas 
aequationes  propositas  simul  omnia  redire  possint,  Constantes  arbitrarias,  quas 
involvunt,  idonee  determinando. 

Cum  n  Constantium  arbitrariarum,  quas  aequationes  integrales  completae 
involvunt,  functiones  n  quaecunque  a  se  independentes  pro  ipsis  Constantibus 
arbitrariis  sumi  possint,  prae  caeteris  memorabilis  est  electio  Constantium  arbi- 
trariarum, quae  variabilium  x,,  x.^,  ...,  x^  aequales  sunt  valoribus  initialibus 
xl,  Xi,  . . . ,  xl,  ipsi  X  =:  x'*  respondentibus.  Proveniunt  ea  ratione  rt  aequationes 
inter  duo -quaecunque  systemata  valorum  simultaneorum  variabilium  x",  Xi,  .. .,  x^ 
atque  x,  x^,  . . .,  x„,  quorum  alterum  si  valores  initiales  appellavimus,  alterum 
valores  finales  vocare  licet.     Aequationibus   integralibus  completis  ita  expressis, 
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in  Linaquaque  aequatlone  quantitates  :r,  x,,  .  .  .,  x„  respective  cum  x'\  .r",  .  . .,  x^ 
commatare  licet,  quippe  qua  commutatione  aut  aequatio  immutata  manebit  aut 
in  aliain  abibit,  quae  et  ipsa  ad  aequationem  integralium  completarum  systema 
pertinet.  Sunt  duae  maxime  formae,  quibus  aequationes  integrales  completae 
proponi  solent,  sive  functiones  solarum  variabilium  exhibentur,  quae  Constan- 
tibus  arbitrarüs  aequales  fiunt,  sive  variabiles  oinnes  per  earum  unam  atque 
Constantes  arbitrarias  exprimuntur.  Molestae  in  genere  requiruntur  eliminationes, 
ut  altera  forma  ex  altera  eruatur.  Quoties  autem  Constantes  arbitrariae  sunt 
ipsi  variabilium  valores  initiales,  omiiino  nuUa  eliminatione  opus  est,  sed  sola 
illa  variabilium  cum  valoribus  earum  initialibus  commutatione  altera  forma  in 
alteram  abit. 

Antecedentibus  supponitur  indeiinitum  mauere  ipsius  x  valorem  .r*,  cui 
variabilium  Xi^  x^,  .  .  .,  x^  valores  initiales  respondent.  Quod  si  ponimus,  im- 
plicant  aequationes  integrales  Constantes  arbitrarias  n-\-l  ideoque  numerum 
unitate  maiorem  quam  completa  integratio  poscit.  Nihil  autem  impedit,  quin 
aequationes  integrales  quemcunque  Constantium  arbitrariarum  numerum  invol- 
vant,  qua«  in  singulis  quidem  aequationibus  nullo  modo  ad  minorem  numerum 
revocare  liceat.  Quamquam  constat,  si  cunctae  simul  considerentur  aequationes 
integrales,  semper  iis  eam  conciliari  posse  formam,  in  qua  Constantes  arbitrariae 
ad  numerum  revoeari  possint  ipsum  n  non  excedentem.  Memoratu  atitem  dignum 
est,  eam  aequationum  integralium  formam,  'qua  variabiles  omnes  per  earum 
unam  exprimuntur,  ita  comparatam  esse,  ut  singulae  aequationes  non  plures 
quam  n  Constantes  arbitrarias  involvant,  vel  si  plures  involvere  videantur,  semper 
eae  ad  numerum  ipso  n  non  maiorem  revoeari  possint.  Expressa  enim  x^  per 
X  et  Constantes  arbitrarias,  sane  patet  Constantium  arbitrariarum  non  fieri  posse 
reductionera  eo,  quod  aliae  quantitates  ar^,  Xf_,  etc.  certis  ipsius  x  et  Constantium 
arbitrariarum  functionibus  aequentur.  Unde  reductio  illa  Constantium  arbitra- 
riarum ad  numerum  ipso  n  non  maiorem,  cum  semper  fieri  possit,  in  singulis 
aequationibus  illis  fieri  debet. 

Haec  Commentatio  plurima  est  in  tractandis  quaestionibus,  quae  sese 
offerunt,  si  ex  aequationum  integralium  numero  una  aliqua  proponitur,  videlicet 
quodnam  Sit  aequationum  integralium  systema  maxime  generale,  ad  quod  ea 
aequatio  pertinere  possit,  quaenam  inter  Constantes  arbitrarias,  quas  systema 
eompletum  involvit,  intercedere  debeant  relationes,  ut  aequatio  illa  si  particu- 
laris  est  obtineatur,  an  Constantes  arbitrarias  involvat  supervacaneas  et  quinam 
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earum  numerus  sit.  Qua  in  re  primum  observari  debet,  ex  una  aequattone 
integral!  proposita  plures  alias  derivari  posse  et  interdam  totum  aequationum 
integraliuin  systema,  ipsam  propositam  differentiando  atque  differentialia  aequa- 
tionum differentialium  propositarum  ope  eliiiiinando,  Nam  datis  aeqnationibus 
differentialibus 

dx:  dx^ : ...  :dx^  ^  X  :  Xj  : ...  :  X^, 

ex  aequatione  integTali  w  =  0  sequitur 

Ex  hac  aequatione  eadem  methodo  tertia  derivari  potest  et  ita  porrü.  Nu- 
merus aequationum,  quae  ea  ratione  obtinenttir,  ipsum  n  non  excedere  debet; 
alioquin  enim  proposita  u  ^  0  non  foret  aequatio  integralis.  Sit  numerus  ille, 
ad  quem  ipsa  quoque  proposita  referatur,  m^n,  ita  ut  e  proposita  non  m  +  1 
derivari  possint  aequationes  a  se  independentes  ideoque  aequationes  finitae,  quae 
obtinentur  differentiando  illas  m  aequationes  et  aequationes  ^differentiales  substi- 
tuendo,  in  ipsas  m  aequationes  redeant.  Quibus  positis  habetur  propositio  in 
hac  re  fundamentalis,  eiusmodi  m  aequationes  in  alias  m  iransformari  posse  inter 
solas  f,,  f;.  . .  .,  f„,   i.  e.  inter  so/as  sohitiones  aequationis  differentialis  partiaKs 

öx  '  ox^  "  üx^ 

Si  aequatio  proposita  non  involvit  Constantes  arbitrarias,  obtinentur  ea  ratione 
m  aequationes  particuiares  inter  Constantes  arbitrarias  «,,  «a,  .  .  .,  «„,  quas  im- 
plieant  aequationes  integrales  completae 

A  =  K,,  /-,  =  «„  .  .  .,  f,=a„,. 
Si  proposita  et  ipsa  Constantes  arbitrarias  /?,,  ß^,  etc.  involvit,  quaeritur  an  ex 
illis  m  aequationibus  Constantes  arbitrariae  yJi,  /ij,  etc.  omnes  eliminari  possint, 
an  numerus  earum  m  per  reliquas  ipsasque  /J,  f^,  ,  . .,  f„  determinetur.  Illud 
usu  venit,  quoties  ipsarum  ß-^  etc.  numerus  ipso  m  minor  est,  sed  etiam  evenire 
potest,  si  ille  numerus  ipsum  m  aut  aequat  aut  adeo  superat.  Ponamus  m  aequa- 
tionibus illis  ipsarum  ß^  etc.  numerum  i^m  determinari  per  aequationes 

(6)    ß,  =  g>„    ß,  =  %,    .  .  .,    (5,  =  9., 
ac    praeterea  obtineri  m—i  aequationes   mter  solas   /i,  f^,  .  .  .,  f„.     Si  i<im, 
erit  proposita  aequatio  integralis  particulai'is  atque  ponendae  erunt  inter  n  Con- 
stantes arbitrarias  «,  etc.   m^-i  relationes   particulares,    ut  proposita  ex  aequa- 
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tionibus  integralibus  completis  obtineatur.  Si  proposita  praeter  ipsas  y?,,  ß^, ...,  ßi 
aliis  afficitur  Constantibus  arbitrariis  ßi^\,  ßi+^,  etc.,  eae  pro  supervacaneis  haberi 
possunt  üsque  salva  generalitate  valores  tribui  possunt  determinati.  Ope  m 
aequationum  integraliuin  inventaruin  expressis 

X,     X^,    .  .  .,    X^_^^ 
per  solas  x,  x,,  . . .,  x„_^,  integrentur  aequationes  differentiales 

dx :  dx^ : ...:  äx^_^^  =  X :  X^: ...:  X^_^ ; 
earum  aequationes  integrales  completae,  implicantes  n — m  Constantes  arbitrai-ias 
novas  ab  ipsis  ßi,  ß^,  etc.  independentes,  una  cum  in  aequationibus  illis  differen- 
tiatione  ex  ipsa  proposita  inventis  constituunt  systema  aequationum  integralium 
maxime  generale,  ad  quod  proposita  pertinere  potest.  Si  i  =  m,  proposita  per- 
tinere  potest  ad  aequationum  integralium  completarum  systema,  et  vice  versa, 
si  proposita  ad  aequationum  integralium  completarum  systema  pertinet,  neces- 
sario  erit  ^' ^  m.  Eo  casu  functiones  (p^,  (p^,  . . .,  <p„„  per  formulas  (6)  in- 
ventae,  solutioiies  Sunt  aequationis  diiFerentialis  partialis  (2) 


ax  '  ax. 


-^-?-+^,^+-+^.-ä---  =  0- 


Unde  si  ex  aequationum  integralium  completarum  systemate  vel  una  tantum 
aequatio  quaecunque  datur,  ex  ea  nisi  aequationis  differentialis  partialis  solutio 
generalis,  semper  tarnen  una  pluresve  solutwnes  particulares  peti  possunt.  Si 
aequatio  proposita  ea  est,  qua  variabilium  functio  aliqua  a  Constantibus  arbi- 
trariis  vacua  per  unam  variabilium  exprimitur,  nullis  ea  afficitur  Constantibus 
arbitrariis  supervacaneis.  Si  eiusmodi  aequatio  e  numero  aequationum  inte- 
gralium completarum  petita  est,  ex  ea  tot  derivari  possunt  aequationes  inte- 
grales, quot  eam  Constantes  arbitrame  afficiunt,  totidemque  habentur  aequa- 
tionis differentialis  partialis  (2)  solutiones.  Neque  uUus  est  Constantium  arbi- 
trariarura  supervaeanearum  usus,  quippe  quae  si  adsunt  inservire  possunt  novis 
aequationibus  integralibus  inveniendis,  ad  quas  methodo  tradita  per  solam  diffe- 
rentiationem  propositae  iteratam  non  pervenitur.  Ponamus  propositam  u  ^=  0 
ad  aequationes  integrales  completas  pertinere  atque  involvere  Constantes  arbi- 
trarias  ßi,  ß^,  .  .  .,  Ä+i,  quarum  una  supei-vacanea,  ex  ea  deduci  potest  baec 
altera  aequatio  integralis: 

,_,  du  öu  du 
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in  qua  y,,  y^,  etc.  sunt  quantitates  constantes.  Si  plures  quam  n-f-1  Constantes 
arbitrariae  aequationem  propositam  afficiunt,  eiusmodi  dabuntur  aequationes  pro 
quibuslibet  n  +  1  ex  earum  numero;  e  quibus  deinde  eodem  modo  aliae  com- 
plures  deduei  possunt.  Si  Constantes  arbitrariae,  quibus  proposita  ti  =  0  affi- 
citur,  sunt  variabilium  valores  initiales  x",  x^,  ...,  x^,  quarum  una  supervacanea, 
habetur  nova  aequatio  integralis 

,,  du         „0  du  „0  du 

designantibus  X",  X",  etc.  quantitatum  X,  X,,  etc.  valores  initiales. 

Proposito  systemate  m  aequationum  finitarum  ita  comparato,  ut,  aeqna- 
tionibus  differentiatis  eliminatisque  differentialibus  ope  aequationum 

dx:dx^:...:die^  ^  X  :  X^z ...  :  X^, 
aliae  non  proveniant  aequationes  finitae,  nisi  quae  in  propositas  redeunt  seu 
earum  combinatione  obtinentur:  extat  proprium  aequationum  diflferentialium  par- 
tialium  systema,  cuius  solulio  aequationibus  illis  continetur.  Habeatur  una 
aequatio,  e  qua  ratione  indicata  non  alia  nova  derivari  possit,  eius  ope  expressa 
X  per  X,,  Xii;  .  .  .,  x^,  valebit  aequatio  diflferentialis  partialis 

proponantur  7n  aequationes,    e  quibus  dicta  ratione    aliae  novae   non    deiivari 
earum    ope    expressis    x,    x,,    ,  .  .,   x^_^    per    reliquas    vai-iabiles    x„,, 
.  .  .,  x^,  valebunt  m  aequationes  differentiales  partiales  simultaneae 

8^ 


(9) 


dx,  8x,  dx, 

-^ hX, , ,  ^ } f-X  -^ 

Ox  "'+'  da:  "     dx 


dx     ,                    8x     ,  8a: 

,  ^^^^  +-X_,  ^^^  H \-X^  --^ 


si  habentur  n  aequationes  finitae,  e  quibus  dicta  methodo  non  (n  +  l)'=  obtineri 
possit  aequatio,  ex  üs  sequuntur  ipsae  aequationes  differentiales  vulgares  pro- 
positae 


=  X—^,    X-  =  X—i~,     .  .  .,     X  =x~^ 
da  ''  dx  '1  j^g. 


21 
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Vice  versa  solutio  maxime  generalis  aeqiiationum  differentialium  partialium  si- 
multanearum  (9)  continetur  eiusmodi  m  aequationibus  quibuscunque.  Quae  ob- 
tinentur,  inter  functiones  f^,  f^,  ..  .,  f„  ponendo  m  aequationes  arbitrarias. 

Problema  inveniendi  fLinctionem   f,   quae    satisfaciat   aequationi  differen- 
tiäli  partiali 

xJ>f+x,41-+...+x^f=o, 

etiam  sie  propoiii  potest,  ut  iiidagentur  n  Multiplicatores 

jv;,   m,,   .  .  .,   3/ , 

qui  expressionem 

f  X  dx  I  [  X-dx  \  f  X  dx  \ 

K\^i ^j  +  ^l^ap^ ^1"' ^^-.T'^" ^J 

integrabilem  reddant.  Quod  pro  tribus  quidem  variabilibus  iam  Eulerus  ob- 
ser\'avit.     Ut  expressio  eiusmodi 

Mdx-\-M^djc^-\-  M,dx^-\ \-M^dji^ 

sit  integrabilis,  fieri  debet  pro  indicum  i  et  k  valoribus  0,    1,  2.  ,  .  .,  n: 
SM  BM. 

Quae  aequationes  conditionales  numero  — ^^-^ — ~  si  locum  habent,  ipsum  ex- 
pressionis  integrale  /invenitar  per  n  Quadraturas,  idque  varüs  methodis  fieri  potest. 
Sive  enim  Quadraturae  illae  seorsim  institui  possunt,  sive  aliae  post  alias,  ita 
ut  quaelibet  antecedentes  iam  transactas  supponat.  Posterior  methodus  minus 
commoda  pro  tribus  quidem  variabilibus  in  libris  elementaribus  circumferri  seiet. 
Determinata  M  per  aequationem 

M  =  —^\XJi^^X,M.^-i \-XJQ, 

cum  satisfaeiendum  sit  omnibus  aequationibus  (10),  problema  videtur  super- 
determinatum,  quia  functiones  /(  satisfacere  debent  — ~= — -  eonditionibus.  Sed 
in  auxilium  venit  aequatio  identica 

(  8M^  BM^  I  f  dM^  dM.  -.  f  oM  "  01%  I 
,,  ,^  l  dx,  Bji.  i  t  da:.  dx,  J  l  dx,  8x.  J 
^11)    hr. ^ ^3- '—  +  ^^^. '—  =  0, 
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quae  docet,  ubi  identiee  fiat 

dM,         SM, 

Sil 

dM, 

dX^                                 ÖVC; 

=  0, 

a^, 

-ä^ 

expressionem 

dM, 

dM, 

variabili  Xi  vacare  ideoque  geiieraliter  evanescere,  si  demonstratum  sit,  eam 
evanescere  tributo  ipsi  Xi  valore  particulari.  Qua  re  fieri  posse,  ut  omnibus 
conditionibus  (10)  per  n  fanctiones  My,  M^,  .  . .,  M„  idonee  determinatas  satis- 
fiat,  per  series  infinitas  demonstravi,  in  quas  Multipiicatores  propositos  evolvi. 
Pauca  sub  finem  adieci  de  transformatione  systematis  aequationum  diffe- 
rentialium  vulgarium 

dx:dxy:...:dx^  =  X  :  X^:  ...  :  X^ 
in  unieain  aequationem  differentialem  n"   ordinis  inter  duas  variabiles.     Ex  ar- 
bitrio  sumtis  duabus  l'unctionibus  M   et  v,   positoque   pro   qualibet  fhnctione    ü 

formetur  series  expressioniim 

W '       .    w  •  ■  ■  ■'   °   -     w    ■ 

Exprimatur  (('"'  per  n-t-1  quantitates 
ope  aequationis 

valebit  pro  quaeuiique  fonctione  f  fonnula 


Unde  aequatio  differentialis  partiaüs 

xf+x,|f 

transformari  poterit  in  lianc: 

5?)  du  du' 


-K-^—  =  0 


(.-.)  df 

21' 

Hosted  by 


Google 


164         DILUCIDATIONES  DE  AEQUATIOXUM  ÜIFFERENTIALIÜM  VULGARIUM  SYSTEMATIS. 

in  qua  expressiones  in  differentialia  functioiiis  quaesitae  ductae  sunt  ipsae  vari- 
abiles  praeter  Coefficentem  primum  et  ultimum,  quoruni  Üle  unitas,  hie  data 
omnium  variabilium  functio  est.  Per  easdem  formulas,  si  aequationis  differen- 
tialis  partialis  loco  proponis  systema  aequationum  differentialium  vulgarium  in- 
time cum  ea  connexum,  aequationes  differentiales  vulgares  siraultaneae 

dx :  dx^ ;  dx.  :  ...:  dx^  =  X  :  X^ :  X^  : ... :  X^ 
redeunt  in  has: 

dv.du:du'  ■....■.dj-""-'  :du'-''~^^  =  \:u'  -.u"  :  ... :  m'"^'' :  fl, 
quibus  substitui  unica  j^otest  aequatio   diff'erentialis  n"  ordinis  Inter  duas  varia- 
biles  u  et  v: 

d"u    f  du       d'u  d'^~\\ 

de"    ~       \'  "'    do  '    rfü^  '  ■■"'    f/„»-i  }' 

Quarum  rarior  usus  est  transformationum  propter_  eliminationes,  qiiae  requi- 
runtur  inextricabiles,  qua  de  re  in  hac  Commentatione  formam  systemutis  aequa- 
tionum difFerentialium  vulgarium  primi  ordinis  conservare  praetuH,  qua  nuper 
etiam  III.  Oaucliy  usus  est  in  variis  ea  de  re  scriptis  partim  lapide  partim 
typis  expressis. 

De  aequationibus  differentialibus  partialibus  linearihus 
primi  ordinis. 
2. 
Vocatur  aequatio  diiFerentialis   partialis,    quae  est  inter  functionem  plu- 
rium    variabilium    independentium   quaesitam,    ipsas  illas  variabiles  et  differen- 
tialia   partialia    functionis    illarum  respectu  variabilium  sumta,     Quae   differen- 
tialia partialia,  si  non  altioris   quam  primi  ordinis  sunt,  aequatio  differentialia 
partialis    primi    ordinis  esse  dieitur.     Ac   vocatur  linearis,   quoties  in   ea  diffe- 
rentialia partialia  dimensionem   primam   non  transcendunt.     Si,  igitur  x  functio 
quaesita  n  variabUium  independentium 


aequatio  differentialis  partialis  primi  ordinis  maxima  generalis  hac  fomia  gaudet: 

dx  Bx  dx    \ 


m  0- 


dx.   '      dx„  '  '  ' ' '     dx 


Quae  aequatio,  si  linearis  est,  gaudebit  forma  sequente: 
(2)     X=xJj+X,i^+...+^* 


dx 
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in   qua  aequatione    sunt    X,   X,,    etc.    datae   ipsarum  x,  x^,  ....  x^  functiones 
quaecunque. 

Variabilium  independentium  unamquamque  pro  dependente  sumere  licet, 
dum  dependens  sive  functio  quaesita  independentium  numero  accedit.  Nam  si 
X  ipsarum  x^,  x^,  . . .,  x„  functio  est,  generalius  dici  potest,  ipsarum  x,  a;,,  . . .,  x^ 
quamlibet  reliquarum  esse  functionem.  Quoties  enim  x  ipsarum  x^,  x^,  etc.  functio 
est,  cei-ta  aequatio  locum  habebit  inter  quantitates  x,  x-i,  x^,  etc.,  quarum  üna 
quaelibet  si  pro  incognita  sumitur  eiusque  respectu  aequatio  resolvitur,  ea  va- 
riabilis  per  reliquas  expressa  pvodibit.  Ut  eniantur  inutationes,  quas  formulae 
differentiales  subire  debent  introducendo  ipsius  x  loeo  aiiam  variabilem  x,  pro 
dependente,  aequationem 

dx    =    -= dx.-h-T: d.C^-\ h    2—  <£b„ 


-V-    -a.f.  ^=  ü.e Fi — dx, ;; — (M„ s — dx^, 

oraisso  in  dextra  aequationis  parte  termino  per  d^c^  inultiplicato.     Hac  foi'muia 
cum  sequente  comparata 


dx.              äx,               da.                       dx. 

dx.  =  -^  dx-\- ^r— dx,-i- -^ — dx-\ 1 — ^ — c 

tix              öx^       ^       dx^       ■'               dx^ 

in  qua 

Xi  pro  variabili  dependente  habetur,  obtinetur 

3x.              1            .          dx               1 
^  ^      dx            dx    '    ^'''^     6x.           dx.    ' 

porro  i 

;i  Xf.  variabilium  quamcunque  praeter  x  et  x^  designat, 

dx 
Sx.                  "dx, 

(4)  -d'  -    dJ  ' 

unde  e  (3) 

Formulae  (3)  et  (Ö)  in  aequationibus  (1)  vel  (2)  substituendae  sunt,  ut  transforraentur 


Sw. 
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in  alias,  in  quibus  x,-  variabilis  dependens  fit,  dum  x  variabilibus  indepen- 
dentibus  accedit. 

Aequationem  (2)  sie  exhibeamus: 

A..T. —   A  —  A,  -=- — - — A    -= — ~ — ••■ — Ji 

dx^  ■■  ax^  ^  o-x„  "  öx 

oniisso  in  dextra  aequationis  parte  termino  in  X,  ducto.  Si  in  aequatione 
praeeedente  substituuntur  formulae  (3),  (5),  atque  per  -^-^  multipiicatio  insti- 
tuitur,  prodit 

X  =  X-^  +  X,-p—{ \-X^-^, 

omisso  rursus  in  dextra  aequationis  parte  termino  in  X^  dncto.  Hino  in 
aequatione  lineari  proposita  (2)  quamlibet  variabilium  x,  a:,,  .  .  .,  x^  Permu- 
tationem  facere  licet,  dummodo  quantitates  X,  X,,  . . .,  X^  simili  ratione  inter 

se  permutantur. 

3. 

Variabilium  numerum  independentium  unitate  augendo  aequatio  diffe- 
rentialis  partialis  primi  ordinis  quaecunque  commutari  potest  in  allam,  quam 
funetio  quaesita  non  ipsa  ingreditur,  sed  tantum  praeter  variabiles  independentes 
differentialia  functionis  quaesitae  partialia,  quae  pon^o  aequatio  horum  respectn 
differentialium  partialium  homogenea  est.  Supponamus  enim  aequationis  (1)  §.  pr. 
solutionem  x  unam  saltem  involvere  Constantem  arbitrariain  a,  hoc  est,  si  placet, 
novam  variabilem  independentem,  quae  in  differentiationibus  ipsius  x  singularum 
.Ti,  x^,  .  . .,  x^  respectu  instituendis  pro  Constante  habetur  et  quae  in  ipsa  aequa- 
tione proposita  non  invenitur.  Statuendo  x  ipsarum  a^i,  x^,  .  .  .,  x„,  «  func- 
tionem  esse,  etiam  a  pro  ipsarum  x,  ar,,  x^,  .  .  .,  x„  funetione  habere  licet 

(1)    «  =  /(*,  ^„^„...,^J, 
et  vice  versa,  hac  funetione  /  cognita,  per  resolutionem  aequationis  (1)   obtines 
functionem  quaesitam  x.     Quaeramus  igitur  illam  functionem  f,  eamque  ut  func- 
tionem  ineognitam  in  aequatione  differentiali   proposita  (1)  §.  pr.  introducamus. 

Cum  in  forraandis  differentialibus  -^ — ,  -= — ,  etc.    habeatur   k  pro  Constante, 
fit,  differentiando  aequationem  (l)  ipsius  x^  respectu, 
bx      dx  dx,   ' 
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dx  Sa. 


(2)     -.—  — ^^ 


vel  adhibendo  Lagrangianara  notationem 

Substituendo  ipsarum  -7=^ — ,  -3 — ,  etc.  expressiones,  quas  formula  praecedens 
suppeditat,  abit  aequatio  (1)  §.  pr.  in  hanc: 

0)  0  =  F[.,  .„  ...,  ..,  —^,  "T^f  ■••■  -7W)- 

In  hac  aequatione  est  /  functio  quaesita,  dum  x  variabilibiis  accedit  indepen- 
dentibus,  quarum  igitur  oamerus  umtäte  maior  fit  quam  in  aequatione  propoSita; 
porro  aequatio  (3)  ipsam  quaesitam  funetionem  f  non  continet,  sed  praeter  va- 
riabiles  independentes  x,  x^,  .  .  .,  x„  sola  ipsius  f  differentialia  partlalia  f'(x\ 
f'(xd'  ^^'^■i  denique  aequatio  (3)  horum  differentialium  partialium  respectu  est 
homogenea,  ut  quam  solae  rationes  ingrediuntur,  quas  differentialia  illa  partialia 
inter  se  tenent. 

Si  ipsa  aequatio  proposita  (1)  differentialium  -^ — ,  -^ — ,   etc.   respectu 

homogenea  est,  non  aucto  variabilium  numero  aequatio  proposita  in  aliam  mu- 
tari  potest  ab  ipsa  funetione  quaesita  vaeuam.  Videlicet  eiusmodi  aequationem 
homogeneam  ita  exhibere  licet,  ut  praeter  variables  dependentem  et  indepen- 
dentes solummodo  ülorum  diiFerentialium  partialium  per  eorum  unum  divisorum 


Quotientem 

öj:.  u.V. 

dx        ""       df       ' 

unde  aequatio  proposita  per  transformationem  adhibitam  non  subit  mutationera 
aliam,  nisi  quod  cuique    düFerentiali  partiali  -^^ —  substituatur  functionis  /'  dif- 
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ferentiale  eiusdem  variabilis  respectu  sunitum  -5—  ■  Hinc  aequatio  tfansformata 
tt  ipsa  differentialium  -J -  ,  -J—<  ■  ■  .,  -J—  respectu  fit  hoino";enea,  a  diffe- 
rentiali  -J—  autem  prorsus  imniunis.  Sed  est  principium  generale  bene  teneiidum, 
in  solvendis  aequationlbus  differentialibus  partialibus  propositis,  quas  differentialia 
certae  respectu  variabilis  independentis  suinta  non  ingrediantur,  eam  variabilem 
vices  Constantis  indeterminatae  agere.  Etenim  in  differentiationibus  aliarum 
respectu  variabilium  instituendis  ea  quantitas  pro  Constante  habenda  est;  unde 
si  ipsius  respectu  non  differentiatur,   ea  omnino  Constans  est.     Secundum  hoc 

principium  antecedentibus  in  solvenda  aequatione  transformata  differentiale  —^^ — ■ 
non  implicante  ipsa  x,  quae  variabilibus  independentibus  aecedebat,  Constantis 
vicem  gerit,  neque  igitur  variabilium  independentium  numerus  augetur. 

ünde  aequatio  differentialis  partialis  primi  ordinis,  differentialium  func- 
tionis  quaesitae  partialium  respectu  homogenea  et  quam  ipsa  quoque  functio 
quaesita  ingreditur,  ad  aliam  revocari  potest,  in  qua  ipsius  quaesitae  functionis 
loco  quantitas  constans  posita  est.  Nam  secundum  antecedentia  ipsa  x  pro 
Constante  habita  et  ipsorura  -^ —  loco  substitutis  alius  functionis  /  differentia- 
libus    -      ,    si   solvitur    aequatio   et    solutio    proveniens   /' Constanti    arbitrariae 

aequatur,  ea  aequatione  functio  quaesita  x  deterininatur. 
In  aequatione 


substituaraus  formulas  (2);   multiplicatione  per  -^ — -  facta  prodit 

(5)     0.=  X-|-+Z,4i-+X,-|-  +  ...+Z.-|^. 

Sub  hac  forma  aequationes  differentiales  partiales  lineares  primi  ordinis  tractabo, 
quas  ad  eam  vidimus  revocari  posse  omnes.  Quae  forma  earum  indoli  perscrutandae 
atque  nexui,  qui  eas  inter  aequationes  differentiales  vulgares  intercedit,  perspi- 
ciendo  optime  se  accommodat.  Quamquam  autem  aequatio  (4)  numero  varia- 
bilium eonstat  unitate  minore,  observandum  est,  plerumque  in  quaestionibus 
generalibus,  quae  ad  variabilium  numerum  quemcunque  pertinent,  prae  numeri 
variabilium  reduetione  commodam  esse  simplicitatem  formae. 
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FacUis  transitus  ab  aequatione  (4)  ad  (5),  qui  fit  per  fonmilas  (2),  iniims 
in  proinptu  fuisse  videtur  III".  Lagrange  in  praeelaris  et  eeleberriinis  Commen- 
tationibas  de  aequationibus  differentialibus  partialibus  primi  ordinis  Actis  Aca- 
deiniae  Beroliiiensis  a.  1779  et  1785  insertis.  Eulerum  nexus  inter  aequa- 
tiones  (4)  et  (5)  omnino  fugisse  videtur;  quippe  qui  in  Tomo  III.  Institutionum 
Calc.  Int.  aequationibus  differentialibus  partialibus  dicato  de  aequationibus  (4) 
et  (5)  agit  pro  n  =  2,  sed  locis  prorsus  diversis. 

Extat  interdum  aequationis  (4)  solutio,  quae  neque  ipsa  Constantes  arbi- 
trarias  implicat  neque  e  solutione  Constantes  arbitrarias  iraplicante  provenire 
potest  valores  iis  tribuendo  particulares,  Quae  solutiones  per  methodum  ante- 
cedentibus  ti'aditam  ex  aequationis  (5)  solutionibus  elici  nequeunt,  sed,  si  extant, 
absque  omni  integratione  inveniuntur.  De  quibus  solutionibus  singularibus  hoc 
loco  non  agam. 


Proposita  aequatione 

(1)  o  =  x4L+x^^+...+x,4^. 

in  qua  X,  X^,  etc.  variabilium  x,  x^,  etc.  functiones  quascunque  designant,  eins 
solutio  generalis  e  solutionibus  particularibus  obtineri  potest.  Quae  pro  gra- 
vissima  earum  aequationum  proprietate  haberi  debet.  Neque  eadem  proprietate 
gaudet  aequatio,  quam  ad  (1)  revocavi, 

(2)  X  =  X.|^+X,|^  +  ...+.Y  I?-: 

quid?  quod  casu  eius  simplicisslmo,  quo  una  tantum  adest  variabilis  independens, 
si  proponitur  aequatio  differentialis  vulgaris  inter  duas  variabiles  x  et  .^i 

X  =  X,-^-, 

innumerae  datae   esse  possunt  ipsius  x,  functiones  x,    quae  aequationem  prae- 
cedentem   identicam   reddant,  neque  tarnen  ex  iis  erui  potest  solutio  generalis 
vel  integrale  completum.    Propter  hoc  maxime  commodum  aequatione«  (1)  prae 
aequationibus  (2)  considerare  convenit. 
Ac  primum  observo, 

I.     „Datis  aequationis  (1)  solutionibus  in  particularibus 

/,.  U  ■  ■  -'  /„,' 
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solLitionem  etiam  esse  quamlibet  eaniin  fimctionem 

n{f„f„  ..., /J." 

Fit  enim 

dn  _  du    df,       en    a/,  dn    a/. 

ideoque 


dn  t    af,  äf,  df,  \ 

Sn  f     8f,  Bf,  äf,  1 

dn  r    ö/,„  s/„,  ef^  \ 

Erant  autem  f^,  f^,  ....  f,^  aeqaationis  (1)  solutiones,  iinde  Aggregate  respective 
per  factoves 

dn       dn  öfl_ 

"ä/,    ■      Bf,    '     ■  ■  "      Bf,„ 
multiplicata  identice  evaneseunt,  sive  identlce  fit 

OX  '    ÖiB,  "   ox^ 

q.   d.   e. 

Per  propositionem  praecedentem  cum  e  duabus  pluribusve  solutionibus 
innumerae  aliae  deducaiitar,  eas  tantum  pro  solutionibus  inter  se  diversis  babebo, 
quae  a  se  invicem  sunt  independentes,  sive  quaruin  nulla  est  reliquarum  functio. 
Facile  autem  patet  eiiismodi  solutiones  inter  se  diversas  sive  a  se  invicem  inde- 
pendentes non  plures  quam  n  extare  posse.  Propositis  enim  n-hl  variabilium 
totidem  functionibus  a  se  independentibus,  ipsae  n-i-l  functiones  pro  varia- 
bilibus  independentibus  sumi  illaeque  variabiles  vel  earum  functiones  quaecunque 
per  eas  «H-l  functiones  exprimi  possunt.  Unde  si  baberentur  «+1  solutiones 
a  se  independentes,  vice  versa  singulae  variabiles  x,  x^,  . .  .,  x„  earum  functiones 
essent,  ideoque  secundum  Propositionem  I.  ipsae  x,  x,,  .  .  .,  x„  forent  aequa- 
tionis  (1)  solutiones.  Quod  fieri  nequit,  nisi  quantitates  X,  X,,  .  .  .,  X„  simul 
omnes  evaneseunt.     Quoties  enim  variabilium  una  x,  ipsa  aequationis  (1)  solutio 
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est,  ipsius  x^  differentialia  partialia  variabilinm  omnium  x,  x,,  etc.  respeetu  sumta 
evanescant  praeter  differentiale  ipsius  x,.  respeetu  surntum,  quod  unitati  aequaie 
est,  unde  in  aequatione  (1)  ipsam  x^  funetioni  /  substituendo  sequitur  ^  =  0. 
Quoties  igitur  singulae  x,  x„  .  .  .,  x„  aequationis  (1)  solutiones  sunt,  fieri  debet 

X^O,  X,  =0,  .  .  .,  X^  =  0. 
Vix  autem  monitu  opus  est,  in  tractanda  aequatione  (1)  a  nobis  supponi  quan- 
titates  X,  X^,  etc.  non  oinnes  siinul  evanescere.  Dicei-e  etiam  licet,  si  extarent 
7i~|-l  solutiones  a  se  independentes,  quamlibet  ipsärum  »,■,  x^,  . . ,,  x„  functionem 
etiam  pro  earum  solutionum  functione  haberi  posse,  ideoque  secundum  Prop.  I. 
quamlibet  functionem  esse  aequationis  (1)  solutionera,  quod  absurdum  est. 

Quo  faellius  cognoscatur,  quem  fructum  percipere  liceat  ex  inventis 
TM  solutionibus  a  se  independentibus  /,,  f^,  . .  .,  ;^i,  eas  ut  variabiles  indepen- 
dentes in  aequatione  proposita  introducamus.  Sint  x^,  x„_,,  .  . .,  x„_,,^_^_^  varia- 
biles, quarum  loco  introducantur  f^,  f^,  .  .  .,  f„,,  ita  ut  /"evadat  functio  S'ariabilium 

^'>    ^'     ■  ■  -.    *„-„-        hr    f,^    ■  ■  •<    L- 
Functionis  /  differentialia   partialia  harum  respeetu  variabilium   sumta  si    uncis 
includo,  fit,  ubi  Xi  est  una  variabilium  x,  x^^,  .  .  .,  x„_^„ 


df 

ST 

(Sf  \      1  Sf  \Sf,        (äf   \ 

Sf, 

-H 1- 

■m 

Sf. 

si  vero 

x^  est 

una  variabilium  a:„_„,^,,  x„_„,^^,  . 

^-r! 

Sf     _(3f^^6f,        (i>f\Sf, 

-(-■■ 

^\Sf, 

M' 

Quibus 

expressionibiis  siibstltutis  eruitur: 

4^-^.1^---. 

Sf 
'  S-r. 

=4I9--.(I^)— - 

(^f- 

\ 

•\i.,,_ 

} 

-(t){-l^--.|^- 

Sf. 

] 

-(l)(^l^--.|^- 

} 

-(»1^--.^- 

df 
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Hic  rursus  Aggregatü  respeetive  inultiplicata  per 

singula  identiee  evanesount,  unde  prodit  aequatio; 


X 


(3) 


Si  m  =  tt,  e  formula  antecedente  haec  prodit  Propositio; 
.IL     Inventis  aeqtiationis 

n  soliitionibus  a  se  iridependeiitibns  /",,  fl,  .  .  .,  f„,  si  introdueuntur 

■».  /„  /■„  . . .,  f. 

ut  variabiles  independentes,  pro  quacunque  functione  /'  erit: 
(4)    .Y  ^f    1  -Y   y     I        I.Y    ^f     ■^'  xi^f  1." 
Docet  foiinula  (4),  si  detur  aequatio  (1),  fieri 

sive  functioiiem  propositam  /'  per  soias  /i,  /j,  ...,  f^  exprimi  posse.  Unde 
solatio  generalis  f  erit  n  solutionum  particularium  a  se  independentium  functio 
arbitraria,  nulla  praeterea  variabili  affeeta.  Haec  enim  solutio  ex  aequatione 
differentiali  proposita  (1)  necessario  sequitur  ideoque  alias  omnes  amplecti  debet 
solutiones. 

b. 
Qaaeri    possit,    an    seniper    extent    propositae    aequationis    differentialis 
partiaüs 

(1)     0=  X-^+X,^-H-.  +  X„-^ 

solutiones  n  a  se  independentes.  Quod  revera  locuni  habere  e  Propositionibus 
antecedentibus  facile  probatur,  dnmraodo  concedatur,  aequationes  differentiales 
partiales  ad  instar    aequationis  (1)  formatas  oirmino  aliqunm' habere  solutionem 
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praeter  Constantem.  Scilicet  Constantem  pro  f  positam  aequationi  propositae 
satisfacere  patet,  sed  eam,  si  m  >  0,  inter  solutiones  non  referam.  Quamquam 
pro  7t  =  ü,..sive  data  aequatione  X—~—  =  0  vel— .-— ^0,  eius  unica  habetur 
solutio  f^  Constans. 

Ad  propositum  demonstrandum  fingamus  aeqiiationis  propositae  haberi 
m  solutiones  a  se  independentes  f,,  fo,  .  -  .,  f,„,  sitque  m  <  «,  Nam  si  foret 
m  =  n,  propositum  assecuti  essemus;  fieri  autem  non  posse  m>w  sive  non 
plures  quam  n  solutiones  independentes  aequationis  (1)  extare  posse  §.  pr. 
monui.  Sumendo  /i,  fl,  .  .  .,  f„,  ipsarum  «„,  x„_^,  .  .  .,  x„_„,^^  loco  pro  varia- 
bilibus  independentibus,  aequatio  proposita  seeundum  forroulam  (3)  §.  pr. 
haec  evadit: 

In  qua  aequatione  cum  desint  dlfterentialia  partialia  variabiliupi  independentium, 
/■,.  f.,  .  . .,  /„,  respectu  sunita,  ipsae  /,,  /j,  . . .,  f„,  pro  Constantibus  habendae 
sunt.  Unde  quamdiu  n — m  >  0,  aequationis  praecedentis  extabit  solutio  /„+,, 
quae  non  sit  solarum  /i,  /';,,  .  . .,  /^„  functio,  quippe  quae  pro  Constante  habenda 
esset,  aequationes  autem  ad  instar  praecedentis  forinatas.  siquidem  variabÜium 
independentium  numerus  unitatem  superet,  semper  Solutionen!  praeter  Constantem 
habere  suppositum  est.  Hinc  numerum  solutlonum  a  se  independentium  continuo 
augere  licet,  donec  fiat  m  ^  n,   quo   easu   aequatio  (2)  in  hanc  abit: 

C3)  0-41)  -  «-(!)■ 

quae  non  habet  solutionem  praeter  Constantem  sive,  quod  pro  hac  aequatione 
idem  est,  praeter  solutionum  iam  inventarum  functionem. 

Ex  anteeedentibus  patet,  si  aequationis  propositae  (1)  solutiones  a  se 
independentes  aliae  post  alias  investigantur,  post  quamque  solutionem  inventam 
numerum  variabüium  independentium  unitate  minui  posse.  Ut  nova  habeatur 
solutio  a  iam  inventis  independens,  aequationis  ita  reductae  solutionem  indagare 
sufficit  quamcunque  praeter  Constantem.  Quo  in  negotio  eo  usqne  pergere  licet, 
donec  aequationis  propositae  habeantur  n  solutiones  a  se  independentes. 

Inventis  aequationis  propositae  n  solutionibus  a  se  independentibus 
/i,  fl,  ...,  /„,  quamcunque  aequationis  (1)  solutionem  ipsarum  /J,  p^,  .  .  .,  f^ 
functionem  esse  etiani  inde  patet,  quod,  si  haberetur  solutio  a  /,,  /s,  . .  .,  /, 
independens,  aequationis  propositae  plures  quam  n  solutiones  a  se  independentes 
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extarent,  quod  fieii  non  posse  §.  4  vidimiis.  Secundain  antecedentia  ipsaruin 
/n  /zj  ■■■)  A  functiones  totidem  a  se  independentes  quaecunque  et  ipsae  sunt 
aequationis  propositae  (1)  sohitiones  a  se  independentes;  et  vice  vei-sa,  aequationis 
(1)  solutiones  quaeeunque  n,  quarum  iiulla  reliquarum  functio  est,  functiones 
a  se  independentes  esse  debent  ipsaruni  /',.  /j,  .  .  .,  f,^. 
Quia  aequatio 

(4)   f=n(f„f„  ...,/.), 

in  qua  II  functionein  arbitrarium  designat,  est  aquationis  propositae  (1)  solutio 

generalis,  seciindum  §.  3  solutio  generalis  aequationis 

(5)     X  =  X-^  +  X,-^  +  -  +  A„-^— 

dabitui"  aequatione: 

(6)     n(f„f„...,fj  =  a. 

Generaütati  nihü  addit  Constans  arbitraria  «,  qiiippe  quam  ponere  licet  functioni 
arbitrariae  II  subesse.  Itaque  aequatione  differentiali  (5)  indicatur,  aequationem 
inter  ^i+l  variabiles  x,  x,,  .  .  .,  x„,  e  qua  valor  functionis  x  petendus  sit, 
repraesentari  posse  ut  aequationem  inter  numerum  unitate  minorem  quantitatum, 
quae  ut  solutiones  dantur  aequationis 

Quae  vero  sit  aequatio  inter  illas  it  quantitates  locum  habens,  ipsa  aequatione 
(5)  nullo  modo  definitur,  sed  prorsus  in  arbitrio  relinquitur. 

Ut  aequationis  (1)  solutio  determinetur,  addi  potest  conditio,  ut  /  in 
datam  ipsarura  Xi,  x^,  .  . .,  x„  functionem  abeat,  ubi  x  sive  evanescit,  sive  datum 
constantem  valorem  induit;  vel  etiam  generalius,  ut,  inter  x,  Xj,  . . .,  a:„  aequatione 
data  quacunque  F(x,  x^,  . . . ,  x„)  =  0,  abeat  f  in  functionem  datam  quamcunque 
r(x,  x^,  .  .  .,  ^„).  Exprimantur  enim  F  et  T  per  /, ,  fj,  .  .  ..  f„  unamquc  va- 
riabilium  x,  a^,,  etc.,  veluti  x;  deinde  ex  aequatione 

eruatur 

aequabitur  f  ipsarum  /,,  f^,  .  .  .,  /;,  functioni,  in  quam  abit  r(x,  f^,  f,,  .  .  .,  /,) 
ponendo  x  =  vC/l,  /i-,  . .  ■,  /„),  boc  est,  fit  solutio  quaesita 

/=-!'(»,  /„/„...,  /.). 
Haec  enim    ipsius  /  expressio  et  solarura  f^,  f^,  .  .  .,  f„  functio  ideoque  aequa- 
tionis (1)  solutio   est  et,    ubi  F^O  sive  <f  ^  x,   in  datam  functionem  F  abit. 
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Per  antecedentia  probatur  quoque,  quod  bene  tenendum  est,  aequationis  (1) 
solutioiiem  /",  si  pro  a:  =  0  aut  pro  alia  quacunque  aequatione  i*'=0,  quae 
non  in  aequationem  inter  solas  f^,  /a,  .  .  .,  /„  redeat,  Coiistanti  aequetur,  ipsam 
esse  Constantem.  Videlicet  si  ipsarum  /,,  /a,  ...,/,  funetio  /  ponendo  x  = 
yC/u  fni  ■  ■  ■!  f«)  Coiistanti  aequatur,  ipsa  illa  funetio  /  esse  debet  Constans, 
cum  ea  positione  mutationem  nuliam  subire  possit.  Scilicet  suppono,  ipsam  x 
non  esse  quantitatum  /i,  f.^,  .  .  .,  f^  functionem,  quod  ad  unam  certe  varia- 
bilium  X,  x,,  .  .  .,  x„  valet. 

Simili  ratione  aequationis  (5)  solutio  hac  conditione  determinari  potest, 
iit,  data  quacunque  aequatione  i^  =  0,  alia  quoque  data  aequatio  quaecunque 
r"  i=  0  inter  ipsas'^,  x-,,  ■  .  .,  x^  loeum  habeat.  Rursus  enim  et  i^  et  T  per 
^'>  fi,  f'ii  ■■■)  fn  expressis,  eliminando  x  ex  aequationibus  F  ^=  0,  7""=  0, 
obtinemus  aequationem 

qua  si  x  per  a:,,  x,.,  ...  .,  x^  determinatur,  solutio  aequationis  (5)  quaesita  prodit. 
Püstulavi  antecedentibus,  variabiles  .r,  :c, ,  ,  .  , ,  x„  exprimi  per  unam  earuni 
X  ipsasque  /,,  /s»  •  ■  ■■,  f»-,  sive  ipsas 

pro  variabilibus  independentibus  suml.  Quod  semper  licet,  nisi  x  ipsarum 
f\i  /e)  ■  ■  ■)  fn  funetio  sit  ideoque  aequationis  (1)  solutio.  Si  vero  a;  aequationis 
(1)  solutio  est,  iieri  debet 

Z  =  0, 
et  vice  versa  patet,  si  _X  =  0,  esse  x  aequationis  (1)  solutionem.    Hinc  sequitur 
Propositio : 

„Ipsas  /i,  /s,  .  .  .,  f^,  X  pro  variabilibus  independcntibus  sumi  posse,  quoties 

X  non  evanescat,  non  posse,  si  evanescat." 

Aequationis  (1)  CoSfficientes  X,  X,,  etc.  si  non  omnes  evanescunt,  quo 
casu  nuUa  omnino  aequatio  haberetur,  siipponam  in  sequentibus,  etiarasi  non  ex- 
presse  adnotetur,  esse  X  eam,  quae  certo  non  evanescat.  Cum  nuUa  supponatur 
inter  quantitates  /i,  fs,  . . .,  /„,  x  extare  aequatio,  ipsae  fj,  f^,  ■■■,/„  etiara 
pro  solarum  x-,,  x^,  ...,  x„  functionibus  habitae  a  se  independentes  erunt, 
ideoque,  si  X  non  itfdentice  evanescit,  etiam  functionura  fi,  fi,  ■ . .,  f„  Determinans 
^^^_^^ Sf^ 

identice    evanescere    nequit.      V.    Comtnent.    de   Determinantibus  J'unctionalihus. 
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Solutiones  /i,  /j,  .  .  .,  f„  a  diiabus  simul  variabilibus  vacuae  esse  iion 
possunt,  quia  non  dantur  n — 1  variabilium  n  functiones  a  se  independentes. 
Si  soiutiones  illae  omnes  unam  variabilium,  ex  gr.  variabileiii  x,  non  involvunt. 
singulae  .T[,  X2,  . . .,  x„  per  f,,  f^,  .  .  .,  f„  exprinii  poterunt  sive  aequatioiiis  (1) 
soiutiones  erunt.  Quod  fieri  nequit,  nisi  Zj,  X^,  .  .  .,  X„  omnes  simul  evanes- 
cunt.  Uride  vice  versa,  si  non  omnes  X,,  X^,  . .  .,  X^  simul  evanescunt,  soiu- 
tiones aequationis  (1)   non  omnes  ab  ipsa  x  vacuae  esse  possunt. 

Si  dico,  designante  f  aequationis  (1)  solutionem  quamcunque,  aequatione 
f  =  0  deterniinari  ipsarum  3;,,  x^,  .  .  .,  x„  functionem  x  satisfaeientem  aequationi 

taeite  suppono,  eam  solutionem  /  ipsam  x  omnino  involvere.  Cuiusmodi  so- 
lutionem semper  extare  antecedentibus  vidimus,  nisi  ipsae  X^,  X,,  .  . .,  X„  simul 

omnes  evanescaiit. 

6. 

Adnotabo  iam  casus  quosdam  speciales,  quibus  aequationes  diffei-en- 
tiales  partiales  lineares  primi  ordinis  a'ut  solvere  aut  ad  alias  simpliciores  i-e- 
ducere  liceat. 

Statuamus  aequationi  (1)  §.  pr.  acc^edere  terminiim  cum  a  t'unctione 
quaesita  /  tum  a  differentiaübus  eius  partialibus  vacuum,  ita  ut  aeqiiatio  pro- 
posita  sit: 

(1)  x^-+x,i-t-+-+xJJ-  =  a, 

designante  U  ipsarum  x,  x^,  .  .  .,  x,  functionem.  Constabit  aequationis  (1) 
solutio,  si  aequatio 

(2)     X%-^  ^^',  -f--^-  +  '\  -"/-  =  'J 

complete  soluta  est:  hoc  est,  si  eins  noviraus  n  soiutiones  a  se  indejiendentes 
/i,  /s,  .  .  .,  /„.  Ipsis  enim  /",,  f.^,  .  .  .,  /;,  variabilium  x^,  x.,,  .  .  .,  .r„  loco  intro- 
ductis,  aequatio  (1)  secundum  i'orinulam  (4)  §.  4  abit  in  hanc: 

(3)    z(-l^)  =  U. 

in  qua  datae  ipsarum  x,  x^,  .  .  .,  x„  functiones  A' et  C/ per  ipsas  x,  /i,  /!>,  .  .  .,  f\ 
exprimendae  sunt.     Ex  hac  aequatione  sequitur 
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(4)  /  =  /--~<?.^+nA, /„..., a 


siquidem  in  integratione  ipsius  x  respectu  transigenda  ipsae  /,.  /i,  .  ,  .,  f„  pi-o 
Constantibus  habentur  atqiie  F  ipsaruin  /,,  /^j  ■  ■  ■,  /«  functionem  designat 
arbitrariam.  Ut  exhibeatiir  solutio  inventa  per  variabiles  .r,  x,.  . . .,  x„,  post 
integrationem  factam  restitueiidae  erunt  ipsarimi  f^.  f^.  ...,  f^  expressiones 
per  variabiles  sc,  x,,  .  .  .,  x„  exbibitae:  sed  per  idoneam  integralium  definitorum 
applicationem  fieri  potest,  ut  expressiones  illae  iam  sab  sigiio  integrali  substi- 
tuantur.  Qua  ratione,  quod  semper  pro  commodo  haberi  debet,  obtinetiu-  for- 
mula  per  se  ipsa  clara  neque  intei-pretatione  verbali  egens.     Sit  enim 

^-  =  Fc«, /■„/■„..., /.), 

in  functioiie  illa.  quae  sub  signo  integrali  invenitur.  scnl)o  ^  ipsius  x  loco; 
designante  «  Constantem  seu  ipsarum  /,,  f.^,  .  .  .,  /^  functioiK'iii,  inteiTratio  ex- 
tendenda  erit  inde  a  ^  =  k  usque  ad  i^  ^  x,  sive  erit 


(5)     f  =  fFa,f^,f.^,  ...,Qd-i, 


qua  in  formula  sub  integrationis  signo  ipsaruin  /j,  f.^,  .  .  .,  /;,  expressiones  per 
variabiles  proposites  x,  Xi,  ...,  x„  substitiiere  licet.  Proponatur  ex.  ar.  resi- 
duum  seriei  Taylorianae 

ubi  Il(n)  =  1.2.3...J(.  Expressionem  ad  dextram  facile  patet  satisfaeere  aequa- 
tioni  differentlali  partiali 


(f>) 


Aequationis 


'öf__at 
a.c     dk 


est  solutio 

/,  =,.  +  /,: 
qua  Idco  k  introducta  ut  variabili  independente,  fit  aequatio  (fi) 

\~d^)  df"  a(n—l) 

IV.  23 
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Hac  integrata  aequatione  prodit 

tlesignante  a  functionem  quantitatis  /i,  qiiae  inter  integrationera  pro  Constante 
habetui-.  In  dextra  aequationis  praecedentis  parte  sub  integrationis  signo  seri- 
batur  I  loco  X  atqiie  restituatur  x-{-h  loco  f^,  prodit: 

Valor  ipsius  a  eo  determinatur ,  qnod  evanescat  /pro  A  =  0  sive  pro  ,t  = /j. 
linde  limes  inferior  fieri  debet 

His  collectis  iimitibusque  inversis  prodit 


'    «(»-1)  j. 


'  rfXI) 


(,,  +  S_|)- 


Quod  notiim   est  integrale  definltum  seriel   Tayiorianae  residuiini   exprimens. 
Statiiamus.   proposita  aequatione  (1) 

CoSfficientes  X,  X^,  etc.  unius  variabilis  x  esse  functiones.     Pro  singulls  indicis 
i  valoribus  1.  2.  ....  n  vocemus  <fi  functionem,  qnae  satisfaciat  aequationi 


m 


.^,-f^ 


Cum  sint  X  atque  X^  solius  x  functiones,  etiam  integrale,  quod  aequatio  prae- 
cedens  implicat,  solius  x  functio  erit;  integrali  enini  non  adüci  suppono  aliarum 
variabilium  functionem  quasi  Constantem  ai-bitrariam.  Unde  erit  ^p;  etiam  aequa- 
tionis (1)  solutio,  cum  ipsius  y^  differentialia  partialia  praeter  -^-7-  et  -^  omnia 
evanescant,  ideoque  pro  ea  solutione  aequatio  (1)  redeat  in  (7).  Nanciscimui' 
hac  ratione  solutiones  h  aequationis  (1)  y,,  (f^,  .  .  .,  y>„,  quae  a  se  indepen- 
deiites  erimt,  cum  singulae  implicent  singulas  variabiles  a  se  independentes  .t,, 
a';.  .  .  .,  x„.  Unde  tit  aequationis  propositae  (1)  solutio  generalis 
f=  JK<fv  f.^  ■■■■  ?„)■ 
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Proi'Siis  idem  valet,  si  ipsae  X^  praeter  x  respective  variabilem  x,  con- 
tinent,  nisi  quod  eo  casu  determinatio  functionis  jp,  per  aequationem  (7)  noii 
Quadraturam  sed  iiitegrationem  aequationis  differentialis  vulgaris  primi  ordiuis 
inter  duas  variabiles  requirit.  Exemplum  propositum  complectitur  casum,  quo 
ipsae  X,  X^,  etc.  merae  Coiistantes  sunt.  Designantibus  enitn  a,  a-,,  etc.  Con- 
stantes,  si  proponitur  aequatio 

e  praeeedentibus  cius  solutio  habetur  generalis 

Ad  hunc  revocatur  casus,  quo  X,  X-^,  etc.  respecüve  solaruin  x,  ^,,  etc.  func- 
tiones  sunt.  Introducendo  eiiira  ut  variabilem  independentem  loco  a;,-  ipsius  x^^ 
functionem  ;,  datam  per  aequationem 

fit 

y     5/-  Bf     _ 

unde  aequatio  proposita  abit  in  haue: 

ouius  est  sokitio  generalis 

/  =  JJ(f,  —  f.,  f.^  —  t,  . .  .,  („  —  0. 
sive  erit  /  differentiarum  integralium 

J   X.' 
functio  arbitraria.     Quo  frequenter  et  aliis  casibus  uti  licet  artificio,  cuius  ope 
Eulerus  nonnullorum  quae  tractavit  exemplorum  soiutiones  facIHus  detexit. 

Consideremus  casum  generaliorem ,  quo  omnes  X,  X^ ,  etc.  solarum 
X,  Xi,  ....  x„_^^  functiones  sunt  neque  igitur  variabiles  x„,  x,^^,  ....  a^„_„,+, 
continent.  Eo  casu  indagentur  solarum  x,  x^,  .  .  .,  x„_,„  fuiietiones  a  se  inde- 
jiendentes 

f„U  ■■■,f.-,., 

quae  sint  soiutiones  aequationis 

23* 
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ex  '    üx^  "-'"■    ax  _ 

Erunt  illae  etiam  aequationis  (1)  soiutiones,  cum  ipsas  x„_,„^.,,  a.«_„,+2,  ....  .5:, 
non  coiitineant  ideoqiie  earum  differentialia  harum  respectu  variabilium  sumta 
evanescant.  Inti-odiictis  /",,  /j,  . .  ,,  /*,_,„  variabilium  .r,,  x.,,  ....  .c„_,„  loco.  e 
§.  4  fit: 

ox  '  ax^  "    "'  P^^_„,  \  die  J 

differentialia  aiitem  ipsarum  x^_„,_^i,  etc.  respectu  sumta  ea  novarum  variabilium 
independentium  introductione  non  mutanda  sunt,  quia  /i,  f„,  etc.  illas  non  im- 
plicant  variabiles  x^^,,,^-,,  etc.     Induit  igitur  aequatio  (3)  hanc  formam: 

\dxj  *>  öar^^m+i  /  ^   V '^■K„_„,+  2  -'  "Xdx^J' 

in  qua  Coefficientes  X,  X„_„,^,,  etc.  per  quantitates  x,  /j,  /ä,  .  .  .,  f„_„^  expri- 
inendae  sunt  neque  secundum  suppositionem  faetam  variabiles  :t„_„_^i,  x^_„^^^,  . . . 
....  x„  implicant.  In  aequatione  praecedente  quantitates  /,,  ^,  . . .,  f„_,„,  quarum 
respectu  non  differentiatur,  pro  Constantibus  habendae  sunt;  unde  illa  in  casum 
antecedentibus  tractatum  redit,  quo  CoSfficientes  unius  variabilis  functiones  sunt; 
qui  casus  per  solas  Quadraturas  absolvebatur. 

Antecedentibus  aequatio  proposita  quoties  variabilium  independentium 
nonnidlas  non  ipsas,  sed  tantum  differentialia  earum  respectu  sumta  continet, 
ad  aliam  revoeatur,  in  qua  totidem  variabiles  omnino  desunt  sive  variabilium 
independentium  numerus  totidem  unitatibus  minor  est.  Quod  fieri  posse  in 
aequationibus  differentialibus  partialibus  primi  ordinis  etiam  non  linearibus  iam 
olim  Eulerus  docuit. 

Si  ipsae  quidem  X,  X^,  ....  X^_,,,  solarum  x,  x^,  .  .  .,  x^_^  fimctiones 
sunt,  sed  reliquae  X„_„,+^ ,  -^„_,„+j ,  etc.  variabiles  independentes  omnes  implicant, 
valebit  adhuc  aequatio  reducta 

sed  in  ea  Coefficientes  praeter  ipsas  /",,  /j,  .  . .,  /^„„  quae  pro  Constantibus 
habentur,  adhuc  variabiles  x,  x„,  .v,_i,  ■ . -,  ^„_m+i  continent,  Eo  igitur  casu 
aequatio  proposita,  in  qua  variabiles  independentes  sunt  numero  n-i-1,  in  duas 
dividitur,  alteram  post  alteram  solvendas,  in  quarum  priore  numerus  variabilium 
est  n  —  m-\-l,  in  posteriore  vi -hl. 
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Sab  linem  addam  exemplum  quo  IIl.  Lagrange  in  Commentatione,  qua 
primum  aequationes  differentiaies  partiales  prirai  ordinis  ad  aequationes  dlffe- 
rentiales  vulgares  revocavit,  eius  reductionis  usum  illustratum  ivit.  Quod  vide- 
biiiius  exemplum  eadem  elegantia  et  fortasse  magis  directe  sine  aequationum 
differentialitim  vulgarium  interventione  absolvi. 

Proitonatur  aequatio: 

,  ,   62       ,  .   dz       ,  -.dz 

Fuiirtio  quaesita  z  si  per  aequationem  /  ^  «  determinatur,  satisfacere  debet  /' 
aequationi  sequenti: 

0  =  (.+j,+.)-f-+ö+=+o|^+(.+<+.)f-+«+-+j)^, 


quam 

sie 

exhibeo: 

0 

=  ('+-+*+4(f 

et     Bf 

-('f-2 

+S 

01/ 

Se 

cundum  supra 

traditä  evanescit 

expi 

•essio 

f- 

f  H- 

df   1    df 
Oll        dz  ' 

si  /  est-(|uaec'unqLie  differentiarum 

z  —  t,    z — X,    z — y 
functio,  qiias  ea  de  causa  trium  variabilium  independenttam  loeo  introducaHius; 
pro  quarta  sumo  omnium  variabilium  summara  t-\-x^y~yz.     Sit 

z—t  =p,     s—ai  =  <j,     Z—y  =  r,     i+j5+j/-Hs  =  s, 
atque    diflFerentialia    partialia  ipsarum   p,   q,   r,   s    respectu  sumta   uncis  inclu- 
dantur,  fit 


dx        dij         dz 


Unde  aequatio  ]jroposita  in  hanc  abit; 
«ive  per  3   divisa  in  lianc: 


')     Acad.   Ber.  a.   1779  pg.  \ 
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Quae  secundum  antecedentia  docet  aequatio,  fimctionem  quaesitani  /'  esse 
fanctionem  arbitrariam  differentiaruin 

Igs— ]gp~',     \gs—\^(f\    ]gs—\gr-'\ 
vel  si  logarithmis  numeros  substituis,  functionem  arbitrariam  quantitatuni 

sp\     sq\     sr\ 
quod  vurn  solutione  Lagrangiana  coiivenlt. 

7. 
Aeqnationis  difFereiitialis  partialis  linearis  primi  ordinis 

(1)    0  =  x|t  +  x,|^  +  A;f-+...+  I  |t..  , 

ad  quam  reliquas  omnes  revocavi,  proponatur  solutlonem  /  in  senem  infiiiitam 
evolvere,  addita  simul  conditione  maxime  generali,  cui  satisfieri  posse  §.  5 
vidimus,  ut  functio  f  pro  data  inter  variabiles  independentcs  aequatione 

in  datam  functionem  V  abeat.     Pono 

quae  expressio  conditioni  propositae  aperte  satisfacit.  Siibstituta  (2)  in  aequa- 
tione proposita  (1)  et  expressionibus  singulis  in  singulas  ipsius  Ü  potestates 
ductis  nihilo  aequatis,  eruuntur  aequationes,  quibus  quantitates  F',  F",  etc.  aliae 
post  alias  e  data  functione  F  determinari  possunt.  Ponamus  enim,  designante 
V  ipsarum  x,  x^^,  .  ,  .,  x„  functionem,  per  ipsum  V  uncis  inelusum  denotari 
expressionem 

dV              ßV  SV 

(3)    [V]:=  X^+X^Z^ 1 hx^°J-, 

unde.  si    F  =  U";  fit 

(4)     [U'-\  =  mü"-'[D]. 
Qua  adhibita  notatione,   substituendo  (2)  aequatio  proposita  (1)  in  hane  abibit: 

[o  =  [r]-[r']C/+[r"]-|^-ok. 


(5) 


l-etc.([C]. 


Cui  aequationi  satisiit  ponendo 

C6)   r'  =  -[^]      r"  =  SE'l     r"'  =  i^-I 
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quibus  formuiis  senei  infinitae  propositae  Coöfficieiites  alii  post  alios  dete]'- 
niinantiir. 

Si  U  ipsam  x  involvit,  e  fonnula  (2)  obtineri  possunt  aequationis  (1) 
solutiones  J^  a  se  independentes  ponendo  ipsius  F  loco  suecessive  ipsas  ;Ci,  x^,  ... 
....  x„,  Inter  solationes  enim  sie  provenientes  extare  non  potest  aeqaatio, 
qiiippe  quae  etiam  locum  haberet,  si  statuitur  11=0  sive  a;  ipsarum  a:,,  ar^,  ... 
• .  .,  x„  functioni  aequalis;  posito  autem  ?7=  0.  solutiones  in  quantitates  x,,  x^,  ... 
. .  .,  .r„  abire  statuimus,  quae  a  se  independentes  sunt  neque  a  se  dependentes 
fieri  possunt  eo,  quod  alia  quantitas  a;  earum  functioni  aequetur. 

Sint  variablles  x,  x,,  x^,  .  .  .,  x„  omnes  unius  earum  functioneH,  quae 
satisfaciant  systemati  aequationum  differentiaÜum  vulgarium 


K3)et(7): 


(V 

X,                      X., 

X^ 
.   ..     dx^  =  ■     "  dx; 

designantibii 

s  r 

et    W  binas  ipsarum  x,  3,,  .  .  . 

,  2',,  functiones,   erit 

dV            SV 

"  öx 

dx              '  d-e. 

..+|ill. 

ax             dx        • 

■■+1?'".  ' 

ideoque  e  nat:i.tioiie  adiiibita 
ünde  e  fonruilis  (6)  obtinenjus; 

(^)  '"-inf    """%'  ^'""-sjj-'  "«• 

Variabiles  x,  x^,  .  .  .,  x„  si  unius  earum  functiones  sunt,  functiones  etiam  erunt 
cuiuslibet  earum  funetionis  ü,  unde  F  pro  ipsius  ü  functione  haberi  potest. 
Cuius  funetionis  difJerentialia  sueeessiva  erunt  e  (9)  ipsae  F',  F",  etc.  sive  erit 

(10)   r'  =  4^,     r"  =  ^'^-,    r'"^'%.   etc.; 

^     ^  dU'  du'  '  dÜ'  ■ 

scilicet  AJgorithmi  (6),  quibns  quantitates  /",  /'",  etc.  formantur,  iideni  sunt, 
qnibiis  inveniuntur  differentUdia 
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d'"r 

du'"  ' 
si  Gt  r  et  U  dantur  ut  functiones  variabilium  .r,  .r,,  .  .  .,  a:„,  inter  quas  locum 
habent  aequationes  differentiales  vulgares  (7).      Nee  nisi    aequationes  (7)    inte- 
gratae  habeantiir  ullo  alio  modo  illa  differeiitialia  -  — -  determinari  possunt  nisi 
per  Algorithmos  (6). 

Substitutis  (10)  abit  series  infinita  (2)  in  haue: 

,      ^     dr   „ ,   d"r     u'"      d''r      u'" 

quam  e  theoremate  Tayloriano  constat  aequari  quantitati  constanti 

Vidcnms  igitur  acquationis  (1)  Solutionen!  quameuiique  in  quantitatem  con- 
stantem  abire,  sl  intei"  ipsas  x,  a^i,  .  ,  .,  x„  tales  constituantur  relationes,  quae 
aequationibus  diffei-entiaiibus  vulgaribus  (7)  satisfaciant.  Quod  absque  ullo  se- 
rienim  infinitarum  adiumento  patet,  si  reputamus  propter  aequationem  identicam 


=  0 


evaneseere  ipsius  /'  ditferentiale 


df  —  -^'-dx-i--^-dj:,-\ v-'i'—dx  , 

quoties  aequationes  differentiales  (7)  locum  habeant.  Unde  si  inter  ipsas  x, 
X,,  .  .  .,  x„  locum  habent  aequationes  quaecunque,  e  quibus  aequationes  diiFe- 
rentiales  vulgares  (7)  deduci  possunt,  ex  iisdem  aequationibus  sequi  debet 

df  =  0    sive     f  =  Constans. 
Sed  de  systemate  aeqiiationiim  dilFerentialium  vulgarium  (7)  eiusque  intinia  con- 
nexione  cum  aequatione  differentiali  partiali  (1)  fusius  in  sequentibus  agam. 


De  aequatiouum  differentialium  vulgarium  simuJtanearum  systematis. 
8. 
Systema    aequationum    differentialium    vulgarium    simultancaruni    propo- 
namus  forma  proportionis 

(1)     dx:dx^:...:dj-^^  =  Z:  X,  : . ..  :  i;, 
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designantibus  X,  X,,  etc.  datas  quascunque  variabllium  x,  x^,  .  . .,  x„  functiones. 
Quam  proportionem  locum  tenere  censeo  n  aequatioiium 

(2)     X^(la—Xd^^=0,     X^dx—X<ic^  =  0,     .  .  .,     XJx—Xda^  =  0. 
Quamquam  in  forma  proposita  difFerentialla  ordinem  primum   non  egrediuntur, 
ea  pro  generali  haberi  potest,  ut  ad  quam  quodvis  systema  aequationum  difFe- 
rentiaiia  vulgaria  ciuslibet    ordinis  Implicantium    revocari    potest.      Sit  primum 
proposita  una  aequatio  differentialis  n" ,  ordinis  inter  duas  variabiles  x  et  y 

designante  ¥  fiinctionem  quamcunque  ipsarum  x,  y  et  quotientiLiiii  diÖ'erentialium 
ipsiiis  y  usque  ad  (n  —  1)""";  statueiido 

aequationis  propositae  iocum  tenebit  proportio 

(4)     dx:dy:dy':...  rrf»/'"^^'  ■.dy^''-'>  ^  X:y'  -.y"  :  ...  ;y'"— ^J  :  Y, 

ubi    in    functione    Y  pro    difFercntialibus   -j-^   ponendae   sunt    quantitates    y'-'K 

Unde  introducendo  ipsas  y',  y",  .  .  .,  i/*'-"  ut  novas  variabiles  revocatur  una 
aequatio  n"  ordinis  inter  duas  variabiles  ad  n  aequationes  primi  ordinis  inter 
wH-1  variabiles.  Si  aequationes  (4)  comparamus  cum  (1),  videmus  eas  con- 
stituere  casum,  quo  pro  ipsius  t  valoribus  1,  2,  .  .  .,  n  —  1   habeatur 

(5)    X  =  ^,^^, 
ipsa    X  autem  unitati  aequalis  et    ultima   X    omnium  variabilium    functio    sit. 
Vice  versa  quoties  proponitur  huiusmodi    systema  aequationum    difFerentialium 

vulgariura 

(6}     dx  :  dx^  :  dx., :  ...  :  dx^_^  :  dj'.^  =  1 1  j'.,  t  j^.. :  ...  .v^  :  X^, 

id  cum   unica  aequatione 

«  ^.'  -^. 

convenit,  in  cuius  dextra  part.e  X„  ipsis  x.,,  x.^,  .  .  .,  .r„  respective  substltuenda 
sunt  differentialia 

dx^  d^/K^  d"~'a:^ 

da;    '        dx"^    '      ■   ■     i       (jj:"~' 
Prorsus  simiJi   ratione  fonnam  aequationum  (1)    induere    potest  systema 
IV,  24 
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aequationum  differentialium  vulgarium 

,„,      d^x         ,       A''\i        „ 

(8)    ■  =  A,     — ■i-  =  B,    etc. , 

^  ^      dt"  dt' 

ubi  in   functionibus  A,  B,  etc.   differentialia    ipsius  x  ordinem  (p  —  1)""°,    diffe- 

rentialia  ipsius  y  ordinem  (3  — l)"",  etc.  iion  excedunt.     Rursus  eiiim  ponendo 

d^x    j„  d'y    

~dt''~^    '       ~dt^~^'^    '     ^^'' 

introducantur  x',  x",   ...,  x'-^^^\  y',  y",  .  .  .,  y'''~'\    etc.    iit  novae    varlabiles: 

aequationum  propositarum  (8)  locum  tenebit  proportio 


(9) 


dt:dx:dx' :  ...•.dx^f^-^ :  dx<-f-^) :  dy:  dy' : . . . :  dy^'!-^'> :  dy^'i-^'> : 


icli'-')  :  J  :y':y":...:y<9-''>    :  B  : 

d'w         d'y 


ubi    in    functionibus -jI,  B,   etc.    diiferentialibus  — -.- ,    — ^,  etc.  substituendae 

dt'  dt' 

sunt  quantitates  xf^,  y''\   etc.     Unde  introducendo  x',  x",  etc.   ut   novas  varia- 

biles,   aequatlones  (8)    ad  p-\-q-\ —    aequationes    difFerentiales    vulgares  primi 

ordinis  revocantur.     Aequationes  (9)  forma  propositarum  (1)  gaudent  earumque 

casum  constituunt  cum,  quo  X=  1  atque  pro  insequentibus  indicis  i  valoribus 

X  =  .»._^,, 

exeeptis  valoribus   ipsius  i  aliquot  intermediis   eiusque  valore  finali  { =  n,  pro 

quibus  X;  non  uni  variabilium  aequaiis   est,   sed   omniuni    variabilium  l'unctioni 

aequari  potest. 

Si  aequationes  ditferentiales  vulgares  propositas  non  immediate  ad  formam 

aequationum  (8)  revocare  licet,  id  semper  per  idoneas  differentiationes  et  elimina- 

tiones  fieri  poterit.    Ut  exemplum  simpIex  tradam,  proponantur  duae  aequationes 

(10)     M  =  0,      D  =  0, 

sintque  ipsarum  x  et  1/  differentialia  altissima,  quae  in  iis  obveniunt, 
fx_        d^y_ 
dt^    '      dt''    ' 
quorum  utrumque  alteram  afficiat  aequationera  u  =  0,  altera  autem  y  =  0  eorum 
neutrum  involvat,   sed  altissima  ipsarum  x  et  y  differentialia,   quae    in  ea  ob- 
veniunt, sint 

d''-'a!         d^-^y 
dt''~'    '      </(*'"* 
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Sit  i^k,  aequatione  v  =  0  differenttata  i  vicibus  successivis,  ope  ^■  aequatioiium 

(11)    ^  =  0,    ^^  =  0,    ...,    i-  =  o 
dt  dt'  dt' 

ex  aequatione  u^=0  elirainari  poterunt  differentialia 

dt'-*'    '     dl'-'*'    '     ■  ■  ■'       dt'    ' 
ita  ut  altissima,  quae  aequationem  u  ^  0  afficiunt,  diiferentialia  fiant 

d'-'''        d<g  ^ 

dl"-'    '      dt' 

Unde  ex  hac  aequatione  et  aequatione  t'  =  0  resolutis  erui  possunt  sequentes : 

(12)     ^^==A,     -^  =  B, 
^     '      df^'  dt" 

in  quibus  et  A  et  ß  nonnisi   differentialia  iis,   quae  ad  laevam  posita  sunt,  in- 

feriora   involvunt.      Quae  igitui-    gaudent  aeqiiationes    forma    proposita    aequa- 

tionum  (8)  ideoque  ex  antecedentibus  etiara  ad  formam  aequationum  (1)  revo- 

cari    possunt.      Eritque    aequationum    propositarum    ?(  =  0,    r  =  0    systema 

{p  +  q  —  ij'  ordinis. 


Demonstravi  §.  7, 

I.     „per  aequationes  fioitas'),    quae  aequationibus  differentialibus  vul- 

garibus 

(1)     dx:dx^:...:dx^^  X:X^:...:X^ 

satisfaciant,  unamquamque  solutionera  /  aequationis  differeritialis  partialis 
(2)     X-%+X.-.f-+-^X^^^t     =0 

aequalem  evadere  Constaiiti." 
Scilicet  fit 

■&'■'-' 

quae  expressio  evaneseit,  si  dx,  dx,,  etc.  eandem  rationem  iuter  se  teneiit  atque 


')  Aequatione?  jSnitoe  dicunluc  quae  sunt  inter  solaa  \aiialjiles  dependentei  et  indepeudentes  iieque 
citum  differentialia  in\oh«nt  Si  quotientes  differeutiales  pro  hotis  variahtlibus  sumuntur,  fieri  potest,  ut 
«.dilem   leq  nti  I  mjd  i  [  n    a    (uatiuiie  flnifx   m  do  ]iiu   i    [uilniie  diffeientuh  iiibeitui 

24* 
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quantitates  X,  X^,  etc.,  simulque  functio  /  aequationi  (2)  identice  satisfacit;    ubi 
autem  df  =  0,  fit 

(3)    /  =  Constans. 
Propositionis  praecedentis    exceptiones  haberi  poBsunt,    si  fieri  potest,    ut  per 
n  aequationes  siraul  omnes  n  +  1    quantitates  X,  X,,  .  . .,  X^   evanescentes  red- 
dantur,  vel  si  evenit,    ut  per  aequationes   iilas   iinitas  differentialia  functionis  /' 
partialia  in  infinitum  abeant,  quippe  quo  easu  df  indueret  formatn  expressionis 

indeterminatae  -j^-     Quibus  de  exceptionibus  singularibus  hie  non  agani. 

Aeqiiationis  (2)  cum  extent  n  solutioiies  a  se  independentes,  sequitur  ex 
antecedentibus,  per  aequationes  inter  variabUes  x,  Xj,  etc.,  e  quibus  aequationes 
difFerentiales  vulgares 

dz  :  dx  :  ...  :  dx    ^  X  :  X^  : . . .  :  X^ 

deducere  liceat,  evadere  n  solutiones  aequationis  (2)  a  se  invicein  independentes 
aequales  Constantibus.     Vice  versa  habetur  Propositio: 

II.    „Si  n  solutiones  a  se  independentes  aequationis  differentialis  partialis 

aequales  ponuntur  Constantibus  arbitrariis,  habentur  inter  n-|-l  variabiles 
X,  x■^,  . ,  .,  x„  aequationes  n,  e  quibus  deducere  liceat  «aequationes  difFe- 
rentiales vulgares 

dx  :dx^ :  ...  :  dx^^  =  X  :  X^: ...  :  X^." 

Ad  Propositionem    antecedentem    demonstrandam    supponamus,    ipsam    X   non 
identice  evanescere.     Sint  aequationis  differentialis  partialis  propositae  solutiones 
a  se  independentes  /",,  f,  .  . .,  f„,    quae  respeetive  Constantibus    arbitrariis  «,, 
«.,,   .  .  .,  a^  aequales  ponantur;    sequitur  ex  aequationibus 
(4)    /.  =  «,,     f,='a,,     .  .  .,    /„  =  «„ 
dift'ereiitiando: 


(5) 


^f                 öf.                  öf, 

Sf,              Hf,                itf, 
ax             öjTi              o^., 

Sf              df.              df 

ÖX                         OJ^i            '             0^2 

-1^-. 
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Aequationes  praecedentes  habeamus  pro  n  aequationibus  linearibus,  quaruni  in- 
cognitae  sunt  n  quantitates  dx^,  dx^,  ...,  dx^;  secundum  (2)  satisfit  aequa- 
tionibus  illis  ponendo 

X  X.^  X^ 

(6)    dm^  ^  -r^  dx,     dx^  ^  -^y-  dx,     .  ■  ■ ,     dx^  =  -^=—  dx, 

quae  cum  aequationibus  differentialibus  vulgaribiis  propositis  conveniunt.  Unde 
vice  versa  ex  aequationibus  (5)  necessario  sequuntur  aequationes  (6).  Aequa- 
tionuio  enim  lineanum,  quarum  idein  atque  incognitarum  numerus,  semper  unica 
tantum  habetur  resolntio,  si  earum  non  evanescit  Determinans:  aequationum  (ö) 
autem  Determinans 

^^äf,       df,  Sf^ 

bx    '    dx.,  dx^ 

vidimus  §.  5  non  evanescere  ipso  X  non  Identice  evanescente. 

Quantitates  «,,  a^_,  . . .,  a^  cum  ut  Constantes  arhitrariae  valores  quos- 
cunque  induere  possint,  et  ipsa^  pro  variabilibm  independentibus  haberi  possunt, 
ita  ut  aequationes  finitae,  quae  aequationibus  differentialibus  propositis  (1)  satis- 
faciunt,  praeter  ipsas  x,  a;,,  x^,  ...,  x„  adhuc  n  alias  independeiites  variabiles 
involvere  possint,  quae  neque  ipsae  neque  differentialia  earum  respectu  sumta 
aequationes  differentiales  propositas  afficiunt.  Variabilium  illarum  novarum  iiide- 
pendentium  «i,  a„,  . . .,  «„  loeo  functiones  earum  quaecunque  n  a  se  inde- 
pendentes  /?,,  ß.2,  ...,  Ä  i"  aequationibus  integralibus  introduci  sive  pro  Con- 
stantibus  arbitrariis  sumi  possunt.  Quo  idem  assequimur  ac  si  in  aequationibus 
(4)  ipsarum  f^,  /ä,  .  .  .,  /„  loco  functiones  earum  o  a  se  independentes  pro 
aequationis  differentialis  partialis  sumimus  sobitionibus,  quae  Constantibus  ar- 
bitrariis aequentur. 

10. 
Propositis  aequationibus  dift'erentialibus  vulgaribus 
(1)     dx:dx^ :  ...  :dx^  ^  X:X^:  ...:  X^, 
eanim  aequationes  iräeyrales  dicuntur  n  aequationes  finitae,  e  quibus  propositas 
deducere  licet,  et  dicuntur  illae  aequationes  integrales  coinpletae,  si  n  Constantes 
arbitrarias  involvunt,   quae    ad   minorem  numerum  revocari  non  possunt,     Sint 
Äj  ß-ii  ■■•!  ßn  Constantes    arbitrariae,    quas  aequationes    integrales    completae 
involvunt,  atque  sint  rursus 
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solutiones  a  se  independentes  aequationis  differentialis  partialis 


(2)     0  = 


(-■■■H-A   -= 

OK,  "   OX 


quas  ab  omnibus  Constantibus  arbitrariis  vacuas  suppono.    Secuiidum  Prop.  I.  §,  pr. 
per    aequationes    integrales    propositas  fiei'i  debeiit  f^,  f^,  ...,  f„  Constantibus 


quae  erunt  ipsarum  A,  /i.>,  .  .  .,  ß„  functiones.  Aequationes,  (^uae  hac  ratione 
obtinentur, 

(3)   A  =  «„    /■.  =  «„    .  •  .,   /.  =  ". 

cum  a  se  invicem  independentes  eodemqiie  nuraero  sint,  lociim  tenere  possunt 
aequationum  integralium  propositarum.  Quae  cum  conipletae  esse  supponantur, 
iieri  debent  «,,  «2,  ■  • -,  «»  ipsarum  /?,,  ß^,  ...,  /?„  functiones  a  se  indepen- 
dentes. Nam  si  foret  eavum  una  a„  reliquarum  «i,  «2,  .  .  .,  a„_i  functio,  ipsas 
praeterea  /?,,  ß^,  etc.  non  implicans,  sequeretur,  aequationes  integrales  propo- 
sitas revocari  posse  ad  alias,  Constantium  arbitrariarum  ßi,  ß^,  . .  .,  ß„  functio- 
nibus  «1,  «j,  . .  .,  ß„_i  affectas  neque  praeterea  ipsas  ßi  etc.  implieantes.  Unde 
illis  ipsarum  ßi  etc.  functionibus  pro  Constantibus  arbitrariis  sumtis,  revoca- 
rentur  aequationes  integrales  propositae  ad  alias  minore  Constantium  arbitra- 
riarum numero  affectas,  ideoque  secundum  definitionem  positara  non  esseiit 
completae. 

Si  «I,  a.^,  .  .  .,  (f„  sunt  ipsarum  /i,,  //^.  .  .  .,  ß„  functiones  a  se  inde- 
pendentes, etiam  ß^,  ß.^,  .  .  .,  ß„  ipsarum  a^,  a.^,  .  .  .,  «^  functiones  a  se  inde- 
pendentes sunt.     Unde  e  (3)  sequitur 

(4)    ^,  =  -f,,    ß-,  =  F,„    ■  ■  -,    ß„  =  K' 
designantibus  F^,  t\,  .  .  .,  F^  ipsarum   /i,  f.,,  ...,  f„  functiones  a  se   indepen- 
dentes.    Itaque  ipsae  quoque  i*'i,  F.j.  etc.  erunt  aequationis  (2)  solutiones  a  se 
independentes  (§.  5),  sive  habetur  Propositio : 

I.    „Aequationibus  ditFerentialibus  vulgaribus 
dx  :  dx,  :  ...  :dä!    =  X  :  A^  : . . . ;  X^ 
quocunque  modo  complete  integratis,  aequationes  integrales  conipletae  Con- 
stantium arbitrariarum  respectu  resolvi  possunt  et  variabilium  functiones  n, 
quibus    ea  resolutione  Constantes  arbitrariae  aequales  evadunt,    solutiones 
sunt  ä  se  independentes  aequationis  differentialis  partialis 
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xJl+x4^+...+x-|^  =0." 

Generaliter  quoties  n  quantitates  ope  n  aequationum  determinantur  seu  per  alias 
quantitates  easdem  aequationes  afficientes  exprimi  possunt,  non  fieri  potest,  ut 
ex  aequationibus  illis  deducatur  aequatio  ab  omnibus  illis  n  quatititatibus  vacua, 
sive  e  qua  quantitates  illae  omnes  eliminatae  sint.  Quippe  quae  aequatio  nihil 
contribueret  ad  quantitates  determinandas,  unde  n  quantitates  n—\  aequatio- 
nibus detenninarentur,  quod  fieri  nequit.  Hinc  e  Propositione  T.  haec  sequitur: 
IL  ^Ex  aequationibus  integralibus  completis  nulla  deduci  potest 
aequatio  inter  solas  variabiles  x,  x^,  . . .,  x„,  e  qua  omnes  Constantes  arbi- 
trariae  eliminatae  sint,  vel  si  habetur  aequatio  ab  omnibus  Constantibus 
arbitrariis  vacua,  necessario  identica  erit." 
Ex  n  aequationibus  integralibus  non  deduci  posse  aequationem  ab  omnibus  va- 
riabUibus  vaeuam  vix  monitu  opus  est,  Etenim  ad  aequationes  integrales  per- 
tinere  non  potest  inter  solas  quantitates  constantes  aequatio,  qua  reiecta  tantum 
n  —  1  adessent  inter  variabiles  x,  ^Cj,  etc.  aequationes,  e  quibus  n  aequationes 
differentiaJes  propositae  vel  n  aequationes  finitae  (3)  deduci  non  possunt.  Qua 
de  re  si  proponuntur  quaecunque  m  ex  aequationum  integralium  numero,  earum 
ope  m  variabiles  per  rellquas  determinare  licet,  quippe  quae  tum  demum  non 
succederet  determinatio,  si  ex  aequationibus  propositis  flueret  aequatio  ab  om- 
nibus variabilibus  vacua,  Eadem  de  causa  patet,  si  proponantur  quaecunque 
m  ex  aequationum  integi-alium  completarum  numero,  earum  ope  k  Constantes 
arbitrarias  et  m  —  i  variabiles  per  reliquas  variabiles  et  Constantes  arbitrarias 
exprimi  posse.  Nam  secundum  antecedentia  quaecunque  ex  aequationibus  inte- 
gralibus completis  deducatur  aequatio,  neque  variabilibus  neque  Constantibus 
arbitrariis  simul  omnibus  vacare  potest.  Unde  ex  unaquaque  aequatione  de 
aequationibus  integralibus  completis  deducta  sive  variabilis  sive  Constans  arbi- 
traria  determinari  potest,  et  huius  vel  illius  valore  in  reliquis  aequationibus  pro- 
positis  substituto  eiusmodi  deterrainationes  eontinuari  possunt,  usque  dum  tot 
Constantes  arbitrariae  et  variabiles  per  reliquas  Constantes  arbitrarias  et  varia- 
biles determinatae  sint,  quot  sunt  aequationes  propositae. 

Propositis  aequationibus  ad  aequationum  integralium  completarum  systema 
pertinentibus ,  totidem  quidem  Constantes  arbitrariae  vel  variabiles  iis  deter- 
minantur sive  per  reliquas  exprimi  possunt,  sed  non  semper  Constantes  arbi- 
trariae vel  variabiles,  quae  aequationibus  illis  integralibus  determinentur,  ex  ar? 


Hosted  by 


Google 


192         DII.UCIDATIONES  DE  AEQUATIONUM  DIFFERENTIALIUM  VfTLGARlUM  SYSTEMÄTIS. 

bitno  sumi  possunt.  Fieri  enim  potest,  ut  aequationes  illae  variabilium  vel 
Constantium  arbitrariarum  quasdam  omnino  noii  involvatit.  Qua  de  re  operae 
pretiuin  est  hanc  addere  Propositionem: 

ni.    „Aequationibus  diiferentialibus 

(Ix  :  dx^ : ...:  dx^  ^  X  :  X^:  . ..  :  X^ 

coiiiplete  integratis,  nisi  X identice  evanescat,  seniper  variabiles  sc^,  x^^,  ...,  x„ 

per  X  et  Constantes  arbitrarias  exprimere  licet,  quae  variabilium  x^,  x^,  ... 

...,  x„    expressiones    Constantium    arbitrariarum    respectu    a    se    indepen- 

dentes  erunt." 
Vidimus  enim  §  5,  nisi  X  identice  evanescat,  ipsas  x^.  x.^,  .  .  .,  x^  per  '/i, 
fi,  ■  ■  ■!  /«5  ^  exprimi  posse;  aequationibus  integralibus  completis  autem  ipsae 
/m  A'  ■■■)  fn  Constantibus  arbitrariis  aequantur,  unde  Propositionis  pars  prior 
Jiquet.  Inventae  pro  ipsis  x^  etc.  expressiones  si  Constantium  arbitrariarum 
respectu  a  se  non  independentes  essent,  invenlri  posset  inter  x,  Xi,  x.j,  .  .  .,  x„ 
aequatio  a  Constantibus  arbitrariis  vacua,  quod  secundum  I.  fieri  non  potest. 

Functionuro  a  se  independentium  cum  non  evanescat  Detenninans  (v.  Comm. 
de  Determinontihits  functionalihus),  sequitm'  ex  antecedentibus,  non  evanescente 
X,  Determinans 

non  evanescere,  siquidem  a,,  a^,  etc.  sunt  Constantes  arbitrariac,  per  quas 
ipsamque  x  exprimuntur  variabiles  x^,  x^,  .  .  ..  x,,. 

Mentionem  hie  iniiciam  Paradoxi,  quod  errori  loeum  dare  possit.  Ipsa 
enim  X  non  identice  evanescente  quaeritur,  an  per  aequationes  integrales  eva- 
nescere possit,  sive  an  unquam  fieri  possit,  ut  aequatio 

X  =  0 
ex  aequationibus  integralibus  completis  deduci  queat  Coiibtantibus  ai'bitrariis 
valores  tribuendo  particulares.  Quod  non  fieri  posse  videtur.  Nani  si  inter 
aequationes  integrales  habetur  X=0  et,  quod  suppono,  nou  simul  ouines  etiam 
reliquae  quantitates  X,,  X.,,  .  .  .,  X„  evanescunt,  sequitnr  ex  aequationibus  diife- 
rentialibus propositis 

da::dx^:...:d^.^  =  X:X,:...:X^, 
fieri 

X  =  Const. 
Quoties  autem   X  non    identice  evanescit,   secundum  III.    variabiles   omnes   per 
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ipsam  X  exprimere  licet,  uiide,  si  x  Constans  esset,  reÜquae  etiam  omnes  quan- 
titates  Xi,  Xu,  .  . .,  x„  Constantes  evaderent,  ideoque  ex  n  aequationibus  integra- 
libus  sequeretur,  n-+-l  quantitates  x,  x,,  .  .  .,  x„  valores  constaiites  habere,  quod 
absurdum  est.  Nibilo  tarnen  minus  innumera  in  promptu  sunt  exempla,  quae 
docent,  sane  fieii  posse,  ut  ipsa  X  non  identice  evanescens  per  aequationes 
tamen  integrales  partieulares  evanescat.     Sit  ex.gr.  X^x,   X,  =  3;^,   sive  sit: 

(ic :  däj^  ^  «  :  «j . 
Haec  aequatio  differentialis  complete  integratur  aeqiiatione 


in  qua  pro  Constantis  arbitrariae  «  valore  partieulari  or  =  0  sequitur 

Z  =  ^  =  0. 
Solvitur  Paradoxon  obsei-vando  fieri  posse,  ut  in  aequatione  aliqua 

ipsis  X,  cti,  a^,  ■ .-,  cc,^  valores  constantes  partieulares  tribuendo  functio  <p  formam 
-„-  induat,  quo  casu  ex  aequatione  praecedente  non  sequeretur  ipsam  x^  quoque 
fore  Constantem,  quod  supra  conclusi,  sed  ea  aequatione  in  hanc  0^0  redeunte 
omnino  nihil  de  quantitate  x^  pronunciaretur.  Plerumque  autem  si  sequentibus 
de  valoribus  particularibus  sermo  erit  Oonstantibus  arbitrariis  tribuendis,  tacite 
excludam  valores,  quibus  eiusmodi  indeterminationes  subnaseantur,  quae  excep- 
tionibus  a  regulis  generalibus  tradendis  locum  dare  possunt. 

11. 

Quaecunque  n  aequationes  finitae  satisfaciant  aequationibus  differentialibus 
vulgaribus  (1)  §.  pr.,  earum  ope  aequationis  (2)  §.  pr.  solutiones  a  se  indepen- 
dentes  /i,  f^,  .  .  .,  /„  aequantur  Oonstantibus  (§.  9).  Quae  Constantes,  quas 
rursus  «1,  «a;  ■-■!  «»  vocemus,  per  Constantes  arbitrarias  exprimuntur,  quibus 
aequationes  integrales  propositae  afficiuntur.  Quae  si  Constantes  arbitrariae 
sunt  numero  n 

ßir     ß.,     ■  ■  ;     ß.> 
atque   quantitates  cc,,  ct^.  ....  a„  earum    functiones   independentes   fiunt,    ipsae 
cfi  etc.    evadunt  Constantes    omnino  arbitrariae.      Et  cum  magis  generale  non 
detur,  quam  ut  functiones  f„  f^,  .  .  .,  /„,  quae  per  aequationes  integrales  Con- 
stantibus  aequales  fieri  debent,  Constantibus  arbitrariis  aequentur,  eo  casu  aequa- 
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tiones  integrales  iure  dicuntur  completae.  Contra  si  aeqaationes  integrales  pro- 
positae  nulias  involvunt  Constantes  arbitrarias  vel  minore  quam  n  numero,  vel 
si  invoivunt  Constantes  arbitrarias  numero  n  vel  etiam  raaiore  numero,  ipsae 
autem  a^,  a.^,  ...,  k„  earum  functiones  non  a  se  independentes  fiunt,  aequa- 
tiones  integrales  propositae  fiunt  partwulares.  Revocari  enim  possunt  ad  aequa^ 
tiones  (3),  in  quibus  qiiantitates  «,,  a^,  . .  .,  «„,  quae  per  aequationes  integrales 
completas  Constantes  arbitrariae  fiunt,  valores  determinatos  induunt  vel  condi- 
tionibus  subiiciuntur,  quibus  aliae  aliis  determinantur. 

Proponantur  duo  aequationum  integralium  systemata,  alterum  completiun 
Constantes  arbitrarias  /?,,  /i2,  .  .  .,  /?„  implicans,  alterum -sive  completum  sive 
particulare  Constantibus  arbitrajüs  y,,  y^,  etc.  affectum.  Utrumque  cum  in 
aeqaationes  (3)  redeat,  inter  se  convenire  debet,  si  valores,  quos  «,,  ce^,  .  . .,  a„ 
pro  altero  systemate  induunt,  valoribus,  quos  pro  altero  induunt,  aequantur. 
Pro  altero  systemate  fiunt  «i,  a^,  ...,  «„  ipsarum  /^i,  fi.j,  .  .  .,  /?„  functiones 
independentes  ideoque  etiam  vice  versa  ßi,  ß^,  ■■.,  ß„  datae  ipsarum  Uy,  a^,  .. .,  a„ 
functiones;  in  quibus  substituendo  ipsarum«;,  a^,  etc.  valores,  quos  pro  altero 
aequationum  integralium  systemate  induunt,  prodeunt  valores  ipsis  ßy,  ß^,  ,,.,  ß^ 
tribuendi,  ut  utrique  ipsarum  «i,  «g,  etc.  valores  inter  se  aequales  existant,  sive 
ut  ex  aequationum  integralium  completarum  systemate  i^roposito  alterum  obti- 
neatur.     Habemus  igitur  Propositionem: 

I.  „E  dato  aequationum  integralium  completarum  systemate  alterifm 
aequationum  integralium  systema  quodcunque  sive  completum  sive  parti- 
culare provenit  Constantes  arbitrarias  idonee  deterininando." 

Ex  eadem  Propositione  haec  fluit: 

II.  „Ex  n  aequationibus  inter  variabiles  x,  .r,,  .  .  .,  .t.'„  propositiri  pro- 
veniant  aequationes  differentiales 

dsD,  dx„  dx 

-ir  =  ^^'   i5r  =  ^-  •■■•  ^  =  -'- 

in  quibus  singulae  A.^,  Ä^,  . .  .,  A„  variabilium  ,t,  x,,  . .  .,  x„  functiones 
esse  possunt  maxirae  inter  se  diversae,  quae  per  ?i  aequationes  finitas  pro- 
positas  inter  se  aequales  existunt:  complete  integratis  aequationibus  diffe- 
rentialibus  praecedentibus  semper  fieri  potest,  ut  aequationes  integrales  in- 
ventae  Constantes  arbitrarias  idonee  determinando  in  ipsas  aequationes 
redeant  propositas." 
Varia,    quae  ex  iisdera  aequationibus  finitis  propositis    secundum    antecedentia 
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fluere  possuiit,  aequationum  difFerentialinm  systemata  complete  integrabuntur 
variis  aequationam  finitarum  systematis,  inter  quae  in  genere  ne  minima  quidem 
similitudo  intercedet.  Sed  omnia  haec  aequatioimm  integralium  systemata  quam 
maxime  inter  se  diversa  pro  certis  Constantium  arbitrariarum  valoribus  in  easdem 
aequationes  propositas  redire  debent. 

Vidimus  §,  8,  aequationes  differentiales  altiorum  ordinum,  quibus  al- 
tissimum  cuiusque  variabilis  dependentis  differentiale  per  ipsas  variabiles  earumque 
inferiora  ditferentialia  exprimitur, 

,,,      d''x  ,        d''y         „ 

(1) ==  A,      — ^  =  B,     etc. 

^  '      dt"  dt' 

revocari  posse  ad  p-i-q-i —  aequationes  differentiales  primi  ordinis  inter  variabiles 

t,     X,     m',     .  .   .,     x(i'-^\         y,     y',     .  .  .,     )/<«-'',     etc., 
ubi 

,-  d  iir  ,;,  d'y 

~~d?~'       ^     ~"'ci?~' 
Unde  etiam  Constantium  arbitrariarum,  quibus  ipsarum  (1)  aequationes  integrales 
completae  efiiciuntur,  numerus  erit  p-\-q-\ —  sive  aequabit  summam  ordinmn, 
ad  quos  in  aequationibus  differentialibus  propositis  altissiraa  variabilium  x,  y,  etc. 
differentialia  ascendunt. 

In  formam  aequationum  (1)  quaecimque  redeunt  aequationes  differentiales 
vulgares,  nisi  ex  üs  altissima  quaeque  differentialia  eliminare  sive  aequationem 
deducere  licet,  quae  tantum  differentialia  implicat  inferiora  altissimis,  quae  re- 
liquas  aequationes  afficiunt,     Unde  lianc  habemus  Propositionem : 

III.  „Quibuscunque  propositis  aequationibus  differentialibus  vulgaribus, 
e  (piibus  altissima  variabilium  dependentium  differentialia  simul  omnia  eli- 
minare non  licet,  numerus  Constantium  arbitrariarum,  quas  integratio  com- 
pleta  requirit,  aequabit  summam  ordinum,  ad  quos  singularum  variabilium 
differentialia  in  aequationibus  propositis  ascendunt." 

Aequationes  differentiales  vulgares  si  non  gaudent  forma  in  Prep.  pr.  supposita, 
semper  per  idoneas  differentiationes  et  eliminationes  ad  eam  formam  revocari 
possunt  ideoque  etiam  ad  aequationes  differentiales  primi  ordinis,  sicuti  §,  8 
monui.     Hinc  Theorema  II.  generalius  sie  proponi  potest: 

IV.  „E  n  aequationibus  inter  n-j-l  variabiles  propositis  per  iteratas 
differentiationes,  ipsis  quoque  aequationibus  finitis  propositis  in  usum  vo- 
catis,  quaecunque  ii  deducantiir  aequationes  differentiales  vulgares  cuiuslibet 
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ordinis  differentialia  implicantes,  his  complete  integratis  semper  Constantes 

arbitrarias  sie  determinare  licet,  ut  aequationes  integrales  inventae  in  ipsas 

redeant  aequationes  propositas." 

Singularibus  casibus,  quorum  §,  9  mentionem  inieci,  praecedentis  gravissimi  theo- 

rematis    exceptiones  locum    habere    possunt,   sed  haec  est  ampla   neque  adhuc 

perfecta  materies,  quam  hoc  loco  non  tangam. 

12. 
Detenninatis  vaiiabÜibus  Xj,  x^,  .  .  .,  x„  ut  uiiius  x  functionibus,  valores, 
quos  variabiles  vel  earum  functiones  induunt,  si  statuitur  it  =  0  vel  ipsi  x  aliiis 
quilibet  valor  particularis  a;"  tribuitur,  earum  appellamus  valores  initiales.  Illam 
ipsarum  x^,  x^,  . . .,  x„  determinationem  aequationum  semper  integralium  ope 
fieri  posse,  nisi  X  identice  evanescat,  §.  10  III.  vidimus.  Sint  aequationes  inte- 
grales completae,  Constantes  arbitrarias  ce^,  a^,  .,.,  «„  involventes,  e  quarura 
resolutione  proveniant  aequationes 

secundum  eandem  Propositionem  III.  §.  10  erunt 
9^1.     Va.     ■  ■  -1     9^ 
ipsarum  «,,  a^,  ....  a„  respectu  a  se  independentes.     Quod   cum  pro  ipsius  x 
valore  indeterininato  valeat,   etiam  pro 

^  =  a» 
valere  debet.     Unde  si  vocamus 

ipsarum   .r,,  x^,   .  .  .,  x„  valores  initiales,  Ita  ut  sit 

erunt  a^,  X2,  .  .  .,  x^  ipsarum  «1,  ci.2,  .  .  .,  a„  functiones  a  se   inviceni  indepen- 
dentes,  ideoque  pro  systematc   Oonstantium  arbitrariarum   snmi  ]:iossunt. 
Sunt  quantitates 


bina  valorum  variabilium  simultaneorum  systemata,  quorum  alterum  si  valorum 
initialium  systema  vocamus,  alterum  si  placet  valorum  finalium  systema  vocari 
potest.     Introdueendo   alterum    ut  systema  Oonstantium  ai'bitrariarum  videmus, 
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ganum 


„per  integrationem  completam  n  aequationum  differentialium  vulg: 
prirai  ordinis  inter  ra-j-1  variabiles  obtineri  n  aequationes  inter  biiia  quae- 
cunque  valorum  variabilium  simultaneorum  systemata." 
Quae  forma  aequationum  integralium  completarum,  quae  inter  valores  varia- 
bilium  finales  et  initiales  proponuntur,  prae  ceteris  memorabiüs  est.  Nam  cum 
bina  illa  systemata  valorum  variabÜium  simultaneorum  binis  quibuscunque  ipsius 
X  valoribus  sf  et  x  respondeant,  alterum  systema  cum  altero  eommutare  licet. 
Unde  hanc  habemus  Propositionem : 

_l        „In  unaquaque  aequationum  integralium  inter  variabiles  x,  x,,  .  .  .,  x„ 
earumque  valores  initiales  a^,,  x^,  . .  .,  xl  propositarum  ipsas  x,  x,,  .  . .,  x„ 
respective   cum   ipsis    xl,  a^,  ...,  x^   commutando  aut    aequatio    immutata 
manet  aut  alia  obtinetur  ex  aequationum  integralium  numero." 
Proposuimus   antecedentibus  duas   formas  praeeipuas,    quibus  aequationes    inte- 
grales completae  exhiberi  solent,   quarum  altera   exprimuntur  variabiles  omnes 
ut  earum  unius   atque  Oonstantium  arbitrariarum  funetiones,    altera  assignantur 
functiones  solarum  vai-iabilium  singulae  singulis  Constantibus  arbitrariis  aequales. 
In  genere  molestae  requiruntur  aequationum  resolutiones,  ut  aequationum  inte- 
gralium completarum  forma  altera  ad  alteram  revocetur.     Quoties  autem  aequa- 
tiones integrales  completae    inter  variabilium  valores  fi:nale8  atque   initiales  ex- 
hibeiitur,  istarum  resolutionum  locum  teuere  potest  facillima  valorum  initialium 
cum    finalibus    commutatio.      Inventis    enim    ipsarura  x^,  x^,  .,.,  x„  per  x,  x", 
af,,  ....  xl  expressionibus 

secundum  antecedentia  valorum  finalium  et  initialium  commutatione  statiin  ha- 
betur aequationum  integralium  forma  altera  per  formulas 

Adnotandum  autem  est,  iliam  commutationem  re(juirere,  ut  ipsi  af  non  vjilor 
particularis  veluti  a^  =  0  tributus  sit,  sed  ipsa  x"  quoque,  perinde  atque  re- 
liquae  Constantes  a:Jj  aA,  et-c.,  indeterminata  maneat.  Est  tarnen  casus,  quo  etsi 
ipsi  x"  valor  particularis  veluti  af  ^  0  tributus  sit,  nihilominus  altera  aequa- 
tionum integralium  forma  ex  altera,  sola  elementorum  commutatione,  obtineatur. 
Ponamus  enim  in  aequationibus  differentialibus  propositis 

da  :  dx^ : ... :  die^  =  X  :  X,:  ... :  X^ 
omnes  X,  X,,  ....  X„  variabili  x  vaeare:   aequationes   ditferentiales   propositae 
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iiullo  modo  mutantiir  ipsam  x  quantitate  constante  augenrlo  vel  diminuendo; 
unde  in  aequationibus  quoque  iiitegralibus  ipsam  x  quantitate  constante  augere 
vel  diminuere  licet.  Exhibitis  igitur  aequationibus  integralibas  inter  x,  ipsas 
a:,,  iCj,  , .  .,  x^  earumque  valores  ipsi  x^O  respondentes,  ipsi  x  substituendo 
x—af  erunt  "^i,  3^,  •  .  ■,  u^  variabilium  x^,  x^,  ...,  x„  valores  ipsi  x—x*'^0 
sive  ipsi  x  ^  ^  respondentes.     Hac   ratione  ex  unaquaque  aequatione  integral! 

(1)     <l>(w,  «,,  x^,  ...,  a-.^,  a^j",   w^,  ...,  ^n)  =  0 
obtinetur  aeqiiatio 

(2)    a>{x—x'',  x^,  x^,  . . .,  x^,  x^,  x^,  . . .,  5;«)  =  0. 
Ipsas  X,  Xi,  . ,  ,,  x„  respective    cum  x'^,  a^,  . .  .,  a^  commutando  ex   aequatione 
praecedente  (2)  eruitur  altera 

(3)     <D(^«-^,  x^^,  x^,  ...,  <,  ^„  x^,  . . .,  .^„)  =^  0. 
Si  in   hac   ponimus  a:"  =  0.   ut  rursus  sint  x",   etc.    variabilium  x^    etc.  valores 
ipsi  X  ^  0  respondentes,  fit  . 

(4)     0(—x,  x^,  a^l,  . .  .,  x^,  x^,  x^,  ...,  xj  ^  0. 
TJnde  casu   proposito  si  Constantes  xj  etc.   ipsarum  x,  etc.    valores  ipsi  x  =  0 
respondentes    designant,    ex    unaquaque  aequatione   integrali  (1)  fluit    aequatio 
integralis  (4),  sive  habemus  Propositionem : 

III.     „Propositis  aequationibus  differentialibus 

dx:djs^  ■.dx^: ...  :dx^  ^  X:X^:X^:...:X^, 

in  quibus  omnes  X,  X^,  etc.  variabilem  x  non  involvant,  ex  unaquaque 
aequatione  integi'ali  inter  ipsam  x,  variabÜes  3:^,  x^,  . . .,  x„  earumque  va- 
lores Xf,  xl,  ,  ,  .,  .T^  ipsi  X  ^  0  respondentes  fluit  altera,  variabiles  a;,  etc. 
cum  valoribos  earum  initialibus  »^  etc.  commutando  simulque  mutando  x 
in  — a;." 

Casus  propositus,  quo  omnes  X^  X,,  etc.  variabilem  x  non  continent, 
etiam  eo  distinguitur,  quod  aequationum  differentialium  integrandarum  numerus 
unitate  minor  fiat,  et  sola  insuper  reqiiiratur  Quadratura.  Etenim  coinplete 
integratis  n  —  l  aequationibus  differentialibus 

dx^:dx^  :  ...  :die^  ^  X^:  X^:  ...  :  X^, 
quae  sunt  inter  solas  variabiles  x,,  x^,  ■  .  ■,  x„,  per  earum  unam  ,i';  et  n  —  l  Con- 
stantes arbitrarias  exprlmantur  X  et  X^,    invenitar  7***  aequatio  integralis  solius 
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Quatlraturae  ope  per  formulam 

ubi  x°  est  «'°  Constans  arbitraria. 

Aequationes  ditferentiales  vulgares  de  aequationibiis  finitis  propositis  de- 
ductae  si  complete  integratitur,  vidimus  §.11  Constantes  arbitrarias  sie  deter- 
minari  posse,  ut  aequationes  integrales  inventae  in  ipsas  redeaiit  aequationes 
propositas.  lUa  determinatio  commode  fit,  si  ex  aequationibus  propositis  va- 
lores  variabUium  eruuntur  ipsi  a:  =  0  seil  alü  ipsius  x  vaioi-i  particulari  respon- 
dentes  iique  valores  in  aequationibus  integralibus  inventis  substituuntur.  Quo 
facto  ipsae  habentur  aequationes,  quibus  Constantes  arbitrariae  determinandae 
sunt,  ut  ex  aequationibus  integratione  inventis  propositae  proveniant.  Est  ista 
differentiatio  et  redintegi-atio  potens  artis  Analyticae  instrumentum ,  quo  variae 
transformationes,  determinationes,  evolutiones  in  series  infinitas  obtineantur. 

De  Constantibus  arbitrariis  siipervacaneis. 
13. 
Si  in  aequationibus  integralibus,  inter  variabiles  x,  x^,  ....  ,t„  earuraque 
valores  initiales  :^,  a^,  .  .  .,  x^  exhibitis,  ipsa  af  quoque  indeterminata  inanet, 
aequationes  illae  n  +  1  Constantes  arbitrarias  invoivunt  ideoque  maiorem  nu- 
merum  quam  conapleta  integratio  poscit.  Quin  adeo  nihil  impedit  quin  numerus 
Constantium  arbitrariarum  in  singulis  aequationibus  adhuc  maior  vel  etiam  in- 
finitus  sit  nee  nisi  reliquarum  aequationum  integralium  adiumento  ad  minorem 
numerum  revocari  possit,     Veluti  si  duae  habentur  aequationes 

(1)    u  =  a,     v^ß, 
designantibus  es  et  /y  Constantes  arbitrarias,  iis  substituere  licet  has: 

(2)  y>(u,v)  =  0,  VK«)  =  0, 
designantibus  cp  et  i/f  ipsarum  u,  v  functiones  arbitrarias,  quae  Constantium  arbi- 
trariarum numerum  infinitum  involvere  possunt.  Quamquam  inde  nullo  modo 
generalitatem  augebimus,  quia  e  binis  aequationibus  simultaneis  (2)  sequitur  u 
et  V  Constantes  esse,  ideoque,  quemcunque  Constantium  arbitrariarum  numerum 
involvant,  magis  generale  ex  iis  sequi  non  potest  quam  u  et  v  Constantes  arbi- 
trarias esse.  Aequationes  autem  integrales,  quemcunque  Constantium  arbitra- 
riarum numerum  involvant,  semper  ad  alias  revocari  posse,  quae  non  plures 
quam  n  Constantes  arbitrarias  contineant,  facile  patet.     Aequationum  enim  inte- 
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gralium  systema  quodcunque  vidimus  convenire   cum  aequationibus  sequentibus 

(3)    /,=«„    /,==«„     .  ..,    /■„  =  «„, 
nbi  /,,  f.^,  .  .  .,  /„  sunt  funetiones  a  se  independentes,  ab  omnibus  omnino  Con- 
stantibus   arbitrarüs  vaeuae,    ipsae  autem    «,,  a^,  . . .,  k„  Constantes,    quas  si 
arbitrarias  ponimus,  maxiinam  generalitatem  assecuti  sumus. 

Propositis  varlabilium  x,  a.-,,  etc.  expressionibus  Constantes  arbitrarias 
involventibus  quaerendum  erlt,  an  Oonstantium  ai-bitrariarum  loco  minor  nu- 
merus functionum  earum  in  expressiones  propositas  introduci  possit:  quod  enini 
si  fieri  poteat,  bas  funetiones  novis  Constantibus  arbitrariis  aequando,  Constantes 
arbitrariae  in  expressionibus  propositis  ad  genuinum  numerum  revocatae  erant. 
Veluti  designantibus  a  oi  ß  Constantes  arbitrarias  si  expressiones  variabilüim 
X,  x-y,  etc.  quantitate 

«-t-i3 
afficiuntur,  dicemus  eas  unicam  tantum  Involvere  Constantem  arbitrariam  j'  ^  a  -\-ß. 
Si  aequationes  Constantibus  arbitrariis  affectae  inter  variabiles  x,  x^,  etc.  pro- 
ponuntur  atque  Constantes  arbitrariae  in  singulis  aequationibus  propositis  per 
se  consideratis  ad  minorem  revocari  non  possunt  numerum,  id  tarnen  in  aequa- 
tionibus idonee  inter  se  combmatis  locum  habere  posse  vidimus.  Ut  iustus  Con- 
stantium  arbitrariarum  numerus,  quo  systema  aequationum  natura  sua  affici  de- 
beat,  eruatur,  redigatur  systema  in  eam  formam,  qua  totidem  variabiles  quot 
sunt  aequationes  per  reliquas  variabiles  et  Constantes  arbitrarias  exprimuntur: 
quibus  in  expressionibus  si  Constantes  arbitrariae  ad  minimum  numerum  revo- 
cantur,  is  quoque  genuinus  numerus  Constantium  arbitrariarum  erit,  quo  systema 
aequationum  propositarum  afficitur.  Unde  vice  versa  semper  in  aequationibus 
in  formam  illam  redactis  Constantes  arbitrariae  ad  eum  numerum  revocari 
possunt,  qui  systemati  aequationum  propositarum  genuinus  ^t.  Quoties  in 
sequentibus  de  nuraero  Constantium  arbitrariarum  sermo  erit,  quem  expressiones 
aut  aequationes  propositae  continent,  semper  genuinum  numerum  intelligam  seu 
minimum,  ad  quem  eas  revocare  liceat.  Sequitur  ex  antecedentibus,  aequatio- 
nibus integralibus  eompletis  ea  forma  exhibitis,  qua  variabiles  omnes  per  unam 
earum  atque  Constantes  arbitrarias  exprimuntur,  Constantes  arbitrarias  in  ex- 
pressionibus Ulis  semper  ad  numerum  n  revocari  posse,  neque  igitur  ad  eam  i-em 
alia  aequationum  combinatione  opus  esse.  Quod  etiam  patet,  si  reputamus  illas 
variabilium  expressiones  ex  aequationibus  (3)  deduci  posse,  ad  quas  aequationes 
integrales  quascunque  revocare  licet.     Habemus  igitur  lianc  Propositionem: 
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I.    ^Integratis  aequationibus  differentialibus 

da: :  da>^ : ...  :  do!^  ^  X;  X^  :  ...  :  X.^, 
expriniantur  x^,  x^,  .  .  .,  x„    per    x    atque   Constantes    arbitrarias:    expros- 
siünes  inventae 

?>.(•»)  =  ^i 
plures  quam  n  Constantes  arbitrarias  involvere  nequeiint." 
Expressis  ex.  gr.  .-c,,  x^,  ...,  x-„  per  x  atque  valores  ■  initiales  x^,  x",  x^,  . . .,  xl,  sit 

(4)  ^,  =  9>x^,A  .-?,...,  ^:); 

ut  n-'rl  Constantes  arbitrariae  in  illis  expressionibus  ad  iustum  numerum  n  re- 
vocentur,  ponatur  in  (4)  iE  =  0  ac  vocentur  ipsarum  af,  aP^,  .  .  .,  3:^  fanctiones 
pro  indicis  i  valoribus  l,  2,  .  .  .,  n  provenientes 

ft'  fi'  ■  ■  ■'  f^- 
Fieri  debet  ut  expresslones  (4)  per  x  solasque  ip",  (p\,  .  .  .,  y^  exhiberi  possint 
nee  Constantes  arbitrarias  ^,  ^fl,  .  .  .,  x^  contineant,  nisi  quatenus  in  Ulis  earum 
n  functionibus  yj,  y^,  .  •  .,  y°  insint.  Unde  abi  x  pro  Constante,  solae  x", 
x1,  ■■  ■,  x^  pro  variabilibns  habentar,  erunt  expressiones  ^P;  ipsarum  yj,  gf^,  ...,  y>^ 
functiones,  Quod  secundum  Propositionem  notam  (v.  Comm.  de  Determ.  funct.') 
exprimitur  per  aequationem,  quae  pro  ipsius  x  valore  indefiiiito  identice  locum 

habere  debet: 

d(f.      dtf/^      d(p\         d(fP 
(5)     ^  =  ^^-ö^--Q^--ß^---ö^- 

Haec  aequatio  etiam  sequente  ratione  demonstrari  potest, 

Ponamus    commutando   variabilium  valores  finales  et   initiales  abire   <fi, 
<p1  in  ^',,  '[>'■;  secundum  §.  pr.  illa  commutatione  prodit  e  (4)  Integrale 

sive  ponendo  x"  =  0 

Aequationes  praecedentes  differentiatae  per  aequationes  diö'erentiales  propositas 
identieae  fieri  debent,  unde  prodeunt  aequationes  identicae: 


(fi) 


0  =  x-^+x,- 
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In  aequatione  posteriore  si  X;  mutamus  in  x°,  prodit  aequatio 

die"  '   c^j'  "  dx^ 

siquidem  ea  commutatione  quantitates  X^  m  Xf  abeunt.  E  fonnula  praecedente 
tribuendo  indici  /  valores  1,  2,  ....  n  proveniunt  ra  aequationes,  ipsarum  X", 
X,",  etc.  respectu  lineares,  quarum  ope  rationes,   quas  hae   quantitates  inter  se 

tenent,  exprimi  possunt  per  Coßfficientes    -  l  ■     Atque  per  notas  tbeoriae  aequa- 

tionum  linearium  formulas  invenitur,  esse  X°,  Xf,  .  .  .,  X^  inter  se  ut  quan- 
titates constantes,  quae  in  Dete'rminante  evanescente  (5)  nmltiplicantur  respec- 

5^.         5y.  Sy-         tt    i  ■     ^  •,    -i  •    i   ■ 

tive  per  -^--■,  ,   ■■■,   -5 — -■      Unde  aequatio  (5)  demonstranda  hanc  induit 

simpliciorem  forraam: 

dw.  dw.  dtp. 

(7)    0  =  X"^+X,"-g^  +  ..-+X--^5-. 

Haec  autem  formuia  e  priore  formularum  (6)  obtinetur  rursus  commutando  x, 
X,,  .  . .,  x^  cum  af,  3^1,  .  . .,  x^.  E  formuia  praecedente  tribuendo  indici  ^'  va- 
lores  1.  2,  .  .  .,  n  prodeunt  «  aequationes  identicae,  quibiis  differentiatis  ipsius 
X  respectu  aliae  similes  prodeunt. 

Aequatio  ditferentialis  )i"  ordinis  inter  duas  variabiles  x  et  y  semper  ad 
n  aequationes  differentiales  primi  ordinis  inter  variabiles 

■^^   y.   y\   -  -  ■,   2/'""^" 

revocari  potest,  siquidem 


Unde  e  Propositione  I.  haec  sequitur  hotissima: 

„Integrata  aequatione  differentiali  n'^  ordinis   inter  x  et  y,   expressio 

.ipsius  y  per  x  plures  quam  n  Constantes  arbitrarias  non  involvere  potest." 

Haec  propositio  saepius  non  reete  eo  concluditur,   quod  ex  n  +  l  aequationibus 

,j  =  F(_^\  -v  =  ^''  y'-^u^ n'-"--!:^^ 

e  quibus  aequatio  differentialie  «"  ordinis  proposita  resultare  debet,  non  plures 
quam  n  quantitates  eliminari  possint.  Sane  fieri  potest  ut  e  numero  n  +  l  aequa^ 
tionum   plures  quam   n  Constantes  arbitrariae   eliaiiiiari  possint,    quamvis    nullo 
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modo  ad  minorem  eas  numerum  revocare  liceat.     Cuius  rei  exempla  per  totum 
Calculum  Integralem  frequentiasime   obveniunt,     Proposita  ex.  gr.   inter  x  et  y 
aeqnatione  differentiali  secundi  ordinis  huiusmodi 
(8)    y"  =  V-fe  J), 
cui  satist'aciat  aequatio  integralis 

H  =  vO>0^ 
resultare  debet  (8)  e  <]Liabus  aeqaationibLis  inter  se  combinatis 

Neque  recte  concliideretiir  ipsaiii  (f(x)  unicam  tantum  Constantem  arbitrariam 
involvere  posse,  quia  unam  tantum  quantitateni  e  duabus  aequationibus  prae- 
cedentibus  eliminare  liceat.  Bene  enim  constat  ipsius  yljc)  expressionem  com- 
pletam  duas  involvere  Constantes  arbitrarias,  quae  nuUo  modo  ad  unam  revo- 
cari  possint.     Et  ex  aequatione  ^(x,  y,  z)  ^=  0  ope  aequationiim 

py  _^  ^y  .  ^^   =  0    ~^-^  -+-  — ?^  ■  ^^  =  0 

dm  dz        dx  '       dif  dz        dy 

functionem  arbitrariam  eümlnari  posse  constat,  quae  Constantes  arbitrarias  nu- 
mero  infinito  involvere  potest  nuUo  modo  ad  finitum  numerum  reducendas. 

Cum  ad  eam  formam,  qua  aequationes  differentiales  vulgares  proposuimus, 
quodcunque  aequätionum  differentialium  systema  revocai'e  liceat  e  Propositione  I. 
generalior  sequitur: 

II.  „Aequätionum  differentialium  vulgarium  systemate  quocunque  in- 
tegrato,  dependentium  variabilium  per  independentem  expressiones  non 
maiorem  numerum  involvere  possunt  Constantium  arbitrariarum,  quam  qui 
ad  completam  integrationem  requiritur." 

Ut  aef^uätionuin  integralium  completarum  definitio  supra  j^roposita  (§.  9) 
ad  eum  extendatur  casum,  quo  in  iis  Constantes  arbitrariae  insunt  supervacaneac, 
hoc  est  maiore  numero  quam  ad  completam  Integrationen!  necessario  requiritur, 
aequationes  integrales  completas  definire  licet  ut  tales,  e  quibus  Constantes  ar- 
bitrarias eliminare  non  liceat,  sive  e  quibus  nulla  deduci  possit  a  Constantibus 
arbitrariis  omnibus  vacua.  Qua  sequitur  definitione  Constantium  arbitrariarum, 
quibus  aequationes  integrales  completae  afficiuntur,  numerum  ipsum  n  aut 
aequare  aut  superare  ac  semper  aequätionum  integralium  completarum  beiieficio 
earum  n  per  ipsas  variabiks  expnmi  posse. 

26* 
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Siiit  illae  expressiones 

(9)    ß,  =  F^,     \%  =  F.,,     ■  ■  ;     ßn  =  K' 
t'iinctiones  F,   etc.  Constantibiis    ai'bitrariis  /V,,  ß^j,  .  .  .,  Ä  prorsns  vaeant,   sed 
alias  involvere  possunt  Constantes  arbitrarias 

?.+,.  1«.«.  ■  ■  ■ 

Quae  erunt  siipervacaneae  neque  generalitatem  augebunt  sive  arbitrariae  po- 
nantur  sive  valores  particulares  induant.  Nam  ex  his,  quae  §.  8  demonstpavi, 
sequitur  fieri  F-,,  F^,  .  . .,  F„  functiones  a  se  independentes  ipsarum  fi,  f^,  •■  ■,  f« 
Constantibus  arbitrariis  non  affectarum.  Eruntque  F^,  F^,  . . .,  F^  a  se  inde- 
pendentes, si  Constantibus  ß„+,,  ß^s,  ^tß-,  quibus  afficiuntur , valorev tribuantur 
particulares  quicunque;  nam  dicendo  eas  Constantes  esse  arbitrarias  hoc  ipsum 
innuitur,  valores  iis  tribui  posse  particulares  quoscunque.  Quoties  autem  sunt 
F,,  F^,  .  . .,  F„  functiones  a  se  independentes,  aequationibus  (9)  integratio  com- 
pleta  continetur  seu  maxima  generalitate  gaudens,  quam  igitur  assequimur  etiamsi 
ipsis  /?,+,  etc.   valores  particulares  tribuantur.     Modo   certi  excipiantur  valores 

particulares,  pro  quibus  evenire  potest  at  functiones  F^  etc.  formam  -rr-  induant 

vel  ipsae  .Fi  etc.  non  ampliuH  a  se  independentes  sint.  Vtjlnti  si  habentiir  duae 
functiones 

_   a+ßf,+yU         j,^   ct'+ß'f,-hr'f, 

designantibus  «,  ß,  etc.  Constantes  arbitrarias,  sane  dicemus  F-,  et  F.^  functiones 
ipsaruln   f^   et  f^  a  se   independentes,  quamvis   pro    «  =  <)' ^  «' ^  <)■' =  0   vel 
pro  aliis  ipsarum  «,  ß,  etc.  certis  quibusdam'  valoribus  secus  eveniet. 
Sequitur  ex  antecedentibus  baec  quoque  Propositio: 

„Sit  y  functio   ipsius   x    atque   aliarum   n  quantitatum   «i,   ß^,   .  .  .,   ri^, 

quae  non  ad  minorem  numerum  revocari  possunt;  posito  ^^'^-^Ti  '  6^""^^*' 
y,  y',  . .  .,  y^"~^>  ipsarum  a,,  a^,  .  . .,  «,  respectu  a  se  independentes,  sive 
inter  x,  y,  y',  .  .  .,  y'-""''^  non  dabitur  aequatio  ab  omnibus  «,,  cc^,  .  .  .,  «„ 
vacua;  unde  etiam  non  fieri  potest  ut  identiee  evanescat  Determinans 

OK,       da„_  ba^ 

Unde     vice'   versa    eo   Determinante    evanescente    ipsas    Kj,   ß^,   .  ,  .,   «„    ad 
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minorem  numerum  revocave  lieebit  sive  exprimi  potent  y  per  x  ipsarumque 

ßi,  a^,  ...,  «„  functiones  minore  quam  n  numero." 
Nimirum  si  daretur  inter  ipsas  x,  y,  y',  .  .  .,  y"-^'  aequatio  ab  oranibus  a,, 
«3,  .  .  .,  a„  vacua,  haberetur  ipsius  x  functio  y,  aequationi  differentiali  (n — 1)" 
ordinis  satisfaciens  atque  n  Constantes  arbitrarias  involvens,  quod  fieri  non  potest. 
Propositio  similis  de  pluribus  ipsius  x  functionibus  y,  z,  etc.  quantitates  «i, 
«3,  etc.  implicantibus  facile  eonstat.  Involventibus  ex.  gr.  ^  et  s  Constantes 
arbitrarias  i-^k,  ad  minorem  numerum  non  reducendas ,  functiones  y,  y', 
y",  . .  .,  y^'~^\  2,  z',  z",  ...,  s^'"'^  earum  respeetu  a  se  independentes  erunt. 
Neque  vero  similis  valet  Propositio,  si  alia  sumuntur  differentialia,  quam  se  or- 
dine  insequentia.  Vidimus  enim  antecedentibus,  sane  dar!  ipsarum  x,  a^,  a^ 
functiones  y,  pro  quibus  identice  fiat 

dy        dy  dy        dy"     ^  ^ 

öff,      öa.,  da,^  ■    öa^  ' 

in  quibus  tamen  ipsae  «.et  «,  ad  unam  quantitatem  revocari  non  possint,  sci- 
licet  functiones  integratione  completa  aequationis 

provenientes. 

U. 
De  Constantibus  supervacaneis  addere  placet   sequentia.     Sint  rursus  f^, 
f.,,  ...,  f„  aequationis  differentialis  partiaiis 

CD  Q  =  x-^+x,^+-+x,^- 

solutiones  a  se  invicem  independentes,  ab  omnibus  Constantibus  arbitrai-iis 
vacuae.  Proponatur  eiusdem  aequationis  solutio,  F,  Constantibus  arbitrai-iis 
a,  b,  etc.  affecta.  Cum  quaeiibet  aequationis  (1)  solutio  sit  ipsarum  /j,  /j,  etc. 
functio,  etiam  J^  ipsarum  fi,  f^,  . .  .,  /„  functio  erit,  quantitates  praeterea  con- 
stantes «,  b,  etc.  involvens.'  Qua  iteratis  vicibus  ipsarum  a,  b,  etc.  respeetu 
differentiata  rursus  quantitatum  fj,  f.^,  , .  .,  f„  functiones  prodeunt  ideoque 
novae  aequationis  (1)  solutiones.  Unde  propositam  aeqiiatmvis  (1)  sohitionem  F 
Constantes  arbitrarias  a,  b,  etc.  involventem  Constantium  arbitrariarum  a,  'h,  etc. 
respeetu  iteratis  vicibus  diferentiando  novae  eiusdem  aequationis  (I)  obtimntiir  so- 
lutiones.    Tdem  sequitnr  ex  ipsa  aeqiiatione 


Hosted  by 


Google 


DJLUCIDATIONES  DE  AEQÜATIONdJI  DIFFERENTIALIUM  VULGARIUM  SYSTEMATIS. 
.  SF        ^    SF  ^    SF 


(2)     0  =  X 


dx  ^  ox  "  dx 


Quippe  cuius  Co6fficientes  X,  Xi,  etc.  cum  quantitates  a,  b,  etc.  nullo  modo  in- 
volvant,  aequationem  (2)  ipsius  a  respectu  x  vicibus,  ipsius  h  respeetu  X  vi- 
cibus  etc.  differentiando  eruimus,  si  ;(-i-/i-\ —  =  ^, 

0  =  X   ^  ~ hX, ^-—4 \ \-X  - 


dxda'oJ/'...  '   dx^da'db  ...  "  dx^Ba'üh  ... 

Unde  aequationis  (1)  solutiones  etiam  expressiones  erunt  omnes  huiusmodi: 
.    ff'F 
da'db'-...    ' 
quippe  quae  secundum  aequationem  praccedeiitem  pro  functione  /  positae  aequa- 
tioni(l)  satisfaciunt. 

Cum  aequationis  (1)  tantum  n  solutiones  a  se  independentes  extent,  inter 

F  eiusque  ri,  differentialia ; minoremve  eorum  numerum  dabitur  aequatio 

solas  praeterea  a  et  b  involvens.  Quae  baberi  potest  pro  aequatione  differen- 
tiali,  in  cuius  solutione  F,  quae  ipsarum  a,  b,  etc.,  fi,  f^,  ...,  /„■  functio  est, 
ipsae  /i,  f^,  .  .  .,  f„  vicem  gerunt  Constantium  ai-bitrariarum. 

Quaeramus  iam,  quomodo,  una  proposita  aequationis  (1)  sobitlone  F  Con- 
stantes  arbitrarias  a,  b,  etc.  involvente,  eruantur  eiusdeni  aequationis  solutiones 
a  Constantibus  arbitrariis  vacuae,  quarum  proposita  F  functio  est.  Quod  ita 
fere  solvere  licet  problema.  Huius  a  vel  h  etc.  respectu  differentiationes  in- 
stituantur  iteratae,  dmn  ad  differentialia  perveniatur,  quae  pei'  antecedentia 
ipsasque  a  et  J  exprimere  licet, 

(  d'F  ( ^.    oF  6'-'F  ,        \ 

ob'  'y      db  db'''    '  ' 


Indices  i,  k,  etc.  numerum  n  non  superabunt,  quia  ad  aequationes  praecedehtes 
inter  ipsam  F  eiusque  differentialia  obtinendas  non  plures  ex  iis  funetionibus 
quam  •«  quantitates  eliminandae  sunt,  videlicet  aequationis  (1)  solutiones  a  Con- 
stantibus a,  b,  etc.  vacuae,  quarum  proposita  F  functio  est.  Patet  aequationum 
ope  praecedcntinm  (3)   cimcfa  ipsius  F  differentialia  ipsarum   a,   b,   etc.   respectu 
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sumta  expritni  posse  per  Ipsas  tr,  b,  etc.  atque  hiiiiismodi  ditferentialia 

da'db"...    ' 
in  quibus  ^<Ch  /*  <  /i^'»  etc.      Horum  clifferentialium  sit  m    numerus  minimus, 
per  quae  ipsasque  c,  b,  etc.  reliqua  omnia  exprimantur.     Quae  si  vocamus 

5Pp    9^51     ■,-  ■'    9..., 
omnes  per  ea  exprimi  poterunt  aequationis  (1)  solutiones,  quas  ipsarum  a,  b,  etc. 
respeetu  differentiando    e  proposita  F  derivare  licet,     Quibus  e  solutioiiibus  si 
ipsis  «,   h,   etc.   valores  tribuendo  particulares 

a',     b",     etc. 
functiones  prodeunt 

<p^,  (F-;\  .  .  .,  y,^; 
hae  ipsae  erunt  aequationis  (1)  solutiones  quaesitae  a  Constantibus  a,  b,  etc. 
vacuae  et  a  se  independentes,  quarum  proposita  F  functio  est.  Etenim  cum 
F  eiusque  differetitialia  ipsarum  a,  b,  etc.  respeetu  sumta  per  fimctiones  yj, , 
^2,  . . .',  (p,„  ipsasque  a,  b,  etc.  exprimi  possint,  substituendo  in  illis  expres- 
sionibus  a  =  a",  b  ^  b°,  etc.  exhibebimus  per  yij,  y^,  . . .,  y^,  valores,  quos  F 
eiusque  differentialia  omnia  ipsarum  a,  b,  etc.  respeetu  sumta  pro  a  =  a", 
b  =  Jf,  etc.  induunt.  Unde  functionis  J*'  evolutione  facta  in  seriem  infinitam 
secundum  ipsarum  a  —  «*,  b  —  b",  etc.  potestates  potestatumque  producta  pro- 
gredientem, singuli  evolutionis  Cogfficientes.  per  ipsas  jpi,  (pl,  . . .,  5p",  exhiberi 
possunt,  eaque  ratione  functio  F  per  aequationis  (1)  solutiones  ^pj,  yjj,  , .  .,  y)^„ 
a  Constantibus  arbitrariis  a,  h,  etc.  vacuas  ipsasque  a,  b,  etc.  exhibetur.  Eruntque 
solutiones  ^pj,  9>g,  .  . .,  g>l,  a  se  independentes;  si  enim  per  minorem  funetionum 
numerum  exprimi  possent,  per  easdem  ipsasque  a,  h,  etc.  etiam  exprimcrentur 
differentialia  omnia 

g*+f +■■■  F 

quae  igitur  etiam  per   ipsorum   minorem   numerum    quam  m   atque  Constantes 
ft,  h,  etc.  exprimi  possent,  quod  est  contra  suppositionem  factam. 

Si  ipsas  ö,  &,  etc.  pro  variabilibus,  solutiones  f\,  /j,  .  .  ,,  f„,  quarum  F 
functio  esse  debet,  pro  Constantibus  arbitrariis  habemus,  problema  antece- 
dentibus  solutum  prorsus  cum  hoc  convenit,  Constantes  arbitrarias  in  data  ex- 
pressione  obvenientes  ad  iustum  numerum  revocandi. 
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Si  funetio  F  unicam  implicat  Constantein  arbiti-anam  a,  eruitiir  niinimas 
numerus  functionum   ab  ipsa  a  vacuariim,    per    quas   ipsanique  a   funetio  F  ex- 

primatur,  formando  diff'erentiaha  ^^— ,  -yy- ,   etc..    usque  dum  pei-veniatur  ad 

diirercntiale,  quod  per  antecedentia  ipsamque  «  exprinii  possit, 

^^^       da'"  "r'     da    '  ■■■'     5«"'-'      '      / 

Quibus  positis,   proveniunt  secundum   antecedentia  functiones  quaesitae  ex  ipsis 

'       da    '       daP     '     '  '  ''       ba'""^     ' 
Constanti  a    tribuendo  valorem    particularem   quemcunque  tf.     Idem    conside- 
rationibus  sequentibus  patet.     E  supra  traditis  §.  7  aequationi  differentiali  n"  or- 
dinis  (4)   substitui  potest   systema   ra  aequationum    diflFerentialium  primi  ordinis 
inter  variabiles 

_dF_        d^F  d"'^'F 

'       ba    '       Ba^    '  '       da"'~'^     ' 

Cuius  integratione    eompleta  exprimi  potest  F  per  a  atque  m  Constantes  arbi- 
trarias;  pro  quibus  ubi  sunmntur  ipsarum 

'       da    '       öa^    '     ■   ■   ■'       da"'~'- 
valores  initiales  seu  ipsi  a^  a"  respondentes,  proposito  satisfit. 

Sequitur  ex  antecedentibus  etiam,  propositis  aequationibus  difFereutialibus 

vulgaribus 

dx:  dx^ :  ... ;  dx^  =  X:  X^: ...:  X^., 

ex  uno  Integrali 

F=  ß, 
si   funetio   F  plures   involvat   Constantes   arbitrarias,    plura    aUa   derivari   posse. 
Ubi  enim  per  methodum    praecedentibus  öxplicatam  ex  una  aequationis  (1)  so- 
lutione  F  deducuntur  m  solutiones  f",  (p'^,  . . .,  <pl,  a  se  iiidependentes,  erunt  etiam 

¥l  =  ßi,    <p"  =  il'    ■  ■  ■'    f"..  =  ß.. 
aequationum    differentialium    vulgarium    propositarum    Integralia,    designantibus 
ß^,  ß^^  etc.  Constantes  arbitrarias. 

15. 
Proposita  aequatioiie  integi-ali 

M  =  0, 
differentiando  et  in  aequatione  proveniente 
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du    ,         du     ,  öis     , 

■■^-     ito+'K  ■■■■  dxj^ 1 — ^ — dx^  =  U 

substituendo  aequationes  dlfFerentiales  propositas 

(1)     dx:dx^  : ...  '-do!^  =  X:  X^ : ... ;  X^, 
eruitui' 

-  du      ^    ^     du  du 


(2)    0  = 


Quae,  81  w  ^  0  est  aequationum  (1)  Integrale,  identica  esse  debet  aequatio.  Si 
(2)  identica  non  est,  quaeri  potest  an  ei  satisfiat  ipsa  advocata  proposita  «  ^=  0. 
Si  vero  utrumque  locum  non  habet,  erit  (2)  nova  aequatio  integralis.  E  qua 
deinde  per  eandem  methodum  tertia  derivari  poterit  et  sie  pergere  licet,  usque 
dum  perveniatur  ad  aequationem,  quae  per  aequationes  eam  anteeedentes  iden- 
tica fit  ideoque  iis  nihil  novi  addit.  Qua  ratione  fieri  potest  ut  ex  una  aequa- 
tione  integrali  totum  aequationum  integralium  derivetur  systema. 

Brevitatis  gratia  aequationem  integralem  completam  dicam,  quae  ad  aequa- 
tionum integralium  completartim  systema  pertinere  potest  seu  cui  per  aequa- 
tionum integralium  completarum  systema  satisfieri  potest,  Constantibus  arbi- 
trariis  nulli  conditloni  aut  determinationi  particulari  subiectis.  Contra  dicam 
aequationem  integralem  parttcularem,  quae  ad  completarum  systema  pertinere 
non  potest  sive  cui  satisfieri  non  potest  per  aequationes  integrales  completas, 
nisi  certas  inter  Constantes  arbitrarias  ponendo  relationes.  Ex  aequationum 
integralium  completarum  systeraate  cum  ipsae  aequationes  differentiales  propo- 
sitae  fluant,  unaquaeque  aequatio  per  differentiationem  et  aequationum  diffe- 
rentialium  propositarum  substitutionem  iteratas  ex  aequatione  integrali  completa 
derivata  et  ipsa  aequatio  integralis  completa  est.  Nam  et  propositae  et  deri- 
vatis  per  aequationum  integralium  completarum  systema  satisfieri  potest. 

Quaeramus  iam,  propositis  aequationibus  differentialibus  (1),  an  data 
aequatio  quaecunque  u  ^  0  sit  aequatio  integralis,  et  si  aequatio  integralis  est, 
quomodo  inveniatur  aequationum  integi'alium  systema  maxime  generale  com- 
pletum  vel  particulare,  ad  quod  pertinere  possit.  Aequatione  proposita  unius 
respectu  variabilium  x„  resoluta,  prodeat 

m^^  A^     sive     A^ — a:__  =  0, 

e  qua  aequatione  per  methodum  propositam  eruitur  haec: 

dA              dA                         dA 
X-^^  +  X^^H hX„  ^-^ X„  =  M,  =0; 

IV.  27 
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quae  substituendo  ipsi  x„  expressioiiem  A^  in  aequationem  inter  solas  x,  x^  . . . ,  x„_, 

abit.     Qua  ipsius  x„_i  respectu  resoluta,  prodeat 

^^_j  =  A^_^      sive      A^_^ — ic^j  =  0, 

e  qua  aequatione  obtinetur  haec: 

dA    ,             ÖA    ,  dA    , 

X   ^^"-'  +Z,  ^^""'  H h-X^_,-g-^-— -X„_^:-«,  =0; 

quae  substituendo  ipsi  x^  expressionem  Ä^  ac  deinde  ipsi  a;„_,  expressionem  A„_f 
in  aequationem  inter  solas  x,  x,,  ,  .  .,  x„_^  abit.  Hac  ratione  pergendo,  gene- 
raliter  obtinetur 

designante  v4„_„  solaruni  x,  x,,  ...,  x„_„,_i  expressionem;  eaque  formula  eruitur 
ex  aequatione 

SA      ^,  dA      ^,  dA      ^, 

(3)    X^^-^thL  +  x         "_ri;;±^4-...+x    ^    .  "'"^^ X^  _  = «    =  o, 

in  qua  supponimus  benefieio  aequationum 

x^  =  A^,    ^„_i  =  Vi'    ■  ■  ■'    ^„-„+1  =  ■^„-„+1 
ipsas   X,  Xi,  ...,  -Z„_„,_|.i   expressas    esse  per   solas   x,  x^,  ..  .,  a'„_,„.      Quoties 
hac  ratione  m  +  1  aequationes  a  se  independentes  erui  possunt 

M  =  0,  «,  =  0,  .  .  . ,  %  =  0, 
proposita  non  est  aequatio  integralis.  Neque  enim  fieri  potest  ut  aequatio  pro- 
posita  pertinere  possit  ad  n  aequationes  finitas,  e  quibus  aequationes  differen- 
tiales  propositae  fluant;  namque  ex  n  aequationibus  linitis  sequerentur  n-hl  aequa- 
tiones finitae,  quod  absurdum  est.  Contra  si  evenit  ut  pro  numero  m  minore 
aut  non  maiore  quam  n  aequatio  u„,  =  0  identica  fiat  neque  igitur  ex  ea  valor 
ipsius  x„_^  peti  vel  nova  aequatio  obineri  possit,  aequatio  proposita  erit  aequatio 
integralis  simulque  aequationes  erunt  integrales  omnes,  quae  ex  ea  deductae  sunt, 

(4)       U==:0,       M,   =0,        .    .    .,       M,^_j=0, 

vel 

(5)     x^^  =  A^,    «„_i  =  4„_,,     .  .  .,     «„„„+1  =  ■d„_„.+i- 
Quod    patet    demonstrando    aequationibus    m  praecedentibus    alias    addi    posse 
«— mtales,  ut  ex  omnibus  ra  aequationibus  fluant  aequationes  differentiales  pro- 
positae (1).     Sint  illae  n  —  m  aequationes 

(6)    v^  =  0,    v^  =  0,    .  .  .,    »^_„^  =  0, 
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quas  aequationum  (5)  ope  inter  soias  x,  x,,  .  .  .,  x^_„,  exhibere  licet.  Eiiruiidem 
aequationum  (5)  ope  ipsis  quoque  X,  Xj,  ...,  X„_j„  per  solas  variabiles  x, 
Xi,  ,  .  .,  3:^„  exhlbitis,  ex  aequationibus  difFerentialibus,  quibus  satisfieri  debet, 
eligaiitur  sequentes: 

(7)  dx:da^^:...:<h:^_^  =  X  :  X^ : . . . :  X^_^^. 
Quae  ut  locum  habeant  nihil  facere  possunt  aequationes  (5),  cum  inter  solas 
sint  variabiles  x,  x,,  . . .,  x„_„j  qua  de  re  aequationibus  differentialibus  (7)  per 
solas  aequationes  (6)  satisfieri  debet.  Quod  ubi  fit,  ex  aequationibus  (4)  vei  (5) 
et  aequationibus  (6)  fluunt  aequationes  difFerentiales  propositae  (1).  Nara  primum 
ex  aequatione  identica  (3),  ipsis  (7)  substitutis,  fit  seeundum  (5) 


=  X.- 


dx  dx 

unde  erit 

(8)     dx:die^:...:  (/^„^„,+,  =  X  :  X,  : . . .  ;  X_,^_^, . 

Siniiii  ratione  ex  aequatione  u^_-^  =  0  fluit  e  (8),  ponendo  in  (3)  rn  —  i  loco  in, 
dA       ,  „  dx        , 

Y  n—ia+'i     __  y n—m+'i     y 

dx  dx  '  »-W+2' 

unde  fit; 

:  X:X.  :...-.  X        ,„. 


Et  sie  pergerc  licet,  usque  'dum  omnes  erutae  sint  aequationes  propositae  (1). 
Itaque  si  m  aequationibus  (4)  de  una  «  :=  0  deductis  accedunt  ipsarum  (7)  aequa- 
tiones integrales  n  —  m,  habetur  quod  propositum  est  n  aequationum  linitarum 
systema ,  quod  et  aequationem  m  =  0  amplectitur  et  aequationibus  difFeren- 
tialibus (1)  satisfacit.  Eritque  systema  illud  aequationum  integralium  maxirae 
generale,  ad  quod  proposita  m  =  0  pertinere  potest,  si  pro  aequationibus  (6) 
sumuntur  ipsarum  (7)  aequationes  integrales  completae. 

Ponamus  Constantes  arbitrarias,  quae  systema  aequationum  (4)  afliciunt, 
revoeari  posse  ad  numerum  ju,  qui  aut  aequabitur  aut  inferior  erit  numero  Con- 
stantium  arbitrariarum,  quae  aequationem  propositam  m  ^=  0  afficiunt.  Etenim 
evenire  potest  ut  Constantes  arbitrariae  oranibus  aequationibus  (4)  idonee  com- 
binatis  ad  minorem  revocentur  numerum,  quamvis  in  una  proposita  m  ^  0  ad 
minorem  numerum  revoeari  nequeant.  Cum  ilüs  fi  aliae  n  —  m  Constantes  arbi- 
trariae per  integrationem  completam  aequationum  differentialium  (7)  accedant, 
systema  aequationum  integralium  maxime  generale,  ad  quod  aequatio  proposita 

27* 
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pertinet,  non  plures  quam 

Constantes  arbitrarias  implicare  potest.  Qua  de  re,  si  ^  <:  m,  aequatio  pro- 
posita  non  esse  potest  completa;  si  fi  =  m,  completa  esse  potest;  si  /i>m, 
fieri  debet  ut  illae  fi-hn  —  m  Constantes,  quae  aequationes  (4)  afficiunt  et  aequa- 
tionum  (7)  integratione  completa  accedunt,  in  numerum  n  vel  etiam  minorem 
numerum  coalescant,  quia  aequationum  integralium  vel  completarum  systema 
non  plures  quam  n  Constantes  arbitrarias  involvere  pot«st.  Casu  igitur  postremo, 
quo  fi':>m,  fieri  potest  ut  generalitati  non  detrahatur,  si  inter  /u.  Constantes 
arbitrarias,  quas  aequationes  (4)  involvunt,  relationes  particulares  ponuntur,  vel 
si  aequationes  differentiales  (7)  non  complete  integrantur. 

Antecedentia  exemplo  simplici  iilustrabo.     Proponatur  aequatio  differen- 

tialis  secundi  ordinis  -■,  '^  ^  0,    sive   sint    inter  tres  variabiles  x,  y,   y'   datae 

aequationes  differentiales 

dx:dy:(^y'  ^  l:y':0; 
erit  aliqua  aequatio  integralis 

y—b  =  (x—a)y'+cy'y', 


(9)     y-h  =  (w-a) 


J^^Jjk\ 


ilx  \  jlx  ) 

In  qua  aequatione  insunt  tres  Constantes  arbitrariae  a,  b,  c,  quae  in  illa  quidem 
aequatione  ipsa  ad  minorem  revocari  numerum  non  possunt.  Resolutlone  aequa- 
tionis  f|uadraticae  facta,  aequationem  anteeedentem  sie  exhibere  licet: 

— l^tfc^^  =  d^ 
yicly-b)-^lv-ay 

qua  eompiete  integrata  eruitur 


designante  e  Oonstantam  arbitrariam  integratione  completa  accedentem.  Qua- 
dremus  aequationem  ut  radicale  abeat,  prodit  toliendo  terminos  sc  mutuo 
destruentes: 

Quae  aequatio  generalior  non  est  atque  haec: 
y  =  ax+ß, 
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in  qua  a  ei  ß  Constantes  arbitrariae  sunt;  unde  aequatio  maxime  generalis, 
qua  aequatio  (9)  tres  Constantes  arbitrarias  involvens  integratur,  non  plures 
quam  duas  admittit  Constantes  arbitrarias.  Et  salva  generalitate  ponere  licet 
in  aequatione  (9)  a  =  0,  i  =  0  vel  etiam  J  =  0  et  Constantem  arbitraiüam 
integratione  completa  accedcntem  e  ^=  0, 

1.6. 

Anteeedentibus  aequatio  ju-oposita  u^O,  e  qua  aliae  complures  deri- 
vabantur,  quaecunque  erat  aequatio  integralis;  sequentibus  examinabo  casum, 
quo  illa  aequatio  integralis  est  completa. 

Demonstrav!  §,  pr.  aequationes  ex  aequatione  integral!  completa  deri- 
vatas  omnes  et  ipsas  esse  completas,  hoc  est  ex  aequationum  integralium  com- 
pletariim  systemate  deduci  posse.  Unde  si  m  =  0  est  aequatio  integralis  com- 
pleta, iieri  non  potest  ut  ex  aequationibus  (4)  §.  pr,  per  Constantium  arbitra- 
riarum  eliminationem  deducatur  aequatio  ab  omnibus  Constantibus  arbitrarüs 
vaeiia.  Qua  de  re  si  aequatio  proposita  ideoque  etiam  m  aequationes  (4)  vel 
(5)  §.  pr,  ex  ea  deductae  k  Constantes  arbitrarias  ß^,  ß^,  . . .,  ß^  implicant, 
earum  m  aequationum  resoiutione  poterunt  m  Constantium  arbitrarlarum  ßi, 
ß'i:   ■  ■  ■>  ßm  expriini   per  fonnulas: 

(1)    ^,  =  <Pp     ß,==9v     ■  ■  ■'     ß..  =  V^> 
in  quibus  ipsarum  x,   x^,   .  .  .,  x„  functiones    ^Pi   etc.    ab  ipsis  ß^,  ß^,  .  .  .,  ß„, 
vacuae    sunt ,    reliquas    autem    k  —  m    continent    Constantes    arbitrarias    /?„,+, , 
/^B<+2)  ■■■!  ßk-     Ex  aequationibus  (1)  differentiando  et  aequationes  differentiales 
propositas  (1)  §.  pr.  substituendo  fluunt  sequentes: 

dw.             dw.  dw 

(2)    0  =  X^-\-X^^-\ h^„^- 

Quae  neque  novae  sunt  aequationes,  quia  non  plures  quam  m  e  proposita  deri- 
vari  supposui,  neque  in  ipsas  (1)  redeunt,  quia  a  Constantibus  arbitrariis  ßj^, 
ß^,  ...,  /?,„  omnino  vaeuae  sunt.  Unde  aequationes  (2)  identicae  esse  debent, 
ideoque  fiunt  <fj,  <f.,,  .  .  .,  (p„,  solutiones  aequationis  differentialis  partialis 


®     0  =  ^^+^, 


dx  öx,  "  da; 


Quae  solutiones  a  se  independentes  erunt.     Sunt  enim  aequationes  (1)  ex  aequa- 
tionibus (5)   §.  pr.    deductae    earumque    locum   tenent,    aequationibus  (5)    §.  pr. 
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aiitem  m  variabiles  per  reliquas  determinantur,  quod  ex  aequationibus  (1)  fieri 
non  potest,  nisi  5p,,  ^2,  •  ■  ■,  ^P^  a  se  invicem  sint  independentes. 
Patet  antecedentibus,  ut  aequationis  differentialis  ■partialis 

solutio  aliqua  innotescat,  necessarium  noti  esse  ut  advocetur  totwin  aequationum 
systema,  quo  aequationes  differentiales  vulgares 

(4)     dx:cb!^:...:dm^=^X:X^:...:X^ 
compkte  integrantur,   sed  su/ßcere  ut  vel  una  data   sit  aequatio   quaeciinque  od 
aequationum  iniegralium  compktarum  systema  pertlnens. 

Ex  antecedentibus  criterium  quoque  certum  habetur,  quo  cognoscatur, 
an  aequatio  integraJis  proposita  w  =  0  sit  compieta;  videlicet  non  fieri  debet 
ut  ex  aequationibus  de  proposita  deduetis  Constantes  arbitrariae  eliminari  possint 
sive  alia  ex  aequationibus  illis  obtineri  possit  aequatio  ab  omnibus  Constantibus 
arbitrariis  vacua.  Hoc  enim  si  fieri  non  potest,  seeundura  antecedentia  aequa- 
tionibus e  proposita  deduetis  semper  conciliare  licet  formam  aequationum  (1), 
in  quibus  sunt  501,  (p^,  . . .,  5p„,  «olutiones  aequationis  (3)  a  se  independentes.  Sint 

9„,+i,    9i^+3,    ■  ■  ■,    9n 
reliquae  aequationis  (3)  Bolutiones  a  se  ipsis  et  a  praecedentibus  Wi,  «g,  .  .  ,,  m,„ 
independentes;    obtinentur    aequationes    integi-ales    completae,    onmes    n  aequa- 
tionis (3)  solutiones  a  se  independentes  (p^,  (p^,  . .  .,  (p„  aequando  Constantibus 
arbitrariis.     Designantibus  igitur 

novas  Constantes  arbitmrias,  formabunt  aequationes 

(     ^'  =  ^.'        ^^  =  ^-     ■■-    ?'".  =  ^- 

\  fru+x   ■=  y,  1        y„,+S  =  Y2,        ■    ■    ;        y„    =  >-„_,„ 

aequationum  integrälium  completarum  systema,  e  quo  ipsa  quoque  proposita 
t(  ^  0  fluit.  Quippe  aequationes  (1)  satisfacere  debent  aequationibus  (4)  §.  pr., 
quarum  resolutione  obtinebantur. 

Si  numerus  k  Constantium  arbitrariannn,  quas  aequatio  proposita  involvit, 
non  aequatur  numero  m  aequationum  e  proposita  derivatarum,  aequationis  (3) 
solutiones  a  se  independentes  jPi,  y^i  ■  ■  ■?  fm  implicabunt  Constantes  arbiti-arias 
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Eruntque  illae  aequationis  (1)  solutiones  ^i,  5P2,  .  .  .,  (f„,  a  se  iiidependentes, 
etiamsi  ipsis  ß^^^  etc.  valores  tribnantur  particulares,  quia,  quae  ad  valores 
indefinitos  valent,  ad  omnes  va]ores  particulares  valere  debent  (§.  13).  Unde 
semper  statuendo  y^+j,  5Pm+2,  -■-,  5P„  esse  aequationis  (2)  solutiones  a  se  in- 
vieem  et  ab  ipsis  ^Pi,  5P3,  ,  .  .,  (p^  independentes,  patet,  etiamsi  tribiiantur 
k  —  m  Constantibus  arbitrariis  /?^^.,  etc.  valores  particulares,  esse  y^,  (f^,  .,.,  jp, 
aequationis  (2)  solutiones  a  se  independentes,  ideoque  (5)  aequationes  integrales 
completas. 

Antecedeiitibus  sequens  demonstrata  est  Propositio: 

„Si  ex  aequationibus  de  una  aequatione  integral!  proposita  derivatis 
omnes  Constatites  arbitrariae  eliminari  nequeunt,  aequatio  integralis  pro- 
posita necessario  erit  completa;  et  quoties  aequatio  illa  proposita  Con- 
stantes  arbitrarias  plures  involvit  quam  ex  ea  derivantur  aequationes,  non 
minus  ea  aequatio  integralis  erit  completa,  etiamsi  Constantibus  arbitrariis 
quibusdam,  quarum  numerus  illum  aequat  exeessum,  valores  tribuantur 
particulares." 

Dicimus  aequationeto  integralem  propositam  involvere   Constantes  arbi- 
trarias supervacaneas ,    si  quibusdam    e  Constantium  arbitrariarum   nuraero  va- 
lores tribuere  licet  particulares  ac  nitilominus  systema  aequationum  integralium 
maxime  generale,  ad   quod    aequatio  sie  proveniens  pertinere  potest,    idem  fit 
sive  eadem  generalitate-  gaudet  ätque  systema  aequationum  integralium  maxime 
generale,  ad  quod  ipsa  proposita  pertinere  potest.     Quemadmodum  anteceden- 
tibus  vidimus,  utramque  aequationem  pertinere  posse  ad  systema  aequationum 
integralium  completarum.     Qua  in  definitione  supponi  potest,  in  ipsa  aequatione 
proposita  Constantes  arbitrarias  jam  ad  minimum  revocatas  esse  numerum.     Si 
definitionem  propositam  tenemus,   ex  antecedentibus  hoc  sequitur  Corollarlum: 
„Ex  aequatione  integrali  completa  Constantes  arbitrarias  non  involvente 
supervacaneas    tot    fluunt    aequationes  integrales,    quot    ipsam  Constantes 
arbitrariae.  aÖiciunt ;   quoties  igitur  proposita  involvit  n  Constantes  arbitra- 
rias, quarum  nuUa  supervacanea  est,  ex  una  Ula  aequatione  totum  aequa- 
tionum integralium  comj)letarum  derivari  potest  systema." 

Videlicet  si  maior  esset  numerus  aequationum,  quae  e  proposita  deri- 
vantur, Constantium  arbitrariarum  numero,  quas  involvit,  eliminari  possent  ex 
aequationibus  illis  Constantes  arbitrariae  neque  igitur  pertinere  posset  proposita 
ad  systema  aequationum    integralium   completarum    (§.  10  IL);    si    minor  esset. 
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vidimus  Constantium    arbitrariarum    aliquot    salva  genei'alitate    vaiores    induere 
posse  particulares  sive  propositam  Constantes  arbitrarias  involvere  supei'vacaneas. 
Sequitur  ex  antecedeiitibus  etiam  hoß  theorema: 
„Proposltis  aequationibus  differentialibas  vulgaribus 
dandx^ : ... :  dx^  ^  X:X^:...:  S^, 
si  datur  una  quaecunque   aequatio  integralis   completa  Constantes  arbitra- 
rias non  involvens  supervacaneas,  ex  ea  tot  derivantur  sobationes  a  se  in- 
dependentes  aequatioois  differentialis  partialis 

qiiot  afficiunt  propositam  Constantes  arbitrariae;  quotics  igitur  aequatio 
integralis  proposita  involvit  n  Constantes  arbitratnas ,  quarum  nulla  super- 
vacanea,  ex  una  illa  aequatione  derivari  potest  aequationis  differentialis 
partialis  propositae  solutio  generalis," 

Videlicet  si  nulla  adest  Constans  arbitraria  supervacanea,  fit  auteceden- 
tibus /:  ^  m,  ideoque  aequationis  differentialis  partialis  solutlones  y, ,  ^2)  •■•,^„.! 
antecedentibus  ex  una  aequatione  proposita  eiusque  derivatis  inventae,  eodem 
sunt  numero  atque  Constantes  arbitrariae  propositam  afficientes.  Si  k  ^  tr  =  'n, 
habentur  ea  ratione  aequationis  diflferentialis  partialis  propositae  n  solutiones  a 
se  independentes,  quarum  functio  arbitraria  erit  solutio  generalis. 

Bene  tenendum  est,  ad  solutionem  aequationis  differentialis  partialis  ob- 
tinendam  fieri  debere,  ut  aequatio  integralis,  quae  proponitur,  sit  completa. 
Nam  etsi  totum  detur  systema  aequationum  integralium  partieularium  eaeque 
Constantium  arbitrariarum  numerum  involvant  tantum  unitate  minorem  quam 
completae,  ex  iis  ne  una  quidem  solutio  aequationis  differentialis  partialis  pro- 
positae eriii  potest. 

17. 
Quaeramus  iam,  quem  fructum  percipere  liceat  e  Constantibus  arbiti-ariis 

supervacaneis  aequationem  integralem  completam  affieientibus.  Ibdem  positis 
atque  in  §.  pr. ,  si  aequatio  integralis  completa  u  ^  0  praeter  Constantes  arbi- 
trarias ßi,  /?;,  .  .  .,  /?,„  involvit  supervacaneas  Ä,_^.,,  /?^+2,  .  .  -,  ßt,  bas  ipsae 
quoque  involvunt  functiones  y;,,  (f^,  .  .  .,  ^„„  unde  per  methodum  §.  14  tra- 
ditam  novae  erui  possunt  aequationis  (3)  §.  pr.  solutiones.  Sunt  enim  solu- 
tionum  illarum  differentialia  partialia  prima  vel  altiora  ipsarum  ß,„_^-„  ß,„+^,  etc. 
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respectu  sumta  et  ipsa  aequationis  (3)  §.  pr.  solutiones.     Ex  aeqiiatione  pvopo- 
sita  eiusque  derivatis  obtinebatur 

(1)  ß,  =  y^,  ß,  =  <h^  ■  ■  ■>  ß.,=9,„. 
unde  vice  versa  siibstituendo  aequationes  (1)  aequatio  proposita  k  =  0  identica 
evadere  debet.  Quam  aequationem  identicam  Constantium  arbitrariarura  super- 
vacanearum  ;?„+,,  ß,n+i,  etc.  respectu  differentiemus,  et  post  differentiationem 
in  differentialibus  ipsius  u  partialibus  functionum  <f-^,  f^,  . . .,  y„  valores  resti- 
tuamus  constantes  ß^,  ß^,  ..  .,  /?„:  prodibunt  k  —  m  aequationes  huiusmodi; 
du        öy,  du        d<f^  Qu        aif^^  du 

Quoniam  autem  sunt 

~öß^'     "C^'      ■  ■  ■'      ~<^ 
et  ipsae  aequationis  (3)  §.  pr.    solutiones    ideoque    aequationum    differentialium 
vulgarium  propositarum  integratione  Constantibus  aequantur,  hanc  babemus  Pro- 
positionem : 

„Aequatio  integralis  completä  u  ^  0  Constantes  arbitrarias  invoivat 
ß^,  ß^,  ...,  ß,,,  quarum  k — m  sint  siipervacaneae,  dabuntur  k  —  m  aequa- 
tiones huiusmodi: 

Su  öu  du  öu  ^ 

vel  generalius  /c  —  tji  aequationes  huiusmodi: 

du  du  Su 

designantibus  y^,  y^,  etc.  quantitates  constantes." 
Aequationes  (4)  obtinentur  addendo   k  —  m  aequationes  (3)  respective  per  Con- 
stantes /„,+i,  y„,+2,  ...,  yk  multiplicatas;    vice  versa  proveniunt  (3)  resolvendo 
du  du  Su 

possunt    aequationes  propositam    m  =  0  Constantium    ai-bitrariai'um    siipervaca- 
nearum  respectu  iteratts  vicibus  differentiando. 

Aequationes  (3)  in   aequationes  (1)  redeunt  aut  novae    sunt  aequationes 
integrales.      Dlo    casu  ad  aequationes  e  proposita  .m  =  0  per  differentiationem 
variabilium  ipsarumque  aequationum  differentialium  propositarum  substitutionem 
XV.  '  28 


k  —  m  aequationes  (4)  inter  ipsas  -^ —  ,   -3^ —  >    ■  ■  ■)    -3^  lineares.    AHae  eiivi 
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deductas  etiam  perveniri  videmus  differentiatione  Constantium  arbitraiiarum  re- 
spectu  facta.  Altero  casii  hoc  methodo  ad  eas  quoque  aeqiiationes  integrales 
pervenitur,  quae  nullo  modo  per  variabiliiim  differentiatione m  obtineri  possunt. 
De  quibus  diversis  casibus  sequentia  observo. 

Sint  y),,  9^2,  .  .  .,  if^  aequationis  differentialis  partialis 

sohitiones  a  se  independentes,  Gonstantibiis  arbitrariis 

affectae.     Sit  m'^m  ac  ponamus,  functiones    yi,  ^Pa,  .  . .,  ^,„  exprimi  posse 

per  eiusdem  aequationis  (5)  solutiones  ab  omnibus  Gonstantibiis  arbitrariis  vacuas 

f.>    /..    ■  ■  ■.    L' 
neque   per  minorem    eiusmodi    solutionum   numerum ;    quae    expressiones  adhiic 
Constantibus    arbitrariis    affeetae    erunt   ß„,+,,  ß,„+^,  ■  ■  ■,  Ä-      Per    aequationes 
finitas,  quibus  integrantur  aequationes 

(6)      dx  :  dx^ '.  ...:  dx^  =  X^:X^:...:  X^, 
aequantur  /",,  /ö,  ...,  /',„■,  Constantibus, _ quas  vocemus 

ßj,      Kg,      .    .   .,      ß^_,. 

Ut  ad  easdem  aequationes  integrales  pertineant  proposita  «  ^  0  eiusque  deri- 
vatae,  Constantes  «,,  «a,  .  .  .,  «,„.  satisfacei'e  debent  m  aequationibus,  quae  ex 
aequationibus  (1)  proveniunt  in  functionibus  ff^  etc.  substituendo  ipsarum  /;, 
fi,  ■  ■  ■,  A'  valores  constantes  ßi,  a^,  .  .  .,  «,„,.  Dabuntur  igitur  inter  m'  Con- 
stantes «1,  «2,  ...,  «„.-  ipsasque  /?i,  ß^^  ....  ßi,  aequationes  m,  unde  illarum 
Constantium  m'  —  m  veluti 

pro  arbitrariis  atque  ab  ipsis  /?,,  ß^,  .  . -,  ßk  prorsus  independentibus  habere 
licet,  reliquae  deinde  «i,  «ä>  ■■■,  ««  erunt  datae  functiones  ipsarum 

ß>,    ß,>    ■  ■  -    ß,>        «™+,-    ««+.'    ■  ■  ■'    «.- 
Quoties  m' =  m,   Constantes    cc^,  a^,  ...,  «„.    per  ipsas    ß,,   ß^,  ■ .  .,  ßk   deter- 
minabiintur  atque  aequationum  (1)  loeum  tenebunt  sequentes: 

«i  =  A'    S-=A'    ■  ■  -    ".,  =  /.' 
quarum  dextrae  partes  Constantibus  arbitrariis  vacant.     Quo  igitur  casu  k  Con- 
stantes arbitrariae  aequationes  (1)  afiicientes  ad  minorem  numerum  m  revoeari 
possunt. 
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Obtinebantur  aequationes  (3)  ex  aequatlonibus  (1)  simul  pro  fmictionum 
öiij  cps,  .  .  .,  »„,  differentialibus  Constantium  arbitrariarum  /?„+i,  ß,„+^,  ■  •  •,  ßk 
respectu  samtis  valores  constantes  substituendo ,  quos  per  ipsarum  (6)  aequa- 
tiones integrales  induunt.  Sunt  illa  differentialia  partialia  datae  functiones  quan- 
titatum 

/„     /■.,     ■  ■  ■,     /",„..        ^«,+,'     ß.^^     ■  ■  -    i3,; 
per  ipsarum  (6)  aequationes  integrales  autem  fieri  supposui 

m  A  =  «P  /■.  =  «..  ■  ■  -  /■™.  =  «.o 

unde  valores  illi  constantes  /i,  y^,  etc.  sunt  datae  functiones  ipsarum 

«P  «.,  ■  ■  -  ««'>  ß,.^.^  ß..+2'  ■  ■  ■>  i^r 
Quoties  igitur  m'  =  m  sive  quoties  m  aequationes  (1)  ad  alias  revocari  possunt, 
in  quibus  tantum  m  Constantes  arbitrariae  insunt,  erunt  y^,  y^,  etc.  datae 
ipsarum  /?,,  ß^,  .  .  .,  ß^  functiones.  Quoties  autem  m' >  m,  implicabunt  y^, 
y^,  etc.  praeter  y?,,  ß^,  . . .,  ßt  novas  m'  —  m  Constantes  arbitrarias  ab  Ipsis 
ßi,  ß'i!  ■  ■  ■!  ßk  prorsus  independentes.  Porro  sl  m'  =  m,  aequationes  (3)  et  si 
quae  aliae  ex  iis  eadem  methodo  deducuntur,  qua  ipsae  e  proposita  u  ^  0  ob- 
tinebantur,  alias  non  suppeditabunt  aequationes  nisi  prÖpositam  eiusque  den- 
vatas  (1).  Si  vero  m'^m,  praeter  has  suppeditabunt  m'  —  m  aequationes 
novas,  videlicet  Integralia 

f  =K  ,/■  =«„,..../■,=  fl_^,, 

in  quibus  ipsae  K,„_^i  etc.  sunt  Constantes  arbitrariae  ab  ipsis  ß^,  ß.^,  ,  .  .,  ß^  in- 
dependentes. 
Sint 

aequationes  omnes  c  proposita  ?( ^  0  differentiatione  variabilium  dcduetae, 
potent  in  formula  (2)  ipsius  u  loco  poni  w,  vel  u^  etc.  Unde  si  aequatio  propo- 
sita M  ^  0  Constantibus  arbitrariis  /?i,  ß^,  . . .,  ß,„+^  afficitur  sive  unam  implicat 
Constantem  arbitrariani  supervacaneam ,  prodeunt  e  (2)  aequationes  sequentes: 
öu  du  du 

du  du  öu 


(8) 


'  Sß, 


■+r. 


oft 


-H l-C,„+ 


SA.,+, 


=  0, 
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Per  notas  formulas  aequationutn  algebraicarum  linearium  resolutionein  spectantes 
prodeunt  e  (8)  aequationes: 

(9)    h:y>:--r,.^,=   ff,  f7,:...:C/„, 
designaiitibus  U,  Uj,  etc.  Determinantia  differentialium  partialium  -^  j-,     -  '■■,  etc. 

Si  aeqiiatio  propt^ita  pluribus  quam  m  +  1  Oonstantibus  arbitrariis  afficitur,  pro 
earum  ni  +  l  quibuslibet  formulae  habentur  antecedentium  (8)  similes. 

Sint  Constantes  arbitrariae,  quas  aequatio  integralis  «  ==  0  continet,  va- 
riabilium  valores  initiales  x",  x°,  .  .  .,  x°,  quarum  numerus  iustum  Oonstantium 
ai'bitrariarum  numerum  n  unitate  excedit.  ünde  una  erit  supervacanea  ideoque 
extare  debet  aequatio  integralis  huiusmodi: 

(10)  o  =  r^+,,^+-+,,4;^. 

in  qua  y,  y^.  etc.  Constantes  sunt.  Cuiusmodi  aequationem  revera  locum  habere 
sie  patet.  Ipsas  x,  x„  . .  .,  x„  cum  .T*,  x^,  . . .,  x'^  commutando  abeat  aequatio 
«  ^  0  in  hanc; 

quae  secundum  §.  12  et  ipsa  aequatio  integralis  est.  Eadem  commiitatione 
abeunt 

de  dv  da 

respective  in 

du  du  Su 

dx"  '      das'^  '  ''       dxf^ 

Differentiando  iam  aequationem  ?'  =  0  ac  substitiiendo  aequationes  differentiales 


obtinemus  aequationem 

—=. 1-1.  -^ 1 1-1..^— 


x-|^+i,4^+...+z4'^  =  o. 


In    qua  secundum   §.    citatum    rursus    x,  ,-e,  ,  . ,  . ,  x„  cum   a;",  x^,  . ,  . ,  x°    com- 
inutare  licet,  quo  facto  eruimus 

liquidem    ipsae   X'^  etc.    sunt    Coefficientium   X    etc.    valores   initiales,      Unde 
eruta  est  aequatio  forma  aequationis  (10)  gaudens,  quae  quaerebatur. 
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18. 
Exaininabo  iam  casum,  quo  aequatio  integralis  proposita  non  est  com- 
pleta.  Secundum  §.  16  eo  casu  fieri  debet  ut  e  m  aequationibus  integralibus 
de  proposita  iiuentibus  omnes  k  Constantes  arbitrariae  ß^,  ß^,  .  .  .,  ßt  eliminari 
possint.  Quod  semper  evenit,  si  JI:  <  m,  sed  evenire  etiam  potest,  si  k'>  m. 
Ponamas  ex  i  illarum  aequatlonum  proveiiire 

(1)  ^,  =  yj,  ß,  =  <f,,  .  .  .,  ^,  =  ?■,-, 
(ubi  5Pi,  tfi^,  .  .  .,  y>,  ab  ipsis  ß^,  ß^,  .  .  .,  ß^  vacuae  sint);  ipsis  autein  ß-^  etc. 
respective  functiones  5P1  etc.  substituendo  e  reliquis  m  —  ^' aequationibus  reliquas 
omnino  abire  Constantes  arbitrarias  /J,-^.i,  ßi_^.s,  .  .  .,  ß^.  Haec  est  suppositio 
maxime  generalis,  quae,  si  r=  m,  in  praecedentem  abit,  qua  «  =  0  aequatio 
integralis  completa  erat,  si  i  =  0,  ad  euni  pertinet  casum,  quo  aequatio  inte- 
gralis proposita  omnino  nullam  involvit  Constantem  arbitrariam.  Ope  m  —  i  aequa- 
tionum,  quae  eliminatis  omnibus  Constantibus  arbitrariis  obtinentur,  determinentur 

per  reliqiias  varlabÜes,  earumque  substituantur  expressiones  cum  in  'f^,  (f^,  . . .,  <p^ 
tum  in  quantitatibus 

X,    X„    .  .  .,    X  _,„+;i 
similibus  ratiociniis,  atque  §.16   usus  sum,    prohatnr  fieri   if^.   g?.,,   .  .  .,   <f^    solu- 
tiones  a  se  independentes  aequationis  differentialis  partialis 

(2)    i-^+X,4£-+-+Z.  .^,-1^ =  0. 

Unde  designantibus 

iP.-+i,      y,-+a>      ■    ■    -:      (?„_,„-(-,■ 
reüqiias  aequationis  (2)  solutiones  atque 

«^p     ^1;,     ■  ■  -,     ^^_„, 
novas  Constantes  arbitrarias,  obtinentur  n — m  novae  aequationes  integrales 

quae  iunctae  et  i  aequationibus  (1)  et  m—^' aequationibus  ab  omnibus  Constan- 
tibus arbitrariis  vacuis  constituunt  aequationum  integralium,  ad  quas  proposita 
pertinere  potest,  systema  maxime  generale.     In  quo,  Constantibus  arbitrariis 
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quae  functioncs  ^i,  <p^,  ...,  y>,  afficiunt,  salva  generalitate  tribuere  licet  va- 
lores  particulares.  Quippe  qua  re  functlones  f^,  (p^,  . .  .,  <p,  non  desinunt  esse 
aequationis  (2)  solutiones  a  se  independentes.  Unde  etlaiii  si  ipsis  /J^+i,  /jf,_^j,  . . .,  Ä 
tribuuntur  valores  particulares,  aequationibus  (1)  et  (3)  complete  integrantur 
aequationes  difFerentiales 

dw  -.clx^:...  :  <:?^„_„,_|_;  =   X  ;  Z^  ;  . . .  ;  -X„_^_^, , 

ad  quas  per  m  —  i  aequationes  a  Constantibus  arbitrariis  vacuas  aequationes 
diflFerentiales  propositae 

dx:(}^^:...:dx^  =  X :  X^: ... -.  X^ 
revocantur. 

Agamus  iam  de  relatiouibus  inter  Oonstantes  arbitrarias  ponendis,  ut  ex 
aequationum  integralium  completarum  systemate  data  obtineatur  aequatio  inte- 
gralis  particularis  u  =  0.  Qua  de  re  haec  observo.  Deriventur  rursus  e  pro- 
posita  sicuti  antecedentibus  aequationes  tn  —  ^'  a  Constantibus  arbitrariis  vacuae. 
Quae  constituunt  aequationum  integralium  systema,  cui  variabilium  differen- 
tiatione  et  aequationum  diffei-entialium  propositarum  substitutione  aliae  nova* 
aequationes  integrales  accedere  non  possunt,  Alioquin  enim  ea  ratione  e  pro- 
posita  plures  quam  m  —  ^' aequationes  obtinerentur  integrales  a  Constantibus  arbi- 
trariis vacuae,  quod  est  conti-a  suppositionem  factain. 

Quoties  autem  ex  aequationibus  integralihus  variabilium  differentiatione  et 
aequatiomim  differentialium  propositarum  substitutione  nulla  nova  aequatio  inte- 
gralis  oUinetur,  semper  iis  totidem  substitui  possunt  aequationes  inter  functiones 

/„  /„■•.,/.■ 

Introdueantur  enim  variabilium  x,  .«,,  x^,  .  .  .,  x^  loco  quantitates 
■r,    f„    /„     ■  .  .,     f.. 
quo  facto  resolutione  aequationum  illarum   in—i  eriiatur 

(*)     f,  =  K,     f2=f,.     ■  ■;     /,._,  =  -*■._„ 
designantibijs  F^  etc.  quantitatiim, 

-,  /.,_„.„  /.„«,  •..,  /. 

funetione:^.     Differentiando  (4),  cum  per  aequationes  differentiales  propositas  sit 

df^  =  df_^^---  =  df^  =  0, 
prodit 

(  BF.  \  fdF,\  r  ö-F    .  \ 
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Quae  neqHe  novae  sunt  aequationes  integrales,  quia  e  m- — i  aeqnationibiis  illis 
novae  derivari  non  possunt,  neque  ex  aequationibus  (4)  fluere  possunt  ut  a  quan- 
titatibus  f,,  fs,  . . .,  f^_i  prorsus  vacuae.  Unde  aequationes  (5)  identicae  sunt, 
ideoque  jpsae  F-i,  F-^,  . .  .,  F„_„,  variabili  x  omnino  carent,  slve  aequationes 
m  — «',  e  quibus  nova  derivari  non  poterat,   ad  alias  revocari  possunt  inter  sola» 

/;, /„  ...,  /•„  ,.  d.  e. 

Sint  iam  datae  aequationes  integrales  completae 

(6)  f^  =  a,  f^  =  a„  .  .  .,  /„  =  «„, 
<lesignantibus  «,  etc.  Constantes  ai-bitrarias ,  quam  formam  aequationibus  inte- 
graiibus  completis  semper  conciliare  licet.  Ex  aequatione  integral!  particulari 
proposita  deducantur  quotquot  possunt  aequationes  ab  omnibus  Constantibus 
arbitrariis  vacuae  eaeque  ad  alias,  quod  fieri  posse  vidimus,  inter  eolas  /,, 
fi,  -  .  ■,  fn  revocentur;  hae  aequationes  substituendo  (6)  suppeditant  w. —  ^^ela- 
tiones  inter  solas  Constantes  arbitrarias  «i,  a^,  etc.  Quibus  accedere  debent 
i  relationes  inter  ipsas  a^  etc.  atque  Constantes  arbitrarias  /?i,  /?£,  .  .  .,  y?i, 
quibus  aequatio  proposita  afficitur,  Etenim  cum  e  ni  aequationibus  de  propo- 
sita derivatis  plures  aliae  non  derivari  possint,  secundum  Propositionem  modo 
traditam  eas  ad  alias  revocare  licet  inter  quantitates  f^,  f^,  . .  .,  f^,  quae  per 
(G)  evadunt  m  aequationes  inter  ipsas  «i,  a«,  .  .  .,  «„,  quae  Constantes  /?i, 
ßi,  ■  ■  ■,  ßk  implicabunt.  E  quibus  aequationibus  fluere  debent  m^i,  quas  inter 
solas  «1  etc.  locum  habere  vidimus.  Vice  versa  si  inter  Constantes  arbitrarias 
«1,  «2,  ....  ß,  illae  m  relationes  habentur,  ex  iis  per  (6)  sequuntur  m  aequa- 
tiones inter  functiones  /,,  f^,  . .  .,  /„,  quae  locum  tenent  m  aequationum  a  pro- 
posita fluentium,  inter  quas  ipsa  proposita  numeratur.  Unde  aequationes  illae 
m  inter  Constantes  arbitrarias  a,  etc.  et  necessariae  et  sufiieientes  sunt  ad  pro- 
positam  aequationem  integralem  particularem  e  datis  completis  deducendam. 

Si  pro  Constantibus  arbitrariis  aequationes  integrales  completas  afficien- 
tibus  sumuntur  variabilium  valores  initiales,  statim  habentur  m  — ^  relationes 
inter  solos  valores  initiales  vel  omnes  m  relationes  inter  valores  initiales  ipsasque, 
quas  proposita  involvit,  Constantes  arbitrarias  intercedentes,  si  in  m  —  i  aequa- 
tionibus a  Constantibus  arbitrariis  vacuis  vel  in  omnibus  m  aequationibus,  quae 
e  proposita  deducuntur,  ipsis  variabilibus  substituuntur  valores  earum  initiales. 

Relationes  particulares  inter  Constantes  arbitrarias  a,  etc.  antecedentibus 
q  uaesitae  etlam  sie  indagari  possunt.  Integratione  completa  habeantur  Xi , 
x^,  .  .  .,  x„  per  X  et  Constantes  arbitrarias  expressae.     Quae  expressiones  si  in 
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proposita  aeqiiatione  integrali  particulari  substituuiitur,  fieri  debet  ut  certis  inter 
Constantes  arbitrarias  positis  relationibus  variabilis  x  ex  ea  aequatione  omnino 
exulet.  Quae  relationes  plerumque  facile  se  offerunt.  Quibus  si  iungitur  ipsa 
aequatio,  quae  abeunte  varlabili  x  inter  solas  Constantes  arbitrarias  fit,  habentur 
relationes  particulares  inter  Constantes  arbitrarias  investigandae. 

19. 

Ponamus  eam  datam  esse  aequationeni  integralem 
(1)  «=>(,«), 
qua  variabilium  funetio  u  a  Constantibus  arbitrariis  vacua  unius  variabilium  x 
atque  Coiistantium  arbitrariarum  functioni  aequatur,  dico  in  aequatione  (1),  swe 
completa  sive  particularis  sit,  Constantes  arbitrarias  non  inesse  supervacaneas. 
Qua  in  re  suppono  non  haberi  aequationem  integralem  x  =  Const. ,  certe  eam 
aequationem  non  pertinere  posse  ad  aequationnm  integralium  systema,  ad  quod 
aequatio  proposita  pertineat.  Porro  in  funetione  ifl^x)  suppono  Constantes  arbi- 
trarias ad  minimum  revocatas  esse  numerum.  Pro  variabilium  funetione  u  a 
Constantibus  arbitrariis   vacua  ipsas  quoque  variabiles  Xi,  x^,  etc.  sumere  licet. 

Si  dicimus  in  aequatione  integrali  Constantes  arbitrarias  inesse  super- 
vacaneas sive  quibus  salva  generalitate  valores  tribui  possint  particulares,  id 
hunc  in  modum  intelligi  potest,  sicuti  ex  iis,  quae  §.  16  tradidi,  facile  colli- 
gitiir.     Sit  aequatio  integralis  proposita 

(2)  n(.v,  «,,  ...,  a;,  a,  «,,  ...,  i,  i,,  .,.)  =  0, 
in  qua  insunt  Constantes  arbitrariae  ad  minorem  numerum  non  revocandae  fl, 
fti,  etc.,  b,  b,,  etc.,  quaruni  b,  6j,  etc.  sint  supervacaneae.  Tribuendo  Con- 
stantibus arbitrariis  supervacaneis  6,  bj,  etc.  valores  particulares,  ex.gr.  eva- 
nescentes,  ipsarum  autera  «,  o,,  etc.  loco  ponendo  a,  «i,  .  .  .,  prodit  aequatio 
huiusmodi: 

(3)     <P(^,  ^,,  ...,  ^„,  «,  «^,  ...}  =  0. 

lam  si  in  aequatione  proposita  Constantes  arbitrariae  b,  b^,  etc.  sunt  super- 
vacaneae, fieri  debet  ut  per  systema  aequationum  integralium  maxime  generale, 
ad  quod  aequatio  (3)  pertinet,  ipsisque  a,  «,,  etc.  per  «,  (t,,  .  .  .,  b,  b^,  ... 
rite  determinatis  etiam  aequationi  propositae  (2)  satisfiat.  Id  quod  evenire  non 
potest,  quoties  aequatio  integralis  proposita  forma  gaadet  aequationis  (1).  Quippe 
in  qua  aequatione  si  Constantibus  arbitrariis  qnibusdam  valores  particulares  tri- 
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biiuiitur,  ipsa  ti  ut  a  Constaiitibus  arbitrariis  vacua  immutata  manet,  ipsa  tpix) 
autem  abeat  in  fiinctionem  '<pi(x'),  Constantium  arbitrariarum  minorem  numerum 
involventem.  lam  cum  ex  eodem  aequationum  integralium  systonate  utraque 
aequatio  obtineri  debeat 

etiam  haberetur 

Quod  fieri  noii  potest,  quia  supponitur  neque  in  functione  tp(x)  Constantes  arbi- 
trarias  ad  minorem  numerum  revocari  posse  neque  x  aequalem  fiei-i  Constanti. 
Secundum  ea,  qaae  §.16  demonstrata  sunt,  ex  aequatione  integral!  com- 
pleta  Constantes  arbitrarias  non  involvente  supervacaneas  tot  derivari  possunt 
aequationes  integrales,  quot  propositam  Constantes  arbitrariae  afficiunt,  toti- 
demque  habentur  solutiones  a  se  independentes  aequationis  differentialis  partialis 

~di —   ^~^ ' "'g^  =  *^- 

Hinc  ex  antecedentibus  haec  sequitur  Propositio: 

„Propositis  aequationibus  differeiitialibus  vulgaribus 
dx:  dx^ : ...  :dat^  =  X:  X^: ...:  X^, 
si  ex  aequationum  integralium  completanim  systemate  una ,  datur  aequatio, 
qua  variäbilium  3:1,  x^,  .  .  .,  x„  aliqua  vel  earum  functio  quaeeunque  a  Con- 
stantibus  arbitrariis  vacua  functioni  ipsius  x  atque  m  Constantium  arbitra- 
riarum aequatur:  ex  una  illa  aequatione  «i  aequationes  integi-ales  corapletae 
derivari  possunt  nee  non  m.  solutiones  a  se  independentes  aequationis  diffe- 
rentialis pai-tialis 


da: 


i-+^.^+-+x.-S^  =  o; 


unde  si  aequatio  proposita  involvit  n  Constantes  arbitrarias,   ex   ea  totum 
aequationum  integralium  completarum  systeina  atque  aequationis  differen- 
tialis partialis  solutio  generalis  obtineri  potest." 
Obsci"V'o  porro  ex  aequatione  integral! 

» = ,/,« 

eundem  numerum  derivari  aequationum  integralium,  sive  completa  sit  sive  ex 
eiusmodi  aequatione  integral!  completa  nascatur,  Constantibus  arbitrariis,  quas 
functio  'fpQc)  involvit,   valores  tribuendo  partieulares.      Sit  enlm   i/'(.r)  ipsius  x 
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l'unctio,  cui  ae(iuatui'  u  per  aequatioiium  integralium  completarum  systema, 
ideoque  ?( =  ^l(x)  aequatio  integralis  completa,  sint  porro  aequationes  omnes 
iiiter  se  diversae  e  praecedente  iteratie  differentiationibus  aequationuinque  diffe- 
Tentialium  propositarum  substitutionibus  derivatae 

tibi  ipsae  u,  u',  etc.  sunt  variabilium  x,  a;,,  . ,  ,,  x^  functiones  a  Constantibus 
ai-bitrariis  vacuae,  Nulla  extare  potest  inter  ipsam  x  functionesque  u,u',...,  ti'-'"~^^ 
aequatio  identiea;  alioquin  enim  sive  aequationes  (4)  non  a  se  independentes 
essent,  s'ive  aequatio  sequeretur,  qua  x  valorem  constantem  induit,  quod  utrumque 
suppositionibus  factis  oppugnat.  CoMstantibus  arbitrariis  functionem  i/>(x)  affi- 
cientlbus  valores  tribuendo  particulares  vel  i-elationes  particulares  inter  eas  po- 
nendo  abeat  ip(x)  in  x(x),  prodit  aequatio  integralis  particularis 

u  =  zW, 
ex  eaque  derivantur  seqaentes: 

c)..,«.  »-^Ä. ....  .;..-..^^^. 

Cum  inter  functiones  u,  it',  .  .  .,  ?/"'"'*  ipsamque  x  aequatio  identiea  non  ha- 
beatur,  —  quod  implicat  conditionem ,  earum  nullam  solius  x  functionem  eva- 
dere  —  non  fieri  potest  ut  eo ,  quod  earum  aliae  datis  ipsius  x  functio- 
nibus  aequantur,  coneludatur,  quibus  ipsius  3:  functionibus  reliquae  aequales 
sint.  Unde  etiam  aequationes  (5)  a  se  independentes  sunt  sive  ex  utraque  aequa- 
tione  ii^\p(x)  et  u  ^  x(^)  i<'l'^"i  aequatioiium  integralium  numerus  derivatur, 
q.  d.  e. 

Aequatio  u  =  >p(x')  completa  cum  sit  Constantibus  arbitrariis  supervaca- 
neis  non  affecta,  functio  f(x')  involvere  debet  m  Oonstantes  arbitrarias,  vide- 
lieet  tot,  quot  ex  proposita.  derivantur  aequationes  (§.  16).  Data  igitur  aequa- 
tione  integrali   particulari 

» =  %w, 

qua  functio  u  a  Constantibus  arbitrariis  vacua  aequatur  functioni  solius  varia- 
bilis  X  (quam  variabilem  per  aequationes  integrales  non  aequari  Constanti  sup- 
pono),  secundum  propositionem  praecedentem  cognosci  potest  Constantium  arbi- 
trariarum  numerus,  quem  involvit  aequatio  integralis  completa,  qua  u  per  x  ex- 
primitur.  Quippe  qui  aequatur  numero  aequationum,  quae  e  proposita  aequa- 
tione  integrali  particulari  derivari  possunt. 
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Aeqiiationum  differentialium  partialium  simultanearum  systemata  in- 
time cum  aequationibus  differentialibus  vulgaribus  connexa. 
20. 
Tota  haec  materies,   quam,  antecedentibus  tractavi.    non  perfecte  absoh'i 
potest,  uisi  praeter  aequationem  differentialem  partialem 

sive  banc 

,^5^  +  i;  3^  H hX^~-— 

simul  etiam  considerentur  systemata  quaedain  aequationum  differentialium  pav- 
tialium  linearium  primi  ordinis  et  ipsa  cum  aequationibus  differentialibus  vul- 
garibus 

(3)     (h::da:^:...:dx^  =  X:X^:...:X^ 

arctissime  •  connexa.  Quae  olim  proposui  in  Dlario  CreU.  T.  IL  parj.  rl21. 
(Cf.  h.  vol.  p.  7.) 

Sint  rnrsus  /",,  /L,  .  .  .,  /;,  solutiones  sieqaationis  (1)  a  se  independcntes. 
Posita  inter  ipsas  /,,  f^,  .  .  .,  f„  una  aequatione  arbitraria,  ea  determinatur 
functio  satisfaciens  aequationi  differentiali  partiali  (2).  Positis  vero  inter  «  func- 
tiones  fj,  f^,  .  .  .,  f„  aequationibus  l^  arbitrarüs,  habetur  systema  aequationum, 
quibus  complete  integrantur  aequationes  differentiales  (3).  Etenim  positis  inter 
M  quantitates  «aequationibus  a  se  independentibus,  quantitates  illae  Oonstan- 
tibus  aequantur  neque  igitur  eo,  quod  aequationes  illae  sint  arbitrariae.  aliud 
vel  magis  arbitrarium  effici  potest,  quam  ut  Constantibus  aequentur  arbitrariis. 
Aequando  autem  /■,,  f^,  .  .  .,  f„  Constantibus  arbltrariis  nanciscimur  aequa- 
tionum (3)  integrationem  completam.  lam  inter  functiones  /, ,  f^,  .  . .,  f,^  po- 
nendo  aequationum  arbitraiiarum  numerum  aliquem  intermedium  in  inter  1  et 
n  collocatum  investigemus,  quodnam  integretur  aeqüationiuii  ditlereiitiaÜLün 
systema. 

Sit  x^  una  quaecunque  ri  —  {  variabilium 

omniuraque  praeter  x^  loco  introducamus  ipsas 

/„  /,.  ■  ■  ■,  /.-„ 

ut    variabiles  independentcs.      Quod   ubi  fit,    secundum    §.  4    abit    (!)    in    haue 
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!iequationeiii : 

Differentialia  functionis  /  ipsarum  f\,  f.,  ...,  ^_,_i  respeetu  sumta  in  aequa- 
tione  (4)  non  obveniunt,  qua  de  re  eadem  aequatio  loeum  habet,  si  in  functione  f 
atque  Coefficientibus 

X,  .X,,    .  .  .,    x,    x^,    .  .  ., 

per  noviim  systema  variabilium  independentium  expressis,  pro  ipsis  /i,  /"a,  . . .,  f^^-,^^ 
poniiiHis   Constaiites  arbitrarias 

(5)    /,  =  «„     /,  =  «„     .  .  .,     /._,_,  =  «._„. 
Sunt  aeqiiationis  (4)  solutiones 

L-o   C,+p   ■  ■  -,   /■„. 

cum  ipsas  /,,  /g,  . . .,  /„.y^i  Constantium  vice  fungentes  iiiter  solutiones  non 
i'eferamus.  Quarum  solutionum  unam  aliquam  f„_f  et  ipsam  Coiistanti  arbi- 
trariae  «„_;  aequalem  statuainas.  Ipsa  f^_^  aequationum  (4)  ope  per  x, 
Xi,  ....  x-^,  Xu  exhibita,  erit  aequatio 

(6)    f„_,  =  «„_, 
inter  quantitates  x,  a.',,  .  .  .,  x^,  x^,  qua  igitur  aequatione  determinare  licet  x^  ut 
ipsarum  x,   x^,   .  .  .,  x^   functioncm.      Cuius   functionis    differentialia   partialia   ha- 
bentur  per  aequationes 

'"-'  1+       iüz^    __L^o,     etc.; 


.{K- 


Huic  igitur  aequationi  satisfit,  si  benelicio  ?^  —  ^  aequationum  (5)  et  (6)  ipsae 
X,  Xi,  .  .  .,  Xf,  Xt,  a.'j,  per  vai-iabiles  x,  x,,  .  . .,  x^  atque  Constantes  arbitrarias 
«1,  «2>  -  -  ■>  f^n-(  exhibentur,  Si  ipsarum  «,,  a„,  ,  .  .,  «„_^  loco  restituuntur 
i'unctiones  f^,  f^,  ....  f^i,  redeunt  X,  X,,  .  .  .,  X^,  X^  in  ipsas  variabUium 
X,  .t'i,  ,  .  .,  ,T„  expressiones  propositas.     Unde  desigiiantibus  X,  X,,  ....  X^,  X^ 


(3= 

^)-(- 

^ 

-±\ 

=  0, 

{- 

Bs^ 

J 

uode 

ex  aequatione 

0  = 

-(-- 

'■f.-. 

:>x, 

l^ 

-l\^ 

öx 

\  dl, 

1^ 

si.'quitur: 

C' 

')  ^■  = 

=  X 

^'t 

+x 
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variabillum   x,  x^,  ...,  x„   expressiones   propositas,   aequatio  (7)  identica  fit,    si 
ope  aequatioiium  (5)  et  (6)  exprimitur  x^  per 

ac  deinde  in  differentialibus  eius  partialibus  -^ — ,   -^r—  .....    -tt-^  restituuntur 
^  ex    '     dx^   '       ■  '     dx. 

pro  ipsis  ßi,  «at  •  ■  ■)  <-^n-i  fiinctiones  secundum   easdem  formulas  (5)    et  (6)  iis 
aequivalentes  /i,  f^,  .  . .,  ^_,.. 

Pro  functionibus  /,,  f^,  .  .  ,,  /^_,  in  antecedentibus  siiml  poasunt  n  —  {  so- 
iutiones  quaecunque  aequationis  (1)  sive  n  —  i  quaecunque  ipsaruin  /i,  f^,  -■-,/„ 
functiones  a  se  independentes.  Unde  aequationuin  (5)  loco  alias  quaseunque 
ponere  licet  aequationes  a  se  independentes  inter  n  quantitates  /,,  f^.  ....  /^ 

(8)    -ff,  =0,    -ff,  =  0,     .  .  .,    n^_.  =  0. 
Qua  in  re  censere  possiimu's  Constantes  arbitrarias  a,  etc.  ipsarum  /J,  fl,  . .  .,  /"„ 
involvi  functionibus  arbitrariis  IIi  etc. 

In  formula  antecedentibus  inventa  (7)  designabat  x^  quanieunque  e  quan- 
titatibus  a:,.,.,,  x,.^^,  ...,_x^  aequationum  (5)  ope  per  ipsas  x,  x^,  ...,  Xi  ex- 
pressam.  Hinc  si  ipsius  x\  loco  suecessive  ponuntur  variabiles  x^+i,  x,-^.^, '.  . .,  x„, 
sequentera  erulmus  Propositionem : 

;  inter  variabiles  independentes  x,  a.\,  .  .  .,  X/  atque  depen- 
.,  x^  aequationibiis  differentialibus  jmrtialibus  simultaneis 
dx^,,  8x. , ,  dx. , , 

Oiv  '    dx  •    dx.  '^' 


(0) 


=  X  , 


functiones    a:,-^,,  Xf^of  •  ■  ■•  ^n    dabuntur    n — 1  aequationibus    quibuseunque 
a  se  independentibus  inter  solutiones  aequationis 

ox  '  vXj  "■  oa^ 

Eandcni  Propositionem  sie  quoque  exhibere  licet: 

IL    „Proposito  systemate  aequationum   differentialium    partialium  (9), 
eomplete  integrentur  aequationes  differentiales  vulgares 
dx:cLe-....:da:    =  X:X  -....:  X  , 
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atqiie  inter  Constantes  arbitrams,  quae  aequationes  integrales  completas 
afficiunt,  positis  n — i  aequationibus  arbitrariis,  ex  bis  n  —  i  aequationibns 
atque  n  aequationibus  integi-alibus  omnes  n  eliminentur  Constantes  arbi- 
trariae,  prodeunt  n  —  i  aequatioiies,  quibus  fuiictiones  propositae  Xy_^i, 
a,v+s,  ...,  x^  determinantur." 
Seilicct  aequationes,  quae  integrat'ioue  aequationura  ditt'erentialium  vulgarium 
completa  obtinentur,  semper  in  forniam  redigi  possunt  aequatioiiuiii 

quaruin  ope  si  e  n  —  i  aequationibus  arbiti-ariis  inter  Constantes  arbiti-arias  «i, 
«2,  .  . .,  ß„  bae  omnes  eliminantiii',  obtinentur  n  —  t  aequationes  arbitrai-iae  inter 
ipsas  /i,  /a,  ...,  f„.     Unde  Propositio  11.  in  antecedentem  I.  redit. 

Aequationes,  quibus  secundum  Prop.  11.  fuiictiones  quaesitae  .t,_^,,  X;^.,,  etc. 
determinantur,  videri  possint  nullis  affici  Constantibus  arbitrariis,  quia  omnes  ex 
aequationibus  inter  eas  positis  arbitrai-iis  et  aequationibus  integralibus  elimi- 
nandae  sunt.  Sed  aequationes  arbitrariae  ipsae  affici  possunt  Constantibus  arbi- 
trariis compluribus  vel  etiam  innumei'is,  unde  aequationes  investlgandas  ideoque 
etiam  ipsarum  x-^^,  x^j^^,  etc.  expressiones  quaesitas  vel  numerus  infinitus  affi- 
cere  potest  Constantium  arbitrariarum. 

21. 
Aequationum  differentialium  partialium  simultanearum  (9)  §.  pr.   solutio 
alia  quoque  ratione  invenitur  sequente.    Propositis  aequationibus  differentialibus 
vulgaribus 

earum  sumantur  n—i  aequationes  integrales  quaelibet,  e  quibus  differentiatione 
variäbilium  aequationunique  (1)  substitutione  aequationes  novac  non  obtineantur, 
Cujusmodi  aequationes  patet  esse  ipsas  (8)  §.  pr.  Kesolutis  n — {  aequationibus 
exhibeantur 

x._^^,     .i'._j_j,     .  .  -,     ^„       per       .r.,     .>:^,     ■  •  ■■     •",! 

(juibus  expressioiiibus  differentiatis,  in  Ibrmulis  provenientibus 


(2)     (Ix^  —        '  -''-  1-       *   ^-    I----  1- 


ipsae  (1)  öubstituaiitur,  podeunt  aequatioi 

die,  d. 

(3)    X,  =^^X+^ 


Hosted  by 


Google 


DILUCIDATIOSES  DE  AEQUAT10]SU1I  DIFFEUEJiTIALIUM  VULGARIL'H  SYSTEJIATIS.         231 

Quae  secundum  suppositionem  factam  iion  sunt  novae  aeqnationes,  sed 
contineri  debent  n — i  aeqiuitionibus  integi-alibus ,  qiiibiis  functiones  X;.  deteniii- 
nabantur.     Unde  haec  sequitur  Propositio: 

I.  „Propositis  aequationibus  (3)  vel  (9)  §.  pr.  sattsfit  per  aeqiiat'iones 
ipsai'um  (1)  integrales  n — i  quaslibet,  e  quibiis  differentiatione  aequa- 
tionumque  (1)  siibstitutione  aeqiiationes  novae  non  prodeunt." 

E  qua  propositione  faciJe  sequitur  Prop.  I.  §.  pr. 

Demonstremus  lam  Propositionem  inversam: 

II.  „Aequatlones  n—i  ipsis  (3)  satisfacientes  sunt  aequationes  ipsarum 
(1)  integrales,  e  quibus  differentiando  ipsasque  (1)  substituendo  novae  non 
pi'odeunt  aequationes." 

Aequationes  enim  propositas  quascunque  dicinius  ipsarum  (1)  esse  aequationes 
integrales,  si  ad  systema  n  aequationum  finitarura  pertinere  possunt,  quarum 
differentiatione  aequationes  ( 1)  obtinentur.  lam  aequationum  n —  ^'  finitarum 
ope  ipsis  (3)  satisfacientium  exprimantur  X,  JC^,  . . .,  X^  per  variabiles  x,  Xi,  ...  a:,, 
reliquls  variabilibus  eliminatis,  atque  integrentur  aequationes  differentiales  vulgares 

(4)     dx:dx^:...:dx.  =  X:X^:...:X.. 
E  quibus  aequationibus  sequitur  per  (2)  et  (3); 

dx:dx^ : ...  -.dx.:  dic,^  ^  X:X^:...:X.:Xi^. 
Unde  substituendo  ipsius  x,;  loco  a:,-^i,  x^^^,  . .  .,  x„,  videmus  ex  n  —  i  aequatio- 
nibus propositis  atque  i  aequationibus  ipsarum  (4)  integralibus  erui  aequationes 
differentiales  (1),  ideoque  aequationes  n  —  i  propositas  ad  ipsarum  (1)  pertinere 
aequationes  integi-ales.  Quibus  aequationibus  si  x^^^,  x^^^,  ...,  x^  per  x,  x^,  ...,  X; 
exprimuntur  atque  in  expressionibus  illis  differentiatis  (2)  aequationes  (1)  sub- 
stituuntur,  proveniunt  aequationes  (3),  quibus  per  ipsas  n  —  «aequationes  propo- 
sitas satisfit.  Unde  e  n  —  i  aequationibus  propositis  differentiatione  aequa- 
tionumque  (1)  substitutione  novae  non  prodeunt .  aequationes,  ideoque  probata 
est  Propositio  H. 

Docet  Propositio  IT.  aequationum  (9)  §.  pr.  solntioiiem,  quam  Propositio  I. 
suppeditat,  esse  generalem  seu  amplecti  modus  omnes,  quibus  illae  solvi  possint 
aequationes.  Monitu  tarnen  opus  est  eas  eligendas  esse  n — ^' aequationes  inte- 
grales, quae  ipsas 'a;,-^,,  s^+o,  .  . .,  x„  omnino  involvant  eanimque  per  reliquas 
variabiles  suggerant  deterrainationem.  Alioquin  enim  in  aequationibus  differen- 
tialibus  partialibus  formandis  variabilium  aliae  atque  antecedentibus  pro  depen- 
dentibus  et  independentibus  suuiendae  sunt. 
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Ponamus  n  — i  aeqiiationes  differentiales  partiales  (3)  sive  (9)  §.  pr.  so- 
lutas  esse  n  —  i  aequationibus  finitis  implicantibus  n  — «' Constantes  arbitrarias, 
quae  ex  iis  omnes  simul  nequeant  eliminari,  eaedem  suppeditabunt  n  — «' solu- 
tiones  aequationis  differentialis  partialis 

(5)    0  =  x4--l-^,4^H 1-^„^- 

da:  '    Oä;  "    da: 

Sint  enim  illae  Constantes  arbitrariae  /y,,  fi^,  .  .  .,  /?„_;  earumque  ex  n^i  aeqiia- 
tionibus  finitis  petantur  valores  per  variabiles  x,  x^,  ...,  x„  exhiblti 

(6)    |S,  =  -?;,    ßs^l'l,    ■  ■  ■,    ß„_i  =  K^r 
His  aequationibus  differentiatis  et  substitutis  aequationibus  (1),   pro  singulis  Fi, 
F2,  ...,  F„_!  eruimus  aeqLiationes  huiusmodi: 

dx  ^  OXj^  "  dx^ 

Quae  secuiidum  Propositionem  IL    novae   esse  non  possunt  aeqiiationes,    neque 
iis  per  ipsas  (6)  satisfieri  potest,  quippe  Const-antes  arbitrarias  ß^,  ß^,  .  . .,  Ä_i 
non  involvunt.     Unde  aequationes  ant-ecedentes  (7)  identicae  esse  debent  ideoque 
erunt  Fi,  F^,  .  .  .,  F^_i  aequationis  (5)  soliitiones,  q.  d.  e. 
Idem  rnagis  directe  sie  patet.     Sit 

&)     F=ß 
una  quaelibet  ex  aequationum  (6)  numero;    quae  identica  evadere  debet  varia- 
bilium  x+L,  :c,+2,  . . .,  x„  substituendo  valores   per  x,  x-^,  . . .,  x^  exhibitos  ipsarum 
aequationum  (6)  resolutione  provenientes.     Diffeveiitietur  aequatio  (8)  variabilium 
^ndependentium  x,  x^,  .  .  .,  .r,   respectu,   obtinemus  i-hl  aequationes   sequentes: 


0  = 

dF 

+ 

BF 

a*,_^ 

-4- 

SF 

+  ■ 

•+ 

SF 

Sx^ 

'UT" 

^' 

0  = 

aF 

+ 

SF   . 

at^ 

-  + 

BF 

-  +  ■ 

— 1- 

SF 

St. 

"1 

""i  ' 

0  = 

äF 

+ 

dF 

"■',+ 

-  + 

dF 

'Ti 

-h- 

■  + 

SF 

dx^ 

ÖXj 

Sx^ 

Quae  aequationes  respective  per 

X,     X^,     .  .  .,     X. 
multiplicatae  addantur,  obtinemus,  si  aequationes  (G)  Ipsis  satisfaciunt  aequatio- 
nibus (9)   §.  pr., 
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Gm  aequationi  ut  satisfiat  nihil  facere  possunt  aequationes  propositae  (6),  cum 
illa  a  Constantibus  arbitrarüs  ß-^^,  ß^,  .  .  .,  ß„_i  vacua  sit.  Unde  aequatio  prae- 
cedens  identica  esse  debet  sive  singulae  functiones  F  erunt  aequationis  (5)  so- 
lutiones. 

In  aequationibus  antecedentlbus  (6)  cum  sint  F^,  F^,  . .  .,  F„_,-  aequa- 
tionis (5)  solutiones  ätque  /?i,  ß^,  ■  ■  .,  /?„_;  Oonstantes  arbitrariae,  erunt  aequa- 
tiones (6)  ipsarum  (1)  aequationes  integrales  completae.  Qua  de  re  ex  ante- 
cedentibus  hoc  fluit  Coröllarium: 

in.     „Proponantur    aequationes    finitae    n  —  i  ipsis  (9)  §.  pr.    satisfa- 

cientes  simulque  implicantes  n  — «  Constantes  arbitrarias,  quae  ex  iis  omnes 

stmul  eliminari  non  possunt,    eaedem  ad  aeqnationum  differentialiiini  vul- 

garium  (1)  pertinebunt  aequationes  integrales  conipletas." 

Aequationes  ipsarum  (1)  integrales  aliae  ab  aliis  distingui  possunt  niunero  aeqiia- 

tionum  integralium ,  quae  ex  una  data  per  iteratas  ditFerentiationes  et  substitu- 

tiones  aequationum  difFerentialium  deriventur.     Si  ille  numerus  ipsum  n  aequat, 

systema  aequationum  ex  una  proposita  derivatarum  totum  constituit  aequationum 

isfacit  aequationibus  differentialibus 

<h- 
:       .  .  X—r^  =  X  ; 

^  '  da:  " 


integralium  systema,  sive  ipsis  sai 
dw. 


si  iste  numerus  ipso  n  minor  est  =^n^t,  systema  aequationum  e  proposita 
fluentium  satisfit  aequationibus  differentialibus  partialibus  (9)  §.  pr.;  si  nullam 
aliam  e  proposita  deducere  licet  aequationem,  ea  satisfacit  aequationi  diff'eren- 
tiali  partiali 

CIO)     X  =  X,-|^-HX,4^-H---+X  4-- 

Quod  docet  totam  hanc  quaestionem  mancam  et  imperfectam  esse,  nis-i  sitnul 
cum  aequationibus  differentialibus  vulgaribus  (1)  atque  aequatione  diffoivntiaU 
partiall  (10)  in  considerationem  veniant  n  systemata  qnodammodo  intermedia 
aequationum  differentialium  partialium  (9)  §.  pr. 

Addam,  quae  facile  ex  antecedentlbus  fluit,  hanc  Propositioneiii : 

IV.    „Proponantur    inter    vanabiles   x,  x,,  .  .  .,  ,r„    aequationes    /*— /, 
quibus  solvitur  systema  aequationum  differentialium  partialium 
IV.  3(1 
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a^ 
a-',^ 


afficiantiir  illae  w — -i  aequationes  finitae  totidein  Coiistantibus  arbitrariis, 
quae  ex  iis  omnes  nequeant  eliminari;  inter  quas  si  poniinttir  aequationes 
arbitrariae  n^k  (ubi  ^>i'),  eas  omnes  n  —  ^ -Constantes  arbitranas  ex 
?z  —  1  aequationibus  propositis  atque  n  —  k  aequationibus  arbitrariis  elimi- 
nando  proveniunt  aequationes  n  —  k  inter  variabiles  x,  x^,  . . .,  x„,  quibus 
continebitur  solutio  systematis  aequationum  differentialium  partialium  se- 
quentis: 


(12) 


--HX  - 


8a, 


dx 


-+-..+X,- 


Rursus  enim  sint  y^i,  ß.^,  .  .  .,  ß„_i  Constantes  arbitrariae,  quibus  aequationes 
propositae  affieiuntur,  resolutione  aequationum  prodeunt  aequationes  (6),  unde 
n  —  k  aequationes  arbitrariae,  ipsis  (i-i,  (i^,  ...,  /?„_,  aequationum  (6)  ope  eli- 
minatis,  abeunt  in  aequationes  arbitrarias  inter  functiones  i^,,  F^,  .  .  .,  F„_i. 
Unde  ista  eliminatione  proveniunt  n  —  k  aequationes  inter  aequationis  (5)  so- 
liitiones,  quae  secundum  Prep.  I.  §.  pr.  aequationibus  differentialibus  partialibus 
(12)  satisfaciiint. 

22. 
Aequationes  differentiales  partiales  (9)  §.  20  facillime  in  alias  mutantur, 
in  quibus  variabilium  x,  x,,  ...,  x„  quaecunque  n—i  pro  independentibus. 
reliquae  pro  dependentibus  habentur.  Quippe  tantum  permutatione  variabilium 
opus  est,  ipsis  X,  Xi,  .  .  ,,  X„  permutationes  similes  subeuntibus.  Solutio  enim 
generalis  tradita   eiusmodi  permutatione  noii  mutatur,   quippe   quae    non   affieit 


Hosted  by 


Google 


DILUCIDATIONES  DE  AEQUATIONL'M  DIFFEREKTIALIUM  VCLGARJIJil  SYSTEMATIS.         235 

aequationes  differentiales  vulgares  (1)  §,  pr, ,  a  quibus  ea  solutio  pendet.  Idem 
probare  licet  per  formulas  differentiales,  quae  pro  mutatione  variabilium  inde- 
peiidentium  in  dependentes,  dependentium  in  independentes  habentur.  Quod 
quo  melius  perspiciatur,  generaliter  quaeramus,  quaenam  evadant  aequationes 
differentiales  partlales  (9)  §.  20,  sl  ipsarum  x,  x^,  ....  x„  functiones  i'-t-l 

S,        £„        ■     ■     ;       l 

pro  variabilibus  independentihus,  aliae  « — i  functiones 

Iw,    {,+„    .  .  .,    £. 

pro  dependentibus  sumuntur. 


2,  . 


Sit  k   unas  indicum 

l'+l, 

i+3,  ... 

,  )!,    atque  a    unus   indicum  0. 

.  i,  fit: 

6g^         dS, 

as. 

^■^,+s               ^Ej     a^„ 
a^^              a^^    a.K^ 

dt,  JSE         Si 

a«:„ 

—  -^-^ 

9*,+.            öE     a^.  1 
9«.    '^      ''s.'.'s^J 

ag,  fSE,      es, 

a^,^ 

'^"5iri"5^"*"  ex._^^  '"ö^        '"ö*~'"ä^^         ^  ^"^7'"ö^J 

In  altera  aequationis  parte  ponitur,  |j.  per  x,  Xj,  ...,  x„,  ipsas  vero 
^■,+i)  ^,-+2!  ■  ■  ■■  ^!t  P^r  ^!  ^u  ■  ■  ■)  ^i  expressas  dari;  in  altera  ponitur,  ^^  per 
I,  li,  ...,  ^,,  singulas  vero  |,  ^i,  . . .,  1^  per  3;,  x^,  .  . .,  x„,  denique  rui-sus 
Xf+i,  X;+j,  ...,  a'„  per  .r,  Xj,  ...,  x,.  expressas  esse.  Tribuendo  in  formula 
praecedente  indici  a  valores  omnes  0,  1,  2,  . .  .,  ^,  singulas  fortnulas  pro- 
venientes  niultipliceraus  respective  per  X,  X^,  Xj,  . .  .,  X,  atque  productarum 
additionem  instituamus.  Quo  facto  si  advocantur  forniulae  (9)  §.  20  atque  po- 
nitur pro  singulis  indicis  in  valoribys  0,  1,  2,  .  .  .,  it. 

''II       ,      V  'n,       ,  ,      „  -'" 


obtinetur 


CD   K. 


C^)   ^,  ■ 


ex 


Si    in    hac    formula    ipsi    k    tribuimus    valores    i- 
5",    S,,   ....   S„    per   ^,    ^'i,   .  .  .,   §„    exprimuntur, 


-1,  i-t-2,  ,  .  .,  n,    onmesque 
prodit   systema  aequationum 


Hosted  by 


Google 


236         DILUCIDATIOSES  DE  AEQUATIONÜM  DIFFERENTIALIOI  VULGARIU-U  SYSTEMATIS. 

differentialium  partialiam,  quod  simile  est  formiilaruin  (9)  §.  20  atque  ex  his 
oi'itur,  ipsas  x,  Xj,  .  .  .,  x„  cum  ^,  |i,  , . ,,  |„  simulqiie  functiones  X,  X,f  . . .,  X,^ 
cum  S,  Si,  . .  ■,  S^  commutando.  Si  ^,  ^i,  . .  .,  ^„  variabilibus  ipsts  x,  Xi,  .  .  .,  x„, 
sed  alio  quocunque  ordine  sumtis  aequantur,  sequitur  e  (1),  quoties  sit 

iieri 

Unde  etiam  bac  ratioiie  patet  in  formulis  (9)  §.  20  quocunque  modo  permutari 
posse  variabiles  x,  x,,  .  .  .,  a.'„,  si  functiones  X,  X^,  .  ,  .,  X„  permntationeB 
similes  subeant. 

Cum  adhuc  valde  iaceant  qaaestiones  de  systematts  aequationum  diffe- 
rentialium  partialium  linearium  pi-imi  ordinis,  eo  maiorein  att«ntionem  raeren- 
tm-  ea,  quorum  indolem  atque  naturam  bene  perspicere  licet,  sicuti  systematis, 
quod  praecedentibus  tractavi.  Cui  ea  forma  est,  ut  in  quaque  eius  aequatione 
uniiis  tantum  variabilis  dependentis  differentialia  parüalia  inveniantur  atque  in 
diversis  aequationibus  differentialia  partialia  diversarum  variabiliuin  dependentium 
eiusdem  respectu  variabilis  independentis  sumta  eodem  Ooefficiente  afficiuntur, 
variantibus  terminis  a  differentialibus  partialibus  vacuis.  Extat  aliud  systema 
aequationum  differentialium  partialium  primi  ordinis  linearium  propositi  quasi 
reciprocum,  in  quo  quamque  aequationem  ingrediantur  differentialia  partialia 
diversarum  variabilium  dependentium  eiusdem  respectu  variabilis  independentis 
sumta,  in  diversis  autem  aequationibus  differentialia  partialia  eiusdem  variabilis 
dependentis  divei-sarum  respectu  variabilium  sumta  eodem  CoSfficiente  afficiuntur. 
Quod  et  ipsum  ad  aequationes  differentiales  vulgares  reduci  potest,  sed  ea  multo 
difficilior  est  reductio  et  ad  Calculi  Integralis  problemata  maxime  subümia 
pertinet. 

De    M  ultiplieatoribus,    qui    aequationibus    differentialibus    vulgaribus 
simultaneis  applicati  expressionem  integrabilem  producunt. 
23. 
Putabatur  olim  multum  nos  proficere  in  solvendis  aequationibus  differentia- 
libus partialibus  Hnearibus  primi  ordinis  revocando  eas  ad  integrationem  systematis 
aequationum  differentialium   vulgarium,     Quae  integratio  semper  per  series  in- 
tiiiitas  perfici  potest,  sed  evolutione  in  senes  infinitas  etiam  directe  solvi  possunt 
iK'qiiationes  illae  differentiales  partiales,  aequationibus  differentialibus  vulgaribus 
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non  intervenientibus.  Integratio  systematis  aequationuin  differentialium  vul- 
gariam  etiam  lieri  potest  ope  Multiplicatorum,  hoc  est  factores  investigando 
idoiieos,  quibus  multiplicatae  aequatioiies  differentiales  et  additae'  differentiale 
producant  completum.  Sed  ea  methodus  nil  est  nisi  reductio  aequationum 
differentialium  vulgarium  ad  aequationem  differentialem  partialem.  De  iiUs  Mul- 
tiplicatoribus  sequentia  afferara  e  casu  simplicissimo  auspicaturus. 

Egregiura   olim   fuit  E ul e ri    inventum ,    quacunque   proposita   inter   diias 
variabiles  a:  et  ^  aequatione  differentiali  primi  ordinis 

(1)     a  =  dy-g>(x,y)da^, 
dai'i  Miiltiplieatorem ,    qui    dextram  eius  partem  reddat  differentiale  completum. 
Etenira  proposita  aequatione  differentiali  (1),    si  aequatio  integralis  Constantem 
arbitrariam  «  involvens  buius  respectu  Constantis  resoluta  suppeditat  aequationem 

«  =  /, 

unde  ditferentiando  prodit 

(2)    0  =  §--,lc+^,l!,, 
habetiu'  Miiltiplicator  M  per  alterutram  aequationem 

dl/  '    '  dx 

Aequationes  enim  (1)  et  (2)  prorsus  inter  se  convenire  debent  ita  ut  altera 
per  factorem  multiplicata  in  alteram  abeat;  nam  cum  ex  aequatione  integral! 
completa  aequatio  (1)  sequi  debeat,  ex  eadem  sequi  non  potest  aequatio  diffe- 
rentialis  ab  (1)  diversa  et  a  Constante  arbitraria  vacua;  alioquin  enim  eliminando 


tres  quantitates  x,  y,  a  deducta,  quod  absurdum  est.  Quam  rem  Eulerus 
primum  exeraplis  animadverterat;  generaliter  eam  locum  habere  adhuc  fugit 
suramum  Virum,  postquam  ad  adyta  maxime  recondita  Calciili  Integralis  pene- 
traverat.     Ita  ubi  aequationem  celeberrimam 

'fe ._, % ^  0 


compiete  integi'averit,  sibi  non  visum  esse  ipse  fatetur  ad  eandem  integrationem 
etiam  per  Multiplicatorem  pervenire  posse;  nondum  enim  se  animadoertme, 
quotiescimque  aequationis  differentialis  integrale  completum  constaret,  ex  eo  mvlfi- 
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pHcatorem,  quo  illa  integrahiUs  reddatur,  cmichidi  posse^).  Scilicet  inventa 
aequatione  integrali  completa,  alteram  quidem  variabilem  per  alteram  et  Con- 
stantem  arbitrariam  exhibere  consueverant  Analytici,  et  hoc  poscebatur:  Coii- 
stantem  arbitrariam  pro  ineognita  habere  eiusque  expressionem  per  utramque 
variabilem  ex  aequatione  integrali  elicere  erat  conceptio  nova  ab  usu  recepto 
remotior,  et  qiiae  noii  ita  sponte  se  offerebat.  Ea  tarnen  aequationis  integralis 
forma,  qua  utriusque  variabüis  fuiictio,  quae  Constanti  arbitrariae  aequalis  fiat, 
exhibetur,  maxime  geniiina  videtur;  quippe  qua  forma  si  aequatio  integralis 
proponitur,  nullo  interveniente  eliniinattonis  negotio  per  solam  differentiatiohem 
ad  datam  aequationem  differentialem  pervenitur.  Unde  Eulerum  illo  Multi- 
plicatoris  invento,  sive  quod  primus  aequationem  integralem  sub  forma  illa 
genuina  exhibuit,  de  theoria  aequationum  differentialium  primi  ordinis  inter  duas 
variabiles  insigniter  meruisse  censemus. 

At  de  extensione  theoriae  Multiplicatoris  ad  systema  duarum  aequa-' 
lionum  differentialium  primi  ordinis  inter  tres  variabiles  Eulero  non  consta- 
bat.  Etenim  pro  re  tantum  probahiJi  habebat  semper  fieri  posse,  ut  additione 
harum  aequationum  per  idoneos  factores  multiplicatarum  aequatio  per  solas 
Quadraturas  integrabiiis  prodeat.  Nam  in  Instit.  Calc.  Integr.'*)  solutioneni 
aequationis 

in  qua  L,  M,  N  sunt  ipsarnm  x,  y,  s  functioncs  quaecuuijue.  revot-at  ad 
investigationem  dnorum  systematum  binorum  factorum  E,  F  et  (i,  IL  qui  ex- 
pressiones 

integrabiles  reddant  seu  differentialibus  dt,  du  aequales;  qiiippe  quilius  luvuntis 
docet,  quantitatem  v  a^quari  functioni  cuicunque  diiarum  variabilium  t  et  " 

B  =  rft»). 

lUorum  autem  factorum  E,  F,  G,  H  inventioneui  semper  praestari  [)osse  .^ibi 
videri  ait,  non  affirmatius  loquens,  quia,  si  rem  probatam  habiiisset,  ei  consti- 

')  V.  Instit.  Calc.  Integr.  T.  III.  Su])p^era.  pajg.  COO.  fiSG.     (5.  9.) 
''■')  T.  Hl.  img.  434.     (§.  Üii,  4S4,) 


Hosted  by 


Google 


DILLXIDATIOSES  DE  AEQUATlONÖil  DIFFERESTIALIUJI  VULGARIÜM  SYSTEHATIS,         239 

tisset  de  reductione  solutionis  aequatioms  (3)  ad  integrationem  completain  aequa- 

tioiuuii  siinuStanearuni 

Ldz         r^        1  ^^^^         n 

rf^ Ä^=Ö,     % — ]^  =  0, 

de  qua  tarnen  reductione  desperabat.  Systematis  plurium  aequationum  diife- 
rentialium  vulganuiii  inter  plures  variabiles  consideratio  Eulero  minus  familiaris 
fuisse  videtur,  quamvis  passim  in  quaestionibus  Mechanicis  atque  Isoperimetricis 
ad  eiusmodi  systemata  duceretur.  Qua  de  re  etiam  iis  tantum  easibus  nexum 
aequatlonum  differentialium  partialium  primi  ordinis  cum  aequationibus  diffe- 
rentialibus  vulgaribus  perspexit,  quibus  aequationes  ditFerentiales  vulgares  primi 
ordinis  inter  duas  variabiles  considerare  sufficiebat. 

Est  lUustrisslmi  Lagrange  meritum,  quod,    proposito  systemate  aequa- 
tionum  differentialium  vulgarium 

X,  X,  X 

(4)     <Lv^~  -^  dx^  0,      da:^~ -'- dv  ^  0,      .  .   .,     d^^ — ^  ^— d^  =  0, 

aequationes  integrales  completas  primus  exhibuerit  sub  forma  aequationum 

(5)  f^  =  a„  f^  =  a,,  .  .  .,  f^  =  %, 
quibus  assignantur  variabilium  x,  a^j,  etc.  functiones  a  se  independentes  fi,  /a,  . . ., 
quae  Constantibus  arbitrariis  aequandae  sunt.  Haec  forma  sieuti  in  casu  sim- 
plicissimo  unius  aequationis  ab  Eulero  tractato  praeclara  gaudet  proprietate, 
quod  sola  differentiatione  nuUo  interveniente  eliminationis  negotio  Constantes 
arbitrariae  abeant.  Unde  fieri  debet,  ut  singulae  aequationes  sola  differentiatione 
e  (5)  provenientes 

t//-,  =0,    rf/;  =  0,    .  .  .,    df^  =  Q 

identice  obtineantur  ex  aequationibus  propositis  (4)  per  factores  Idoneos  mul- 
tiplicatis  et  additis,  GeneraJiter  enim  asserere  licet,  si  ex  aequationibus  inte- 
gralibas  completis  quaecunque  deducta  sit  aequatio 

(6)     Adx-\-A^dic^^ i-A<^*.<  =  **' 

in  qua  A,  Ai,  etc.  sunt  ipsarum  x,  x^,  etc.  functiones  a  Constantibus  arbitrariis 
omnino  vacuae,  eam  necessario  prodire  ex  ipsis  aequationibus  differentialibus 
propositis  (4)  per  factores  idoneos  multiplicatis  et  additis,  Nam  cum  suppo- 
natur  ex  aequationibus  integralibus  completis  sequi  et  aequationes  differentiales 
propositas  (4)  et  aequationem  (C),  ex  ilsdem  provenire  debet  aequatio,  quae  ob- 
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tinetur  substituendo  aequationes  (4)  in  aequationc  (6), 

(7)    AX-hA^X^-i \-A^X^  =  0; 

<jiuae  cum  sit  a  Constantibus  arbitrartis  vacua,  identica  esse  debct,  quia  ex  aequa- 
tioiiibiis  integralibus  completis  nuUa  aequatio  a  Constantibus  arbitrarüs  vacua 
nisi  identica  deduci  pot«st.  Ubi  autem  identica  habetur  aequatio  (7),  aequa- 
tionem  (G)  sie  repraesentare  licet 


quae  prodit  addendo  propositas  (4)  per  A,,  Ä^,  .  .  .,  A„  multiplicatas. 

Proposito  systemate  aequationum  difFerentialium  vulgarium  (4),  interdum 
ipsa  aequationum  inspeetione  succedit  eiusmodi  Multiplicatores  detegere,  qui 
aequationeiu  producant,  e  qua  per  solas  Quadraturas  obtineatur  Integrale  aequa- 
tionum propositarum  f^ce,  ubi  /  solutio  erit  aequationis  differentialis  partialis 

(8)    i^+X,-^  +  ...  +  X-|^_o. 

Qua  re  videri  possit  hoc  respectu  artem  solvendi  aequationes  differentiales  par- 
tiales  (8)  per  Lagrangianam  reductionem  ad  aequationes  differentiales  vulgares 
(4)  promotam  esse.  Sed  observo  consensum  utriusque  problematis,  solvendi 
aequationem  (8)  et  indagandi  Multiplicatores  M^,  M^,  .  . ..  M„,  qui  expressionem 
f             X,dx-\             <              X.,dx-\  f  X  da:  •> 

(9)     M^>ydx^ ^y^-^M^\dx,^ X")"" ^K\^^n—--x—\ 

integrabileiu  reddant,  absque  consideratione  patere  systematis  aequationum  diffe- 
rentialium  vulgarium  simultanearum  (4),  Unde  ante  iilam  Lagrangianam  re- 
ductionem detectam  ad  solvendam  aequationem  (8)  istorum  Multiplicatorum  usus 
esse  potuit  atque  fuit,  uti  e  loco  Euleriano  citato  intelligitur  aliisque  fere 
Omnibus  exemplis,  quibus  Eulerus  solutionem  asseeutus  est.  Utrumque  auteni 
problenia  plane  idem  esse  sie  patet.     Proposita  aequatione  (8),  sit 

ilf  =  ;lW«+.UjC/,^jH hi///^,, 

nnde  erit 

^f         *f      3/  ,,  df 

-'-  =  M,     -^  =  J^,     ■  ■  ■,     -^■—  =  M^. 

Qua   de   re   poscitur  functio  f,  pro  qua  simul  habeatur: 

^^^^    \  i)  =  MX+M^X^+M.,X^-\ hi{x". 
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Quarum  aequationum  alten  substitui  potest  haec: 

f          ■  X,dx\           (           X.dx  i  f  X  rfic  1 

(11)    rf/=  ü/jjd^, ^/"'"''^sr^^ T~l"^ — ^Kl-^n — X~J' 

e  qua  patet  inventa  functione  /  simul  haben  Multiplicatores  M^,  M^,  etc.,  qui 
expressionem  (9)  difFerentiale  completum  seu  integrabilem  reddant.  Vice  versa 
datis  illis  Multiplicatoribus  M^  etc.,  qui  expressionem  (9)  difFerentiale  completuin 
eftlciunt  df,  determinetur  quantitas  M  per  formulam 

(12)    J/= '    '        '    ^ -^^^■. 

habetur  funetio  proposita  f,  pro  qua  aequationes  (10)  simul  valent  ideoque 
solutio  aequationis  differentiahs  partialis  propositae  (8). 

Tpsius  /  loco  si  ponuntur  aequationis  (8)  solutiones  Ji  a  se  independentes 
/n  A'  ■  •  •»  f"'  videmus  extare  n  diversa  MultipHcatorum  systemata 

Mf\    M^'\    .  .  .,    M^\ 
ita  comparata  ut  i 


differentialia  fiant  completa  earumque  integratione  prodeant  n  functiones  f^  a  se 
invicem  independentes.  Quibus  inventis  functionibus  assumtaque  earum  functione 
arbitraria: 

n(f,.   f„   ■  .  .,   /,), 

habetur  expressio  generahs  systematis  MultipHcatorum  per  formulas: 


CI3) 


Quippe  quibus  valoribus  substitutis  prodit: 

f            X,dx-\            f             -X^d^,  1                     I            X  dx  ) 
!/,{(&, ^j+JM,j<fcj T^]-' >-K[''-'. X^J 

Sri  ,,  ,   an  ,,  du  „ 

—  -5f^''fi+-Sf^''^U+-+-Sf-''f.  =  ''"■ 

Quod  analogum  est  iis,  quae  de  suo  Multiplicatoi-e  Eulerus  tradidit. 
IV.  31 


M,  = 

K  =• 

w"^^^"^'^- 

.^^«r. 
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24. 
Inventis  Multiplicatoribus  i¥,,  1/^,  etc.,   e  quibus  M  per  formulam  (12) 
§.  pr.  obtiiietur,  restat  ut  functio  f  ex  aequatione 

(1)    df  =  Mdx-\-M^dx^-\ '^MJx^, 

in  qua  dextra  pars  est  differentiale  completum,  per  Quadraturas  determinetur. 
Quod  modo  maxime  generali  per  hanc  regulam  fit. 

Sit  xf  functio  quaecunque  variabilium  :c,+i,  Xi+^i  ■  ■  ■>  ^m  it^-  ut  x"  sit 
functio  variabilium  x,,  x^,  ...,  x„,  porro  x,  variabüium  x^,  x^,  . . .,  x„,  etc., 
qualibet  harum  functionum,  quas  prorsus  ex  arbitrio  sumere  licet, 

involvente   numerum   vanabilium   unitate   minorem   quam    proxime   antecedente, 
postrema  x^  designante  Constanteni.     Ubi  simul  ponuntur  aequationes 

abeunt    x,    x^,    ...,    x-_^     in    ipsarum    x^,   x,.+i,    .  .  .,   x„    functiones,    quas    de- 
signemus  per 

(3)    x^d'\    .»^  =  4',    .  .  .,    J^._i-=4i,. 
Substituendo  in  ipsis  AI,  J/,,  etc.  valores  (3)  formentur  ipsarum  x^,  X;+,,  .  .  .,  a;„ 
functiones 

^  '         '  öic,  '  öx.  '— '    des.  ' 

erit  functio  quaesita 

(5)     /■—Constaüs  =   f  Mdj:-[' \    '  2^\dx  + H  Kdj:,-j hf"^  dx  . 

J  X«  -'s»  •' xl  J  xl      "      " 

Demonstratio  huius  regulae  haec  est.    Abeat  f  per  (3)  in  ipsarum  x^,  x-^,,  .  .  ., 
. .  .,  x„  functi'onem 

(6)     f-f'",. 
«•it  e  (1),   (4): 

E   notatione  adhibita  patet  ponendo 
abire  /»  in  f'^'l     Unde  erit  e  (7) 
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ideoque 

q.  d.  e.  Ipsa  ^'"+''  est  Constans  arbitraria  addenda  functioni  quaesitae  f.  Quam 
functionem  per  n-i-1  Quadraturas  deterininari  videmus,  quarum  quamque  seorsim 
exequi  licet.  Si,  quod  est  simplicisBimiim,  pro  limitibus  inferioribus  x",  x^,  etc. 
Constantes  sumuntur,  fit  e  (4):    ■ 

N.  =  M, 
siquidem  in  M^  ipsis  x,  x^,  .  .  .,  X;_^  valores  constantes 

snbstituuntur. 

Repetani  etiam  regulam,  quam  eadera  de  re  Celeb.  Lacroix  in  maiore 
Opere  de  CaJculo  Integrali  tradidit.  Faciaraas,  functiones  M,  M,,  etc.  exhiberi 
ut  aggregata  productorum,  quorum  slnguli  factores  unicam  variabilem  Invcivunt, 
sive  haec  sit  ipsarum  M,  Jf,,  etc.  genuina  forma  sive  per  evolutionem  in  series 
iis  concilietur.  Statuamus  porro,  si  de  illa  ipsius  M  expressione  omnes  reiici- 
antur  termini  ipsam  3;  involventes,.  remanere  expressioiiem  Ni,  si  de  expressione 
ipsius  Mj  omnes  reiiciantur  termini  ipsas  x,  Xj  involventes,  remanere  expressionem 
N^,  et  ita  porro:  erit 

i\Mdx-\-M^dx^-i-M^dx^-\ [-M^daJ  = 

JMdx-\^JN^  dic^  -hh  ^*sH ^j^\  ^\ ' 

integralibus  ad  dextrara  ita  sumtis  ut,  siquidem  simili  exhibentur  forma,  qua 
ipsas  supposuimus  M,  M, ,  etc.  exhiberi,  ipsum  ( Mdx  nulium  terminum  ab  ipsa 
X  vacuum  ac  generaliter  ipsum  JNidXi  nuIlum  terminum  a  variabili  x,-  vacuum 
implicet.     Demonstrationem  haud  difficilem  praetermitto. 

Si  ipsas  M,  -Ml,  etc.  secundum  positivas  ipsarum  x  —  x*',  x^  —  x",  etc.  po- 
testates  evolvere  licet,  designantibas  x°,  x^,  etc.  Constantes,  convenit  illa  regula 
cum  nostra,  siquidem  in  hac  limites  inferiores  omnes  statuuntur  constantes. 

Si  formula  (1)  locum  habet,  pro  binis  t  et  k  lit 

31* 
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Vice  versa  si  aequationes  (8)  valeant,    formulam  (1)  haberi  sie  patet.     Ponatur 
(9)    P^JMd^, 


K-.-S 


linde  expressionem  M^ ^ —  variabüis  x  non-  afficit.     Hine  posito 


(10)     P,  =/(«-||-)£..„ 


integrale  P^  et  ipsum  a  variabiii  x  vacuum  fit,  unde  fit 
{  dP\ 


dx,        )  \'        8a: J  BM,  dM 


da:  ~  Sx  ~    da:  &, 

porro  habetur  e  (10): 

S(P+P,)  \ 


b{m,- 


unde  expressionem 

S(P+P,) 
2 öx 

non  afficiunt  vai'iabiles  x  et  x^.     Hine  posito 

S(P+P,)\ 


(11)   p,=J[m,- 


8x 


'.  P;  et  ipsum  a  variabülbus  x  ai  x^  vacuura  fit.     Hac  i-atione  pergendo, 
probatur,  posito 


(12) 


/(^^-^'^"^f"^^)^-. 


fimctiones  l\  a  variabilibus  x,  x^,  .  .  .,  X/^j  vacuas  esse.  Invemtur  Pi,,  func- 
tionem  variabUium  Xt,  x^+i,  .  .  .,  x„  ipsius  x^  respecta  integrando,  qua  in  re  ca- 
vere  debemus,  ne  integrali  adiiciatur  quasi  Constans  arbitraria  expressio  ipsas 
.r,   x^,   .  .  ,,  ^r^^i    implicans.      Ipsariuii    autem    x^+i,   a.'t+2,    .  •  .,   x„    expressionem 
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ä*. ' 

^li-'- 

S(P+P,  +  - 

■•+-?.-,)> 

dx^ 

(16) 

^=-'- 

t^^ 

^-:-- 

-^-- 
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quamcunque  integrali  adiicere  licet,  sive  pro  limite  inferiore  integralis,  cui  ipsum 
P^  aequatur,  sumere  licet  variabilium  a^^+i,  x^+ä»  ■  ■  ■)  ^n  functionem  arbitrariain 
ipsas  X,  x-i,  . . .,  Xf.  non  iraplicantem. 
Enitis  P,  P,,  ...,  P,,  fit 

(13)    f  =  P-^P^-k-P^A HP„. 

Ex  hac  enim  formula  sequitiir,  qaia  functiones  P^+i,  Pk+t,  etc.  ab  ipsa  x^.  va- 
cuae  sunt, 

Bf     _   8{P+P,'\ l-P^^,)    ^    dP, 

ideoque,  cum  sit  e  (12) 

fit 

Unde  fit 

df  = 

=  Mda+M^dx^~\ ^M^dx^, 

q.  d.  e.  Antecedentibus  quoque  continetur  methodus  inveniendi  functionem  f 
e  dato  differentiali  eius  completo 

■      df  =  Mdixj'^-M^dx^-l \-M^dx^. 

Quae  tarnen  methodus  ita  comparata  est,  ut  n-i-l  functiones  P,  P^,  .  .  .,  P„ 
per  Quadraturas  inveniendae  aliae  post  alias  indagari  debeant,  vel,  nisi  Qua- 
draturas  exequamur,  per  integralia  muUipKda  exhibendae  sint. 

25. 
Quaeramus  Multiplicatorum  M^,  M^,  etc.  expressiones  per  series  iufinitas. 
Quae    obtinen   possunt    e    seriebus    infinitis,     qiiibiis    §.  7    evolvi    soliitionem    f 
aequationis 

Expressionem  enim  ipsius  f  loeo  citato  inventam  difi"erentiand6  ipsarum  x,, 
.%,  .  .  .,  x„  rcspectu,  habentur  Multiplicatores 
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Sed  magis  directe  haec  res  absolvitur  per  aequationes  difFerentiales  partia- 
les,  quibus  Multiplieatorum  systema  satisfacere  debet.  Inchoabo  a  Multipli- 
catore  Euleriano. 

Proposita  aequatione 

0  =  dy—fp{x,y)dx, 
Multiplicator  M,  qui  dextrani  pai-tem  differentiale  completLim  df  efficiat,   satis- 
facere debet  duabus  aequationibus 

oy  öx 

unde  iieri  debet 

Oi>!  oy  dai  oy  dy 

Ut  evolutio  maxima  fiat  generalitate,  eligatur  ex  arbitrio  functio  u,  secundum 
cuius  potestates  positivas  integras  evolutio  procedat,  ita  ut  sit 

(2)     M  =  A-A'u+A"^-A"--^+  etc. 

Ad  Coefficientes  A,  A',  etc.  alios  ex  aliis  inveniendos  statiio 

ex  oy  oy 

porro 

r,         Su  du 

ü  =  — hy^— ■ 

Oä:  dy 

Substituta    serie    (2)    pro    Multiplicatore    M  posita    in    aequatione    differentiali 

partiaJi  (1),    qua  M  definitur,    sequitur,    Coefficientes    singularum    potestatum 

ipsius  u  nihilo  aequando: 

(3)     Ü.A'  =  [A],     Ü.A"  ±=  [A'\,     U\A"'  =  [Ä'l    etc. 

Quibus  formulis  e  termino  primo  A,  ex  arbitrio  surato,  seriei  propositae  Coöf- 

iicientes  A',  A",   etc.  reliqui  onines  determinantur,      Si  i(  ^  x  sive  ti  ^  x  —  n, 

designante  a  quantitatera  aliquam  constantein,  fit   ü  ^  l. 

Proposito  systemate  aequationum  difFerentialium 

dx^—X^dx  =  0,     dx^—X^dx  =  0,     .  .  .,     dx—XJx  =  0, 

in  quo  brevitatis  causa  posui  X=l,  Multiplicatores  iV/,,  il/j,  ■  ■  ■, -^a  functionis 

alicuius  f  fieri    debent  differentialia  partialia    ipsaruin  Xj,  x^,  ,  ,  ,,  x„   respectu 

sumta;  porro  posito 
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fieri  debet  M  eiusdem  functionis  differentiale  respectu  ipsius  x  suratum.     Unde 
designantibus  x^,  x^  binas  quascunque  variabilmm  x,  Xi,  ...,  x^,  fieri  debet 

dM.  ÖM 


(5) 


dx.  8x 


His  igitur  conditionibus  satisfacere  debent  series  infinitae,  in  quas  Maltiplicatores 
evolvere  proposui,  et  Vice  versa  illae,  ubi  conditionibus  (5)  satisfaciunt,  sumi 
possimt  pro  Multiplicatoribus  propositis  M^,  M^,  etc.;  vidimus  enim  §.  pr.,  si 
aequationes  (5)  locum  habeant,  dari  integrale  expressionis  differentiaJis 

sive  esse  haue  expressionem  diiferentiale  completum. 
Stataamus 

(6)     M.  =  A.^A'.(x—a)+A''-^'^^^—A'."-^j^^^  etc., 

designante  a  Constantem.  Indici  i  valores  1,  2,  .  .  .,  n  tribuendo  e  foiinula  (6) 
proveniant  n  Multiplicatores  propositi  M^,  M^,  .  .  .,  M„.  Per  ipsum  A'-'"''  indice 
inferioi-e  non  affectum  designemus  expressionem 

(7)    ^«"-^  =  —\X^Äf''-h\AfU \-\A'^>\, 

erit  e  (4): 

(8)    M  ==  A  —  A'{x- 
Ut  satisfaciamus  conditionibus 


(9) 


SM         Si/, 
8x,    ^    clx 


0+-1" 

(^-a)- 

-A"' 

(■'-'■)'     ,     rt. 

1.2 

1.2.3      '    "^ 

SM 

8«, 
Sx     • 

SM          SM^ 
IST          ST 

dM  dM. 

(10)    -„-  -  =  ^r^, 
^     '       da;.  da-, 

substitnamus  in  (10)  formulas  (6)    et  (8)  atque  singularum    ipsius   (x  —  a)  po- 

testatum  CoSfficientes    nihilo  aequenius.     Hac   ratione  nanciscimur    aequationes 

inter  Goöfficientes  serierum  propositarum  sequentes: 

,  ^,,  dA':"'^         a^'"" 

(11)     J  ;"'+"  =  ^ .. 

^     '        '  dx  dat. 

Haec  formula  docet,  quomodo,  Inventis 

A'^\    A'^'\    .  .  .,    A'^'' 

atque  per  eos  determinato  A'"'^  ope  formulae  (7),  determinandi  sint  Coöfficientes 
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proxime  insequentes 

Unde  omnes  evolutionum  propositarum  CoSfücientes  determinantur  e  primis 
terminis 

A^,     A^,     .  .  .,     A^. 

Quicunque  smt  illi  terraini,  si  reliqui  Coefficientes  per  formulas  (11)  ex  iis  de- 
terminantur, series  pro  ipsis  iV/,,  M^,  ...,  M„  provenientes  conditionibus  (9) 
satisfaciunt. 

Reliquiim  est  ut  series  infinitae  propositae  satisfaciant  conditionibus 
SM.       dM, 

in  quibus  i  et  k  binos  quoscunque  indicüm  1,  2,  ,  ,  .,  n  designant;  nain  con- 
ditionibus, pro  quibus  alter  index  est  0  sive  deficit,  iam  satisfactuni  est.  In 
formula  (11)  ponamus  k  indicis  i  loco,  habemus  duas  aequationes: 

^1™+»  =     ^      —  ^("'+1)  =         '     —  . 

E  quibus  sequitur 

5^(™+i)         ö^f™+'>  ^l"öZ  ~8^.     j 


Unde  facile  patet,  posito 

SA.  ÖA, 

fieri 

SA'">         dÄ''' 


(14) 


&.  dl. 


Huius  formulae  beneficio  e  duabus  aequationibus 


haec  seqiütur: 


5«        S«  ÖA' 


Ö"A' 

Sa- 

,,„  (- 

-«)■    . 

■      1. 

2.3      ' 

1«.  (- 

-")■ 

'*•      1.2.S     ' 

S'N 

(äf—ay 
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Sei'ies    ad  dextram   secLindum  theorema  Taylorianum  aequatur  valori  ipsius  N 
pro  X  ^  a,  linde,  si  fonnulae  (10)  locum  habent,  expressionem 
dM.        dM^ 

variahiiis  x  non  afficit. 

Docent  formulae  (15)  conditionibus  (12)  satisfieri,  si  pro  binis  quibiislibet 
i  et  k  evanescat  N  sive  secunduin  (13)  primi  evolutionura  propositarum  termini 

Ä^,  A^,  .  .  .,  A^ 
functionis  arbitrariae  fiant  differentialia  partialia  ipsarum  x^,  x^,..  .  .,  x„  re- 
spectu  sumta.  Quae  functio  ipsam  quoque  x  si  placet  involvere  potest. 
Quoties  igitur  termini  evolutionum  propositarum  primi  J-i,  A^,  .  .  .,  A^  functionis 
arbitrariae  differentialia  partialia  sunt  ipsarum  x,,  x,,  .  .  .,  x„  respeütu  sumta, 
atque  ex  iis  Cößfficientes  insequentes 

4"",    A'f,    .  .  .,    4"'' 
per  formulas  (11)  et  (7)   alii  post  alios  determinantur,   omnibus    conditionibus 
satisfactum  erlt,  ut  series  infinitae  (6)  esistant  Multiplicatores  propositi. 

Antecedentibus  evolutionum  propositarum  auxilio  probatum  est,   quoties 
locum  haheant  aequationes  (9) 

BM  BM^         ÖM  dM^  ÖM  BM^ 

S^i     ~    e^      '       ^^s     ~     8x      '     '  '  ''       öx^     ~    6a:      ' 
expressiones  ornnes  humsmodi 

8M.         BM. 


variabili  x  vacare.     Idem    sine    ullo    senerum    infinitarum   adlumento  patet  ex 
aequatione  identica 

(  BM.         BM^  \  f  BM^        BM\  f  BM-        BAI  \ 

(16)     '  .    ' h  ■ i, 1 '-^ ~-  =  0. 

^      '  8,1:  ox.  Bcc^, 

Ut  conditionibus  (15)  satisfiat  non   necesse  est  ut,    quod  antecedentibus 

supposui,    quantitates  N  identice  evanescant;    nam  cum  expressio,    quae   eva- 

nescere  debet, 

BM.         BM, 

aequatur  valori.   quem  JSf  pro  x^a  induit,   sufficit   terminos   A,,  A.^,  ...,  A„ 
IV.  32 
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ita  determinare,    ut   quantitates  N  omnes    pro  x  =  a   evanescant  neque  diffe- 
rentialia  ipsarum  N",   variabilis  x  respeetu  sumta,    pro  eodem  valore  a;  =  a  in 
infinitum  abeant.     Qua  de  re  designante  Ü  variabilium  x^,  x^,  . . .,  x„  functio- 
nem  arbitrariam,  termini  initlalis  A^  valor  maxime  generalis  forma  gaudebit 
(16)     A.  =  -^+P!(a:-a)-hPlX^-af+  etc., 

ubi  pro  Omnibus  CoSf&cientibus  P/,  P",  etc.  functiones  variabilium  x^,  x^,  ••■>  x„ 
sumi  possunt  prorsus  arbitrariae.  Ulis  enim  ipsorum  A;  v^loribus  positis,  ac 
designantibus  i  et  k  binos  quoslibet  indieum  1,  2  .  .  .,  n,  patet  fieri  pro  x  ^  a 
BA. 


quod  poscebatur. 


^=^-^  =  ^' 


26. 
Designantibus  i  et  k  binos   quoslibet  indicuni  0,  1,  2,  . . .,  n,  habentur 
■  ■-■■  „  ■■■ —  expressiones  huiusmodi 

SJV/.        aj/, 

quas  brevitatis  causa  ponanius 

SM.  SM, 

Plurimum  interest  omnimodis  perscrutari  varias  expressionum  (ik)  proprietates 
nexumque,  qui  inter  eas  intereedit.  Qua  de  re  hie  quamvis  alieno  loco  agam 
paucis  de  numero  aequationum  finitarum,  quas  inter  quantitates  (ik)  proponere 
sufficiat,  ut  concludi  possit  omnes  evanescere.  Quem  numerum  inveni  ipsum 
2« — 1  non  egredi. 

Habetur  aequatio  identiea 

ox.  dx^  Ox^ 

E  qua  sequitur  Lemma,  quoties  simul  sit 

(ik)  =  0,    (il)  =  0, 
ipsim  (kl)  varüibiUx;  vacare;  quo  Lemmate  iam  §.  pr.  usus  sum.    Huius  Lemmatis 
ope  facile  sequens  probatur  Propositio: 
„Sint 

;.',   ;.",    .  .  .,    ;t''' 
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variabilium  x,  x,,  .  .  .,  x„  functiones  quaecunque  ea  sola  eonditione  cir- 
cumscriptae,  ut  neque  omnes  a  variabili  ^,_,_i  vacuae  sint  iiec  nisi  Omni- 
bus a,  a',  . .  .,  ß'''  evanescentibus  inter  eas  existat  aequatio  linearis 

«+a'A!  +  «"A"H \-a^^Xf  =  0, 

in  qua  Goefficientes  «,  «',  .  .  .,  «''*  variabili  x^_^j  vacant:  si  habentur  inter 
quantitates  (ik)  aequationes  2ra— 1 

(01)^0,    (12)  =  0,    .  .  .,    (n— 1,  «)  =  0, 

(02)  =  0,    (03)+A;(13)  =  0,  (Oi)+).[(U)+X'^(24:)  =  0,     ... 

.  .  .     (On)+yl|,_j(lw)+A|^'_,(2w)H hA^IT/'C"— 2,  m)  =  0, 

cunctae  — ^-^ — -  quantitates  (iE)  evanescere  debent." 
Etenim  seeundum  Lemma  propositum  sequitnr  ex  aequationibus 

(02)  =  (23)  =  0,    (12)  =  (23)  =  0, 
et  (03)  et  (13)  variabili  x^  vacare;  nullam  autem  supposui  dari  aequationeni 

a+a'X\  =  0, 
in  qua  «  et  ß'  variabili  x^  vacant,  nisi  et  a  et  cc'  evanescaiit,  iinde  ex  aequatione 

(03)+z;(13)  =  0 
sequitur 

(03)  =  (13)  =  0. 
Simili  modo  ex  aequationibus 

(03)  =  (34)  =  0,    (13)  =  (34}  =  0,    (23)  =  (34)  =  0 
sequitur  seeundum  Lemma  appositum,  expressiones 

(04),     (14),     (24) 
variabüi  .%  vacare.     ünde  ex  una  aequatione 

(04)+a;(14)+/1;'(24)  =  0 
sequuntur  tres 

(04)  =  (14)  =  (24)  =  0. 
Supposuiraus  enini   inter  quantitates  ^j  et  ^^    nullam  loeum   habere  aequationem 

«+«'4-)-(t"A^'  =  0, 
in  qua  omnes   et,  «',  a"  variabili  x^  vacant,    nisi  a,  u,  a"    oränes    evanegcant. 
Ac  prorsus  simili  via  aliae  post  alias  omnes    demonstvantur  aequationes  propo- 
sitae  (ik')  =  0.      Si    placet   exemplum,   addam    CoroUarii    instar  Proposition em, 

32* 
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quoties  habeantur  2n- — 1  aequationes 
(Ol)  =  0, 

.(12)  =  0,    (02)  =  0, 
(23)  =0,    (03)+^j(13)  =  0, 
(34) -=0,     (04)4-*j(14)+d;|(24)  =  0, 


(«-1,  n)  =  0,     (0,  n)-hw^_^(l,  «)+j;„L,(2,  n)^ i-^-s(„_2,  n)  =  0, 

cunctus  (ik)  -identice  evanescere. 

De  transformatione  systematis  aequationum  differentialium  vulgarium 
inter  plures  variabües  in  unani  aequationem  differentialem  inter 
duas  variabües. 
27. 
Sub  finem  systema  aequationum  differentialium    vulgarium  priuii  ordinis 
inter  plures  variabiles  propositarum  ad   unam  aequationem  differentialem  inter 
duas    variabiles  l-evoceraus.      Eaedem  formulae    etiain    aequatioiiis    differentialis 
partialis  linearis  transformationem  memorabilem  suppeditant,  a  qua  inchoabo. 
Designetur  rursus  ut  supra  per  symbolum  [F]  expressio 
.    ,        „BF       „   8F    '  ^    dF 

da;  '   diEj  "   6^^ 

atque  ex    arbitrio   binae  eligantur   funetiones  u  et  v,  pro    quarum   altera  v  non 
Sit  identice 

[„)  =  X^+X,    *    +...+Z  4^  =  0. 

Quibus  positis,  aliae  post  alias  determinentur  expressiones  u',   u",  u'",  etc.  etc. 
per  formulas 

(1)     M  =  [.].«',     lu-]^[v].u",    [u"]  =  [v].u-,     ...,     etc. 
In  funct'onibus  u',  u",  etc.    successive  formandis    pergamiis,    usque    dum    per- 
veniatur  ad  i'unctionem  it''"',  quam  per  antecedentes 

ipsamque  v  exprimere  licet,  ita  ut  identice  habeatur 

(2)  »'-'»ßC»- ».»'>■■■,«'"■); 

inter  quantitates  autem 

nulla  extet  aequatio  identica. 

Sit  /"  quaecunque  ipsarum  !,%  if,  »',  ...,  ?('"'"'*  f'unetio.  erit 
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Bf  _  (_ör\  _ey_   (_sr\  _ö^  ,  (_^r\_^  ,     ,  (_^ \  ^u^-v 

ax.  ~  \  Sv )  ex.  ^\  du  )  dx.  '^\eu' )  dw.  '^    '^\5u<^-^))  dw. 

Differentialia  partialia  fuiictionis  /  ipsarum  v,  u,  u',  ...,  «'"'-''  respectu 
sumta  uncis  inclusi,  quo  distinguantur  a  differentialibus  partialibus-  ejusdem  func- 
tionis  per  variabiles  x,  a:, ,  . . . ,  x„  exhibitae.  Multiplicemus  formulam  ante- 
cedentem  per  Xt  atque  indici  i  tributis  vaJoribus  0,  l,  2,  . . .,  n  additionem 
instituamus,  prodit  secundum  notationem  usu!'}:iatam : 

Qnae  formiila  propter  (1)  in  hanc  abit: 


(3) 


ox  '  o^j  dx 


.  du  J^"'    Xöu'J^     -^^   -\  Bu('"-')  Jf ' 
qua  in  formuk  est  u'-'"^  seCLindum  (2)  data  ipsarum  v,  u,  u',  .  .  .,  u'-'"~^'  functio. 
Pro  ipsa  f  si  sumimus  quantitatam  v,  u,  u',  .  .  .,  vS'"^''  functionem,  quae 
satisfaciat  aequationi  differentiali  partiali 

eadem  ilmctio  per  variabiles  x,  x^,  .  .  .,  x„  exhibita   secundum  (3)   erit  solutio 
aequationis 

(6)    o=I-^+Z.-|-  +  ...+X-^. 

Cum  V,  u,  u',  .  .  .,  «<""''  sint  m  +  1  functiones  a  se  independeiites  «  +  1 
variabilium  x,  x,,  .  .  .,  x„,  eveniet  tantiim  pro  functionibus  u  particularibus,  ut 
inter  ipsam  v  atque  functionum  u,  u',  etc.  iiumerum  minorem  quam  n  extet 
aequatio  ab  omiiibus  x,  Xj,  .  .  .,  x„  vacua.  In  genere  atque  pro  innumeris  func- 
tionibus u  erit  m  =  n,  quo  casu  erunt  quantitates  a  se  independentes  ?',  w, 
u',  ...,  %<"'"''  eodem  numero  atque  variabiles  x,  x^,  . . .,  x„  ideoque  quaelibet 
ipsarum  x,  x^,  .  . .,  x^  functio  f  pro  ipsarum  v,  u,  u' ,  . .  .,  «'""''  functione  ha- 
ben potest.  Eo  igitur  casu  aequatio  (3)  pro  quacunque  functione  /  valet.  Unde 
etiam  patet  innumeris  modis  aequationem  differentialem  proposltam  (5)  trans- 
formari  in  aequationem  (4).  Quae  si  placet  .pro  simpliciore  haberi  potest,  quippe 
in  'qua  Coöffieientes ,  quibus  diiferentialia  partialia  multiplicaiitur,  praeter  unam 
omnes  sunt  unitas  ipsaeque  variabiles  independentes. 
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Si  «i  <C  n,  non  quaelibet  aequationis  (5)  solutio  erit  etiam  solutio  aequa- 
tionis  (4);  neque  enim  omnes  variabilium  A,  x^,  .  .  .,  x„  functioiies  exprimi  po- 
terunt  per  x,  u,  u',  .  .  .,  m'"""''.  Sed  docent  antecedentia  omnes  m  aequationis 
(4)  solutiones  etiam  esse  solutioiies  aequationis  (5).  Ulis  m  solutionlbus  una 
cum  variabilibus  x,  x,,  . . .,  x„_^  sumtis  pro  variabilibus  indepeiidentibus ,  se- 
cundum  §.  4  abit  (5)  in  hane  aequationem: 

in  qua  Ulae  m  quantitates  pi'o  Constantibus  habendae  sunt.  Cuius  aequationis 
solutiones  n — m  junctae  m  solutionlbus  aequationis  (4)  suppeditant  solutionem 
aequationis  (5)  generalem.  Quoties  igitur  habetur  functio  u,  pro  qua  fit  rrKZn, 
aequatio  differentialis  partialis  proposita  ad  alias  similes  revocari  potest  minorem 
variabilium  numerum  implicantes. 

Si  proponitur  systema  aequationum  difFerentialium  vulgarium 
(6)     dx:dx,:dx^::..:da:^  =  X :  X^:  X,:  ... :  X^, 

fit 

, du  ,, du  ,1, d^u 

^  ^  dv    '  dv^    ''  (^w^    '     ■  ■  ■' 

Ünde  aequatio  identica  (2)  in  hanc  abit  aequationem  differentialem  vulgarem 
?n''  ordinis  inter  duas  variabiles  u  et  v: 

(-8)    _^JL  =  iiiv  u   —      -^      .  .  .      ^—^\ 
^  '       dv'"  \  '     '     dt'  ^      dv''    '     '   ■   ■'       (^i)'"— 1   7' 

quam  etiam  sie  exhibere  licet: 

(9)     dv.du:du' ■....■.du<'"'-^'^:du''"'-^'>  =  l:u' -.zi"  :  ...  :u('--^> :  ß. 
Aequationum  (9)  sint  Integralia 

(10>  9^  =  ß^,  f,==ß,,  ■  .  .,  9,„  =  ß„., 
designantibus  ^^  etc.  ipsarum  v,  u,  u',  .  .  ,,  «*'"""'*  functiones  a  Constantibus 
arbitrarüs  /ii,  ß^,  .  .  .,  /?„  vacuas.  Quae  functiones  9?,,  5P2,  .  .  .,  5P,„  erunt  so- 
lutiones a  se  independentes  aequationis  differentialis  partialis  (4)  ideoque  ex 
antecedentibus  etiam  aequationis  (5);  unde  aequationes  (10)  ipsarum  quoque 
aequationum  differentialium  vulgarium  (6)  Integralia  sunt.  Si  m  =  n,  quod  in 
geoere  atque  innumeris  modis  fit,  ea  ratione  habentur  cuncta  aequationum  (6) 
Integralia  sive  earum  integratio  completa;  unde  innumeris  modis,  pro.  variis 
variabilium  .t,  :r, ,  .  .  . ,  x„  functionibus  u  electis,  revocatur  systema  aequationum 
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differentialium  (6)  ad  unicain  aequationem  differentialem  «"  ordinis  inter  duas 
variabiles  u  et  v.  Si  vero  elusmodi  functio  u  inventa  est,  pro  qua  fit  m  <  n, 
aequatio  differentialis  inter  duas  variabiles  u  et  v  tantum  ad  m''""  ordinem  as- 
eendit,  sed  eo  cäsu  insuper  integrandae  sunt  aequationes  differentiales 

(11)     da:dx^:...:da^_^  =  X:X^: ...:  X^_^, 
iibi  in  dextra  parte,  aequatlonuin  (10)  beneficio,  exprimendae  sunt  X,  X^,  etc.  per 

Aequationes  (11)  cum  et  ipsae  per  methodum  modo  ti'aditara  ad  unam  aequa- 
tionem  differentialem  (w  — m)"  ordinis  inter  duas  variabiles  revocari  possint,  vi- 
demus,  si  vKCn,  redire  aequationes  propositas  (6)  in  duas  aequationes  diffe- 
rentiales vulgares  inter  duas  variabiles  resp.  m"  et  (n  —  m)"  ordinis,  alteram 
post  alteram  integi'andam. 

Regiomonti  d.   12.  Jul.    1841. 
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{A^A'x+A!'y)(xdy-ydx)-{B+B'x^B"y)cbj^{C-\-(J'x^(y'y)dx  =  0 


C.   G.  J.   JACOBI. 


Grelle  Journal  für  die  reiiio  und  angewandte  Matliematik,  Bd.  24.  p.  1—4. 
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(^A+A'^^A"y)Qrily-ydx)—{B-\-B'.^^B"y)dy^{C+C'^+C"y)da:  =  0. 

Si  Eiileri  scripta  perfectissimis  inventis  reduiidtiiit,  non  minore  in  prctio 
habeiida  sunt  quae  ipse  imperfecta  alioruraque  curis  expolienda  reliquit.  (^uae 
nobis  largam  suppeditant  materiam,  in  qua  vü-es  exercere  possimus.  Ita  nuper 
SLimsi  iiiilii  aequationem  differentialem 

yi]x(c-\-nx) — dy(y-^a'j-l)x-\-n.eäi)  =  0, 
quam   ille    in   Inst.    Cale.   Int.   Vol.  I.   Sect.  II.  Cap.  I.  §.  433    tractavit.      Sane 
etiam  exercitatus  Analyticus  non  ita  facÜe  huius   aequationis  integrationem  de- 
teget.     Demonstravit  autem  Eulerus,  eara  per  hanc  substitutionem 

^  ~  "y+a+bx+nxx 
ad  separationeni  variabilium  perduci;  quippe  eam  evadere: 


M[?i«-t-cc — bc-\'{b — 2c)u-\-uti\  (c-^na;)(a-\-bx-\-iixx) 

Quae  adhuc  postulantur  quadraturae,  methodis  quae  in  promtu  sunt  absolvuntur, 
ipsaque  inter  x  et  u  ideoque  etiani  inter  x  et  y  aequatio  finita  prodibit. 

Aequatio  differentialis  Euleriana  cum  sie  etiam  repraesentari  posfiit: 
nx{j^dy—yda;]-\-iy+a-\-h£)fly—cydx  ^  0, 
proposiii  mihi  generaliorem,   in  qua  tres  expressiones  xdy — ydx,  dy,  dx  multi- 
plicantur  per  ipsarum  x  ei  y  functiones  lineares  quascunque, 

{A-^A'x+A"y'){xdy~yda-)—{B+B'x-\-B"y)dy-\-(C-\-C'w-\-C"y)dx  =  0. 
Cuius  integmtionem,  methodo  ab  Eulei'iana  toto  coelo  diverea  erutam,  sequen- 
tibus  expoiiam  cum  propter  fonnam  meraorabilem  aequationis  finitae  inter  x  et 
y  inventae,  quae  maxiine  ab  aequationis  cabicae  resolutione  jiendet,  tum  ]ji-optei- 
nsum  methodi,  quem  forte  in  aliis  occasionibils  facere  licet. 


Ponamus 


^^'^+/y 


33' 
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=  «/(■- 

-ß'y, 

-a'/J. 

0% 

a  =  ß'j"~ß"r;         a'  =  ß"r-ßy", 
b  =  y'(i"^y"n',        b'  =  y"a—Ya", 
c  =  a'ß"—a"ß',        c'  =  a"ß—aß", 
Ilis  statutis  inveiiitur  clifterentiündo: 

nndp  =  +((;" — a"  it)dx — (&"- 
nndq  =  — (ß' — «'?/)rf^+{6'- 
tlbi  positnin   est 

n  =  a-\-ß£+yi^. 
Aeqnationes  antecedentes  si  hac  forma  exhibemus: 

nndp  =  -^a"(ßdy — ydx) — b"  dy+G"  dx, 
nndq  =  — a'  {xdy—ydx)+h'  dy—c'  dx, 
patet  aeqiiationem  aliquara  differentialem  inter  ])  et  g,. 

Fdf+Qdq  =  0, 
in   haue  transfoi'man : 

(a"P—a'Q){i!,l3—yd^)—(l>"P—b'Q)dy+(c"P—e'Q)dä,  =  0. 

Si  aequatioiiem  antecedentem,  mnltiplicatam  per  n,  cum  aeqiiatione  differentiali 
proposita  comparamus,  accita  quantitate  ^  eruimus 

n(a"P-a'Q-)+i     •=  A+Ä'x+A"y, 

n(b"P—b'Q)+U  =  B+B'it+B"y, 

n(c"P-c'Q}+>.!,  =  C-hC'x+C"y. 
Jam  observo,  posito 

e  =  <.(j!V'-/)'>')  +  ()(/o"~c"a')4-)-(<i'iS"-«"()'), 
fieri 


•  0, 


+  y'c 


+y't 


'  0, 


aa'  +  ß  l,'- 
ua"+  ßb"- 
a'a'+  ß'b'  ■ 
«'«"+  ß'b"- 
a"a'+ß"b'- 
a"a"+ß"b"- 

Unde  ex  aequationibiis  antecedentibus  tres  aequationes  sequentes  ermintur: 
Ha+ßx+yy) 
=  Aa  +Bß  +  Cy+{A'ii  +  B'ß+C'y)i:+{A"a  +B"ß  +C"y  )y, 
/  —tnQ+X{a'  +ß'i,+y',j) 

1=  ^b'  +Bß'  +Cy'  +(A'a'  +B'ß'  +C'y'  )x+{A"a'  +B"ß'  +C"y'  K 
(  EnP+l(u"+ß"x+y"y) 

\=Aa"+Bß"+Cy"+{A'a"+B'ß"+CY')x+iA"a"+B''ß"+C"y")y. 


(1) 

(ä) 
(3) 
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Quae  aeqiiationes  ut  locum  habeant,  statnamus 

Unde  aequatio  differeiitialis  iiiter  ^  et  (/  evadit 

{X"—X)qdp—{V~l)pdq  =  0: 
in  aeqiiatianibus  (1),  (2),  (3)  autem  expressiones  ad  laevam  fiunt  respeetive 

X(a+ßx-^yy),     X' {a' +  ß' x^y' ,j\     l"{a"^ß"x+y"  y). 
Hinc ,    singiilis   terminis    inter  se    comparatis ,    seqn  Lmtur   ex   aeqiiationibus  (1), 
(2),  (3)  haec  tria  aequationum  systemata: 

(0  =  {A  —  k)a^Bß+Cy, 

(1)  jo  =  A'(t+{B'—l)ß^C'y, 
lo  =  A"a^B"ß-\-{C"—):)y; 
(0  =  (A-V)a-+Bß'^Cy', 

(2)  \0  =  A'a-^{B'—X')ß'-^C'r', 
(O  =  A"a'-\-B"ß'-^{C"—X')y'i 
fO  =  {A—X")a"~{-Bß"+Cr". 

(3)  \ii  =  Ä'a"-h{B'—l")ß"-^C-y'', 
lo  =  A"a"+B"ß"^iC"~X")y". 

Ex  bis  aequationibus  patet,  fieri  X,  X',  X"  tres  radlces  diversas  aeqiiatioiiis 
cübicae 

{A-z)iB'—z)(C"—z)—B"C'{A—z)-CA"(B'^z)—A'B{C"—z) 
+A'B"C-hA"BC'  =  0. 

Huius  aequationis  resolutione  deterininatis  tribus  quantitatibus  X,  X',  X",  binae 
e  tribus  aequationibus  cuiuslibet  systematis  suppeditant  rationes,  quae  esse 
debent  inter  quantitates  c,  /?,  /,  inter  quantitates  a',  ß',  y',  inter  quantitates 
«")  ß'\  y"-  E  terms  autem  quantitatibus  una  erit  arbitraria,  quia  earum  tantum 
rationes  determinantur;  unde  ex.  gr,  «,  «',  tt"  ex  arbitrio  sumere  Hcet.  Con- 
stantibus  a,  ß,  etc.  dicta  ratione  definitis,  aequatio  differentialis  proposita  in 
hane  transformata  est: 

{X"—X)qdp-^{X'—l)pdq  =  0, 
quae  integrata  suppeditat 

py-igi.-i.   —.  Constans, 
sive  etiam 

(a+ßä!+yyy->"(a'-^ß'x+r'!/y"'-Krt"+ß"x+y"yy-''  =  Constans. 
Unde  haec  eriita  est 
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Propositio. 
„Proposita  aequatione  differentiali 
(A-hA':<:-hA"yX^<^y-"!/dä:)—(B-i-B'ä:+B"i,')Jy+(C-i-C'x-i'Ü"i/')<lx  =  0, 
resolvatur  aequatio  cubica 

(A-zXB--z)(C"-z)-B"C'(A-z)-CA"(B'-^)-Ä'B(C"-^) 
-]-A'B"C-^A"BC'  -=  0; 
cuius  radices  tres   tnter  se  dlversae  si  appellantiir  ^,  A',  X",   atqiie  brevi- 
tatls  causa  ponitur 

B'C"—B"C'  =  2>,     C'A"—C"A'  =  D',     A'B"-A"B'  =  D'\ 
B'+C"  =  E, 
erit  aequationls  differentiaiis  propositae  Integi'ale  completiiin: 
[D—EX  -+-  II  -^{P'^A'X  )a;+(i)"+^'7  ^yY'-*' 
y\P—EV  ^  VV  ^{B'-^A'X'  )x^(D"-vA"):  )XY''^' 
y.\p—EX"^7:'V+{T>'^A:X")x^{r)"^Ä'X")ij\'--'- 
=  Const." 
Remom.  d.  26.  Maitis   1842. 
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C.  G.  J.  JACOBL 


Grelle  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  2i.  p.  5^27. 
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DE  MOTU  PDNCTI  SINGÜLAEIS. 

Quo  majores  in  genere  difficultates  parit  iritegratio  aeqaatioiium  differcn- 
tialium  dynamicarum,  eo  majore  cura  ea  examiuare  debemus  problemata  me- 
chanica,  in  quibus  integrationem  ad  Quadraturas  perducere  contigit.  Circum- 
spiciendum  eniin  est,  an  eadem  via  in  aliis  quoque  aut  amplificatis  problematis 
aequationes  differentiales  ad  Quadraturas  aut,  si  hoc  assequi  non  licet,  ad  infe- 
riorem certe  ordinem  revocari  possint.  Qua  de  re  non  ingratum  forc  confido, 
si  plura  ejusmodi  exempla,  quae  Quadraturis  absolvuntur,  hie  in  conspectum 
ponam,  quae  si  nova  non  sunt,  certe  in  tractatibus  mechanicis  aut  omnino  non 
aut  non  ea  qua  fieri  potest  generalitate  exhibentur.  Quae  exempla  omnia  casum 
tantum  simplicissimum,  motum  puneti  singularis,  spectabunt. 

§.1. 

De  cxtensione  quadam  principii  virium  vivanim. 
Sint  X,  y,  z  Coordinatae  orthogonales  puneti,  quod  in  data  linea  vel 
superficie  curva  moveri  debet;  sint  X,  F,  Z  vires  punctum  sollicitantes  axibus 
Coordinatarum  parallelae,  sit  s  arcus  cui-vae,  in  qua  punctum  movetur,  v  puneti 
velocitas  ejusque  massa  =  1.  Quoties  fit  Xdx-\-Yäy  +  Zdz  differentiale  com- 
pletum,  notum  est  haberi  Integrale 


(1)     \vv  =  J[i.y^+7</i/-l-Z</s]+Const. 


Quod  dicitur  principium  conservadonis  virium  vivarum,  quia,  data  puneti  posi- 
tione  et  velocitate  initiali,  ad  aliam  quamcunque  positionem  determinatam  punctum 
eadem  perveniet  velocitate,  quaecunque  sit  linea  vel  superficies  curva,  super  qua 
in  transitu  ab  altera  ad  alteram  positionem  moveri  debet.  Quippe  in  aequa- 
tione  (1)  nullum  ejus  lineae  aut  superficiei  vestlgium  remanet.  Quae  sane  con- 
servatio  in  machinarum  theoria  magnas  partes  agit,  sed  in  aequationibus  diffe- 
rentialibus  dynamicis  integrandis  principium  iUud  hanc  ob  rem  in  pretio  habere 
solemus,  quod  suppeditat  unum  aliquod  Integrale.  Quoties  vero  solum  Integrale 
IV.  34 
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inventLim  curas,  non  opus  est  ut  expressio  Xdx-\-Ydy-\-Zdz  per  se  sit  diffe- 
rentlale  completura,  sed  eadem  valet  aequatio  (1),  si  illa  expressio  fiat  differen- 
tiale  completum  advocatis,  quae  inter  Coordinatas  x,  y,  z  locum  habent,  aequa- 
tionibus.  Qua  de  re  si  punctum  in  data  linea  movetur  ideoque  tres  ejus 
Coordinatae  per  unam  quantitatem  exprimi  possunt,  semper  erit  expressio 
Xdx -h  Ydy -i- Z dz  differentlale  completura,  duramodo  X,  Y,  Z  solarum  3;,  y,  z 
functiones  sunt.     Si  tres  Coordinatas  per  quantitatem  aliquam  q  exprimimus,  fit 

Xdai'^Ydy-{-Zdz  =   Qdq, 
ds  =  vdt  =  ydxda:-\-dydy-\-dzdz  ^  Vdq, 
designantibus  Q  et   F  solius  q  functiones.     Ünde  e  (1)  relatio   inter  puncti  po- 
sitionem  in  data  linea  ipsumqne  tempus  invenitur  formula 


(2)     t+ß=j- 


Vdq 


y2jQdq  +  a    ' 
.ntibus   a  et  ß  Constantes   arbitrarias.      Ita  prodit  pulchra  licet  elemen- 
taris  propositio,  quae  in  tractatibus  mechanicis  deficere  videtur. 

Propositio  I. 
„Punctum,  quod  in  data  linea  moveri  debet,  sollicitetur  viribus,  quae 
solarum  puncti  Coordinatarum  sunt  functiones  quaecunque,  definitur  motus 
puncti  solis  Quadraturis. " 

Observo,  si  t  designat  vim  tangentialem,  (}ua  punctum  sollicitatur,  fieri 
Qdq  =  Xdx-^-Ydiz-i-Zdz  =  rds. 
Vii-es  autem  curvae  normales  cum  omnes  destruantur,  supponere  licet  unicam 
T  agere;  unde  secundum  definitiones  mechanicas  erit  rdt  velocitatis  v  incre- 
mentum  per  tempus  dt,  sive  rdt  =  dv.  Hinc,  cum  sit  vdt=  ds,  sequitur 
zds  =  vdv,  ideoque 

Quae    est   formulae  (1 )   demonstratio    geometrica.     Inventa   v    eruitur  temporis 

valor  op'e  formulae  t  ^  \  — '—  • 

Oasu  generaliori,  quem  antecedentibus  tractavi,  velocitas  vel  vis  viva  in 
genere  non  conservatur,  hoc  est  alia  fit  pro  alia  linea,  in  qua  fieri  debet  puncti 
transitus  a  positione  initiali  ad  positionem  finalem.  Sed  ad  integrationis  suc- 
cessum  haee  conservatio  non  facit.     Ut  per  formulam  (1)  velocitas  determinari 
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possit  ipsa  puncti  in  data  linea  positione,  non  opus  est,  quod  illa  poscit  con- 
eervatio,  ut  vires  soUicitantes  versus  puncta  fixa  dirigantur  vel  directionem  pa^ 
rallelam  et  intensitatem  constantem  habeant. 

Ponamus  jam  non  ipsum  puncti  tramitem  datum  esse ,  sed  tantum 
superficiem,  in  qua  moveri  cogatur.  Sit  f(x,  y,  z)  ^  0  aequatio  super- 
ficiei ;  expressioni  Xdx -+-  Ydy  -\- Zdz  addere  licet  expressionem  evanescentem 
fi^'—dx-A — -^dy-\--^dz\,  designante  ,«  factorem  arbitrarinm.  Ut  aittem 
expressio 

differentiale  completum  fiat,  habeantar  necesse  est  tres  aequationes  conditionales; 

SY__d/^     _Sß_  Jlf__Sli_     af_  _  „ 
öz  dy  dz        dy  dy       dz  ' 

da;  dz  dx        dz  dz 


-  =  0, 


_ax^__a5^    j)p_  _sf__j>ii_    df 

dy  dx  dy        dx  dx        dy 


!  0. 


quibus  aequatloiiibus  sequitur  nidtiplicando  per  -J- ,   -> -, 

^/-  et  addendo; 

dftdY        dZ\       dfIdZ        dX\       dfIdX 
W    ^l* S^-j+S^y-dx -dz-j  +  SVdjT' 

-^)-- 

ide  haee  fluit  Propositio: 

Propositio  IL 
„Punctum,  quod  moveri  debet  in  saperiicie,  cujus  aequatio  f(x,  y,  z)  —  Ü, 
seeundum    directiones    axiuin  Coordinatarum  viribus  sollicitetur    X,   Y,  Z, 
quae  solarum   puncti  Coordinatarum   functiones  sint;    quoties  locum  habet 
aequatio 

bfidy      dz\     öfiöz      dx\     sffdx      eY\_^^ 

öa  \  dz  dy   J'^  öy\d^  es    }^  ÖS  \  dy  S.V  )  ~     ■ 

obtinebitur  Integrale 

^vv  '=  ({Xdx^Ydy-\-Zdz)+Gm^i., 

ubi  expressio  sub  signo  /  per  solam  superficiei  aequationem  integrabilis  fit." 
Aequationem  conditionalem  (3)  non  tantum  posci,  sed  etiam  sufficere.  ut 
Xdx-\-Ydy  +  Zdz   per  superficiei   aequationem  differentiale  completum   existat, 
sie  demonstrari  potest. 

34* 
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Ädhibeamus  aequationum  dynamicarum  fonnam  ei  similem,  quam  TU. 
Hamilton  proposuit.  Quem  ad  finem  determinetur  puncti  positio  in  data  super- 
ficie  duabus  quantitatibus  q^  et  (/^  sitque,  expressis  x,  y,  z  per  q^  et  q^, 

Xdx+Ydy-hZdz  =  Q^dq^-hQ^dq^. 
Deinde  expressa  ^vv  =  T  per   quantitates  q^  et  q^   earumque    quotientes   diffe- 
rentiales  q[  et  q'^,  fiat 


dql_ 


Deiiique  expressa  T  per  quatuor  quantitates  q^,  q^,  p^,  p^,  atque  harum  re- 
spectu  facta  ipsius  T  differentiatione  partiali,  erunt  aequationes  differentiales, 
quibus  puncti  motus  determinatur: 


f  *.          BT        dp.              BT 

)'*             ^P,    '       *                  Sq,  "*''^>' 

^'      1  iq,         BT        dp,              dT 

'dT^^S^'    lft^"°~^  +  '^>' 

Ex  aequationibus  (4)  sequitur 

BT             BT             BT             BT 

4«'"'  =  ''^=  -^*+-i^*+-|f  *.+-|^*.  =  «.*+«/?. 

Olijus  aequationis  pars  dextra  ut  integrabüis  eit,  poscitur  et  sufficit  iieri 

eq^           BQ, 

dq.j             Sq^ 

Cum  sit 

^1             dq^            dq^            dq,  '     ^=             dq^            dq^            dq^ 

aequatio  conditionalis  antecedens  post  faciles  reductiones  in  hanc  mutatu 

\  Bq^       6q,          Bq^       dq^  )  \  dz           dy   } 

(5) 

(  3z       Bn         Bi:      Bz  \j  BZ        ax  \ 
^  l  3},  ■   3q,          3},   ■    3q,  )\Bi           Bz    ) 

f  du      Bij         3s   ^  Bo!  \(  3X        3Y\ 

V  3jj       3jj          Bq^       8q,  )\3y            dx  } 

Differentiando  aequationem  f  =  0,  fit 

^^^    df    ^   d^     ^      df       By     ^     df       dz 

Bw       äq^          By       Bq^         dz       Bq^  ' 

0 

_    3f       Bä:         Bf       3g         Bf       3z   . 
Bx        Bq^          By        dq,^          ös        3q,  ' 
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nde  sequitiir 

{3l.^ 

dz 

8q^  }    V  <lq^ 

^1, 

Sy 
^ 

a» 

Quibus    substitLitis    in    (5)     prodit 

„         .  .  .  öQ. 

Quae  igitur  si  locura  habet,  fit  -^ — 


io     conditionali  (3)    supra    proposita. 
ideoque  Qidq^-\-Q^dq^  integrabile, 


unde  ex  aequatione  supra  tradita 

obtinetur  integrando  aequatio,  qua  velocitas  puncti  per  <;[uantitates  q^  et  q.^  ex- 
priniitur: 

Quae   cum  Propositione  antecedeiite  quadrat- 

Ut  principium  conservationis  virium  vivarum  iocum  habeat  non  advo- 
cata  superficiei  aequatione,  fieri  debet  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  integrabile,  quod  re- 
quirit  aequationes  tres: 


ÖY 


=  0, 


ÖZ 


37 


-.0. 


dX 

Oy  '      öx  dz  '      By 

Sed  ad  Bolum  iuveniendum  Integrale  (6)  videimis  suffieere  aequationem  unicam  (3). 


5X 

"  dz   " 


Formulae  novae  pro  motu  puncti  super  data  superficie. 
Formulae   differentiales  dynamicae  Hamiltoniarum   similes,    quas  ante- 
cedentibus  tradidi,    sie  demonstrari  possunt.      Ope  aequationis  superficiei  Ooor- 
dinatas  x,  y,  z  per  duas  variabiles  q^  et  q-^  exprimendo  fit 


(1) 


Harum  formularum  ope  expressis  x',  y',  z'    atque  T  ^^=  ^(x'x'-\-y'y'^z'z')  per 
7i,  q^,  q[,  q!j,  differentialia  illarum  quantitatum  partialia,  ipsarum  q^,  q^,  q[,  q^ 


dt 

=  'sq-''''+-s,;i'" 

tk 

dy       ,         Sy       , 

dz 

ÖS       ,         3z       , 

dt 

=  -3^«'  +  ^'.- 
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■espectu  siinita,  uncis  inchidam,  Ita  ut  fiat 


( Hl']  '    S"      (  B^'  ^      a« 

V  dq;  J          äq,   '       \  dqi  J^    Sq,  ' 

« 

V  dq[  )          äq,'\  Sq',  )          dq,  ' 

(ez'\as           f  dz'  \  _    dz 
\  5q[  }        öq^  '      V  öq[  }        Bq., 

Unde 

^'       \l  ST\                    ,    Sx          .   dy          ,   Sz 

Fit  poiTO  e  (1) 

l  a«,  j      a«,^?,  *•     a4,a<r,  ''■'        dt     • 

C  a^'  -1       av          a'«     ,         a«, 
l  a?,  j      Sqfiq,  ■'■  '  as^aj,  '>        dt     • 

unde,  simtUbus  formiilis  ad  t/  et  ^  valentibus,  erit 

,  a»           ,  a«           ,  az 

d— —              d^^             d-^~ 

-    -'     '"'-'    1  „'       ''     1  -■      "'■ 

(4) 

"dt      ">      dt      '"      dt 

d-l^            d4L           dJ^ 
cq.^                   aq,^                   dq^ 

"'"d7     +^       dt     -^''-  dt 

sive  e  (3): 

(öT\          <ip,          hx      (W          By       dif         dz        ö 
\dq[}         'dt'       dq^   '   dt           dq^  '   dt           äq^  '    o 

^)- 

/p.j           dx       dx'           dy        dif          ds         a 
dt            dq,   '    dt            dq.^  '    dt            dq.^  '    u 

ds' 

'dT' 

Fit  T  ipsarum  q[  et  q[   respectu  functio  homogenea  secundi  ortlinis,    unde  se- 
cundimi  propositionem  notam 

ideoqiie  T  ^^  p,q[-\-p.jql,  —  T.     Qua  formula  variatii  et  rejectis  terminis  se  mutuo 
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destruentibus  obtinetur, 

Expressa  igitur  T  per  quatuor  quüntitates  q^,  q^,  pi,  Pi,  si  in  denotandis  diffe- 
rentialibus  partialibus,  ipsarum  51,  q^,  p,,  ^^  respectu  sumtis,  uncos  rejicimus,  fit 

(  ^^  ,        '^9i 

"dp^  =  ^I  =  -^öT ' 

dT (  3T\ 

[   öq,    ~        \  öffi  )  ' 
Ex  bis  forinulis  advocündo  (5)  seqiiitur: 

i  dq^  dT  dp^  dT         dx       ete'         dy       dy'         ds       dz' 

dt  dpj  '        dt 

\   dq,j  dT  dp^  dT         die       dx'         dy       dy'         dz        dz' 

I    dt  dp^  '        dt  dq.^ 

Aequationes  differentiales ,  quae  traduntur  pro  motu  puncti  super  data  super- 
ficie,  cujus  aequatio  f^  0,  sunt  sequentes: 

^  ■"      dt  öx   ^        dt  ■         öy  dt  dz 

designantibus  X,  Y,  Z  vires  punctum  sollieitantes,  axibus  Coordinatarum  .-c,  y,  z 
parallelas.  Substituendo  ipsarum  x,  y,  z  expressiones  per  q^  et  q^  exhibitas, 
cum  identice  evanescere  debeat  /,    erit  ditferentiando  ipsarum  q^  et  q^  respectu 

=  0, 


(7) 


ST 

= 

^;-l 

. 

dT 

dq. 

= 

-(^) 

(fc' 

TT 

dt 

-H- 

dl 

dt 

-4- 

dz 
dq. 

d!       3»          df       %     ^     if 

dx       dq^         dy       8q^         dz 

du 

df       d„     ^     df       dg      ^     df 

dx       dq^          dy       dq^          dz 

dz 
•  3,, 

mde,  si  brevitatis  causa  ponitur 

^'h            ^?i           dq^ 

=  <2. 

Sq,            dq,            dq. 

=  «> 

;x  aequationibus  (8)  seqiiitur 

da:      dx'          dy      dy'          ds 
öq^  '   dt          dq^  '    dt          0$,  ' 

dz' 

IT  ' 

dx      dx'         dy      dy'          ds 

dz' 
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Quibus  formulis  in  aequationibus  (7)  substitutis  provenit 
Ay,  ÖT  (Ip^  6T 

rf},  äT  rfpj  dT 

Quae  sunt  novae  foiinulae  supra  traditae, 

§.3. 

Detenninatio  orbitae  puncti  super  data  superficie  moti  si  revocata  est  ad  aequationem 
differentialem  piimi  ordiüis  inter  duas  variabiles,  ejus  integratio  solis  pei-flcitur  Quadi-aturis, 

Motus  pancti  in  data  superficie,  si  quidem  virium  soUIcitantium  expres- 
siones  non  ipsum  tempus  explicite  involvunt,  secuiidum  antecedentia  pendet  ab 
integratione  trium  aequationum  differentialium  primi  ordiiiis  inter  quatuor  quan- 

titates  5i,  q.^,  p^,  p./. 

^i>    ^       7       y       7  '')T     vT     \      BT       .1    r      BT       .1 

Qua  integratione  transacta  una-  Quadratura  dabit  i'elationem  inter  positionem 
puncti  et  tempus.  Etenim  illa  integratione  facta  exprimi  possunt  q.^,  pi,  2h 
ideoque  etiam  quantitas  -^ —  per  q^;  qua  siibstituta  expressione  fit 

^  -J     BT 

At  quoties  vires  punctum  secundum  Coordinatarum  directiones  sollicitantes  X, 
y,  Z  solarum  Coordinatarum  functiones  sunt,  quo  casu  etiam  Q,  et  Q^  solarum 
5i  et  q^  functiones  erunt,  non  tantum  temporis  expressio  sola  Quadratura  in- 
venitur,  sed  etiam  e  duobus  Integralibus  aequationum  (1)  ultimum  secundum  re- 
gulam  generalem  semper  per  soias  Quadratiiras  eonstabit.  In  alia  enim  Com- 
mentatione  demonstro  Propositionem  generalem  sequentem,  quae  pro  novo  prin- 
cipio  mechanico  haberi  potest: 

„Proponatur  motus  systematis  punctorum  materialium  quibuscunque  con- 
ditionlbus  subjecti,  sintque  vires,  puncta  secundum  directiones  Coordina- 
tarum sollicitantes,  solarum  Coordinatarum  functiones:  si  determinatio  or- 
bitarum  punctorum  materialium  revocata  est  ad  integrationera  unius  aequa- 
tionis    differentialis    piimi    ordinis    inter  duas    variabiles,    t^jus    aequationis 
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seciindum    regulam    generalem   mveniri  potest  Multiplicator,    qul  eam    per 

solas  Quadraturas  reddat  integrabilem. " 

Hoc  loco  Propositionem  generalem  motu!  puneti  singularis  super  data 
superficie  applicabo  et  regulam  indagandi  Multiplicatorem  pro  casu  illo  simplici 
seorsum  demonstrabo.  Qua  demonstratione  simul  elucebit  usus  formularum  diflfe- 
rentialium  dynamicarum  antecedentibus  exhibitarum. 

Propositio. 
„Propositis    aequationibus    tribus    diflferentialibus    prinii    ordiiiis    inter 
quatuor  quaiititates  q^,  q^,  Pi,  p^: 

in  quibus  Q^  et  Q2  sint  solarum  q,  et  q^  functiones,  inventa  sint  duo  Inte- 
gralia  duabus  Constantibus  arbitrariis  «  et  /?  affecta  eorumque  ope  ex- 
hibeantur  pi,  ^3, -^ — -,  -5 —  per  quantitates  5,,  q^  atque  Constantes    arbi- 

trarias  a  et  ß;  quo  facto  integraiida  restat  aequatio  differentialis  primi  or- 
diiiis inter  duas  quantitates  q^  et  q^: 

-t: —  da, r. —  dq„  =  ü, 

dp.,     ^'        opj     ■'^ 

qua  orbita  pmicti  super  data  superficie  determinatur;  cujus  aequationis 
partem  laevam  dico  multiplicatam  per  factorem 

~dä       Öß  dß       dü~ 

differentiale  completuni  sive  solis  Quadraturis  integrabilem  evadere." 


Demonstratio. 

Functionum,  quae  duplici  modo,  et  per  5,,  q.^,  «,  ß  et  per  q^,  q^,  j)i,  j>> 
exhibentur,  difterentialia  partialia,  harum  respectu  quantitatum  sumta,  sine  uneis 
denotabo,  illarum  respectu  surata  uncis  includani.     His  positis  si  br.  c.  vocatur 

n  factor 

liä       bß         Sil       df~  ^  "' 
IV.  35 
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propositum  demoiistrutuin  est,  ubi  probata  erit  aequatio 


im^^m- 


«1, 

Fit 

öpi  P??,  dp^  dp, 

Unde  ipsarum  pi  et  p^  expressiones,  per  q,,  q.^  et  Constantes  arbitrarlas 
/?  exhibitas,  in  aeqiiationibus  differentialibiis  propositis  substitucnclo  iit: 


(2) 


dT  dp^      BT        dp^      dT 

dT  dp,      dT         dp-      61 

8q^  ^^1      '^'Pi         dq.^      dp^ 


Erit  autem  seeundiim  notationis  niodiim  usurpatam: 

f  dT\  dT         BT      Sp^         BT  öp.^ 

\  Bq^  )  aq^  bp^       öq^  Bp^  Bq^  ' 

(ST\  BT        BT     Bp^        BT  Bp.^ 

\  Sq., )  vq^  Bp^       Bq,^  dp.-,  8q^ 


Hine  invenitur  e  (2): 

(3) 
Porro  fit 


3j>,        dp^-i   üT 
5q^  vq^  J    dp,,  ' 

ST\  V  dp,         Sy,  ]    äT 


=  e, 

I  V  cq.,  }  ^       \.  oq,^  tiq^  j    dp^ 


(ST\           BT      dp^    ^     BT  Bp.^ 

\  da  )          Bp^      Ba          6p.^  Bu    ' 
unde 

3p.^  r  aT\       dp^  I  öT\          Bp,      dp,      BT        Bp^  Bp^      BT        Bp.^ 

8q^  \  Ba  )        Ba    \  dq^ )          Ba       Bq^      i^p^         Ba  dq^      Bp^         da 

Prorsus  eadem  methodo  vel  etiam  sola  indiciim  1  et  2  permutatione  obtinetur: 

dp^  /  BT\        3p^(BT\          dp^      Bp^      dT        Öp^  Öp^      BT        Bp, 

dq^  \  da  /        da    \  äq,^ )          da       dq^      dp,         da  dq^      dp^         da      ■' 
Alteram  formnlam  de  altero  detrahendo  obtinemus 


Qv 
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dp,  föTx 

dq,  \  du  J^   da    \  dq,  1 

■^«. 

nvenitur 

Sp,,dT^ 
dß    \Bq,) 

dq,  \  dß  J^   dß     \  dq.  1  ~ 

dß  «' 

■^«. 

Snld7\_ 
dq,  \  da  ) 

Eadem  methodo 

Bq,   \  dß  } 

Supponimus  vires  sollicitantes  X,  Y,  Z  esse  solarura  x,  y,  z  functiones,  unde 
quantitates  Qi  et  Q,^  solis  q-^  et  q^  afficiuntur  ideoque  cum  ab  ipsis  2>i  et  f^  tum 
a  Constantibus  arbitrariis  tc  et  ß  vacuae  sunt.  Hine  duarum  aequationum  aiite- 
cedentium  differentiando  priorem  ipsius  [i  respectu,  posteriorem  ipstus  a  re- 
spectu  et  detrahendo  prorsus  evanescit  pars  dextra  in  Q,  et  Q^  multiplicata. 
Pars  laeva  autem  evadit  reiectis  terminis  se  mutuo  destruentibus : 


5>,     (  QT\        dp^  /  d"-T    \        B-p,     (  ST\        8p^  , 


d^T 


^r^u^ -  —   — 

'</,  \  da  )        da    \  dßdq^  )        dßdq^   \  öa  J'^   da    \  äßdq.^ 

dudq^  \  dß  )'^~dß~\  dadq,  )~^  dadq,    \df)         df  \  Sadq^ 
=  0. 
Quam  aequationem  sie  repraesentare  licet: 

rdp,[dT'.       ap,(dT\l\       /^lSp,(dT^       dp.jdTY, 


{!mBzMB)_(: 


.  dß    \  da  J        da    \  dß  . 


m 

At  ex  aeqiiationibus 

|-S7'\          dT     Sp^        d'T     dp,  /arx          ST     dp,        dT     5|), 

sequitur  substituendo  ipsius  n  valorem  supra  positum: 

^P,(<iT\        äp,  r  dT  \            BT  dp,ldT\        dp/dTx                37 

dß    [da  1  ~  Im'  Vdjr)  "  "  13^  '  ''Sjr  \  CK  7        ST  [  dß  )  "'~"Tf> 
Quibus  substitutis  aequatio  (2)  hanc  Indult  fontiain : 


/  j>      ''T  -.       /  a       ST  \ 
I    d.n—. —   \       /     d.n— —   \ 


quae  est  formula  demonstratu  proposita. 

Äntecedentibus  iustam  quidem  esse  Propositionem  traditam  rite  demon- 
stratur.  ncque  vero    aperitur  fons  genuinus,   e  quo   ipsa  Propositio    hausta  est. 

.S5* 
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Qiiippe  quiie  emanat  e  nova  theoiia  Multiplieatoris  systemati  aequationum  diffe- 
rentialiiim  vulgariuin  simiiltaiiearum  applicandi,  quam  in  alia  Cominentatione 
expoiio. 

§■'!■ 
Jlotus  puncti  in  supei-ficie  revolutione  genita,  valonte  principio  cünservatioiiis  areao.  revocatur 
ad  alium,  qui  super  cui-va  meridiana  fieri  debet  ideoque  deÜDitur  solis  Quadraturis. 
Motuin  puncti  in  superficie  data,  si  duo  innotescant  Integralia  aequa- 
tioniim  differentialium  dynamicarum,  vidimus  solis  Quadraturis  definiri,  Quoties 
autem  valet  principium  mechanicum,  quod  principium  conservationis  areae  dicitur, 
usu  venit  at  jam  per  unum  Integrale  ab  isto  principio  suppedltatum  problema 
ad  solas  Quadraturas  revocetur.  Fit  enim  ut  motus  propositus  revocari  possit 
ad  alium  super  curva  meiidiana,  unde  cum  motus  super  data  curva  Quadraturis 
absolvatur,  sieuti  §.  1  vidimus,  etiam  motus  propositus  Quadraturis  definiri  poterit. 
Ut  autem  valeat  principium  conservationis  areae,  superficies,  super  qua  punctum 
movetur,  esse  debet  revolutione  genita,  porro  vis  sollicitans  in  ipso  piano  meri- 
diani  dirigatur  necesse  est  et  a  sola  puncti  positione  in  meridiano  pendeat  neque 
ullo  modo  ab  angulo,  quem  format  planum  meridiani  cum  piano  fixo  per  axem 
ducto.  Vim  autem  sollicitantem  neque  a  tempore  neque  a  velocitate  pendere, 
in  hae  Coinmentatione,  nisi  contrarium  diserte  asserltur,  vel  tacite  intelligo.  Si 
igitur  X  est  recta  axi  parallela  e  puncto  nioto  demissa  ad  planum  fixum  axi 
perpendiculare,  y  recta  e  puncto  moto  ad  axem  pei-pendiculariter  ducta,  dis- 
ponere  Hcebit  vim  sollicitantem  in  duas  alias  ipsis  x  et  y  parallelas,  quarum 
simul  intensitates  solarum  a:  et  ^  esse  debent  functiones.  Jam  ipsum  computum 
adstruam. 

Sint  X,  V,  C  Coordinatae  puncti  orthogonales,  sitque  axis  Coordinatarum 
X  idem  atque  axis  superficiei  revolutione  genitae.  Discerpatur  vis  sollicitans  in 
duas,  alteram  axi  parallelara  X,  alteram  axi  normalem  7";  sit  porro,  Vre  +  C'^  =  y, 
atque 

(1)     f{x,y')  =  f(a:,yvv^O  =  0 
aequatio  meridiani.     Cum  vim  sollicitantem  supponamus  in  ipso  piano  meridiani 
directam  esse,  ipsa  Y  disponi  potest  in  duas  vires  Coordinatis  v  et  t  parallelas 
Yv       Yt 


y 


Qulbus  positis,  secundum  praecepta  nota  accito  factore  .i  habentu: 


aeqiiationes  differentiales  dynamicae,  quae  integrandae  sunt,  sequentes: 
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(2) 


Ex  aequationibus  (2)  sequitur 


X      +yl 


,j  dv 

st 


-+).- 


[Y+X 

(y+>. 


d'c 


dt 


=  0,  unde  fit  intef^rando 


,  dv 


-t-; 


designante   «  Constantem   arbitrariam.     Quod  est  Integi-ale    suppeditatiim  pi'in- 
cipio  conservationis  areae,  ad  planum  Coordinatarum  v  et  fT  relato. 
Advocemus  iam  aequationem  identicam 


dt 


Y-hX- 


dt"  y^iT+^c  Vivv-hccr 

E  qua  aequatione  substituendo  (2)  et  (3)  eruitur 
r>f  aa 

Cum  supponamus  virn  sollicitantem  pendere  a  sola  positione  puncti  in  meridiano 
neque  ab  angulo,  quem  format  planum  meridiani  cum  piano  fixo  per  axem 
superficiei  ducto,  erunt  X  et  7  solarum  x  %%  y  functiones.  Unde  aequationes  (2) 
redeunt  in  has  inter  quantitates  x  et  y,  inter  quas  praeterea  lociini  habet  aequatio 
f(x,y)  =  0: 

■^       dt''                     cV           (fr  y'  dy 

Hae  autem  aequationes  ipsae  sunt  aequationes  differentiales  dynamieae  pro  motu 
puncti  in  curva,  cujus  aequatio  est  f(_x,y)  =  0,  si  quidem  vires  sollicitantes, 
Coordinatis  a:  et  ^  parallelae,  sunt  X  et  Y-\ j--     Unde  Propositio  haee  habetur: 


Propositio  I. 
„Punctum,  quod  in  data  superficie  revolutione  genita  moveri  debet,  vi 
soUicitetur  in  piano  meridiani  directa  et  a  sola  positione  puncti  in  ipso 
meridiano  pendente:  revocari  potest  motus  propositus  ad  motum  puncti  in 
curva  meridiana,  accedente  ad  vim  sollicitantem  alia,  quae  axi  perpendicu- 
laris  et  cubo  distantiae  puncti  ab  axe  inverse  proportionalis  est." 
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Seqiiitiir  c  (4) 

df        dt         dt         dt  \  y^ }   ■'' 

uiide  si  aequjitionis  meridiani  ope  exprimimus  x,  X,   1^  per  iinicam  y  atque  de- 
signaniLis  per  w  velocitatem  puncti  in  meridiano,  integrarido  habetur: 

unde,  designaiite  o  clcmentiim  ciirvae  meridiariae : 


®  '=/-^=  r 


[(^--r+ir 


Sf 


Ponendo  c  =  ycost/',  t=^i/süii/»,  fit  vd^^^dv  =  yydtp,  unde  e  (3)  scquitin- 
^    ada 

quod  SLippeditat  anguli  i/'  expressionem 


(6)     ,/.= 


[(^I+T* 


»H2Jl^-sr+''J*- 


Motum  propositum  compoiii  videmus  e  motu  puncti  in  meridiano  et  motu 
rotatorio  plani  meridiani  circa  axem  superficiei.  Data  aequatione  meridiani  per 
unam  y  (distantiam  puncti  ab  axe)  determinatur  Goordinata  x  ideoque  positio 
puncti  in  meridiano;  deinde  solis  Quadraturis  obtinetur  et  angulus  yj  quem 
planum  meridiani  format  cum  piano  fixo,  per  axem  superficiei  dueto,  et  tempus  t. 
Si  velocitas  initialis  in  piano  meridiani  dirigitur,  fit  « =  0,  ^^0,  ideoque 
nullus  plane  datur  plani  meridiani  mottis  rotatorius  sive,  quod  idem  est,  punctum 
in  eodem  semper  meridiano  movetur. 

Formulis  antecedentibus  etiani  uti  licet,  si  supei-ficies  proprio  motu  uni- 
formi  circa  axem  rotaturi  Quippe  vi  soUicitanti  accedit  eo  casu  vis  centrifuga 
axi  normalis,  unde  ipsi  Y  addenda  est  quantitas  c-y,  desigriante  c  Constantem, 
ideoque  in  ipsorum  f  et  ^  expressionibus  quantitati  sub  radieali  quadratico  ad- 
dendus  est  terminus  \cyy. 

Si  solidum,  in  cujus  superficie  punctum  movetur,  massa  constat  homogenea, 
vi  attractiva  seu  Neutoniana  seu  alia  quacunque  praedita,  vis,  qua  punctum 
sollicitatur,  aperte  in  piano  meridiani  dirigitur,  ejusque  et  directio  in  piano  illo 
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et  intensitas  a  sola  piincti  positione  in  curva  ineridiana  peiidet.  Idem  evenit, 
si  solidum  non  est  homogeneum,  sed  ejusdem  plani  meridiani  puncta  diversa 
gaudeiit  densitate  quacunque,  omnia  auteiii  plana  meridiana  eadem  ratione  coii- 
stituta  sunt,  ita  ut,  designante  y  distantiam  elementi  massae  ab  axe,  x  distantiam 
ejus  a  piano  fixo  ad  axem  perpendiculari,  densitas  elementi  solarum  x  e.t  y  funetio 
sit.  Qua  de  re  hi  casus  ad  motum  antecedentibus  consideratum  pertinent  sive 
haee  habetur  Propositio: 

Propositio  II, 
„Si  punctum  moveri  debet  in  superficie  solidi  revolutione  geniti,  cujus 
massa  vi  quadam  attractiva  praedita  et  in  planis  raeridianis  omnibus  se- 
cundum  eandem  densitatis  legem  distributa  est,  determinatur  motus  puncti 
solis  Quadraturis,  idque  sive  solidum  ipsu,m  quiescat,  sive  motu  aniformi 
circa  axem  rotetur." 

Adstruam  ipsas  formulas   pro   casu,    quo  iiieridianus   est   ellipsis,    massa 
homogenea  atque  lex  attractionis  Neutoniana, 

Motus  puncti  in  superficie  solidi  sphaßroidici  elliptici  homogenei  vi  attractiva 

Neutoniana  praediti. 
Sit  aequatio  meridiani 


hb 


+  -'^-?-=  1; 


constat  iieri 

X  =  f.^,       Y  =  g.y, 
designantibus  f  et  g  quantitates  constantes  determinatas  per  attractiones  i/",  ag, 
quae  in  polo  et  in  aequatore  locum  habent.     Hinc  eruitur 

posito  h  =  — ^  -  et  designante  ß  Constantem  arbitrariam.      Porro  ponendo 


fit  elementum  ellipsis 

]/d.,d^~^d>/d^  =  ^Zü^^  dy. 

yaa—yy 
Unde  e  formulis  (5)   et  (6)   obtinemus,   designantibus    t  et   ;'  novas  Constantes 
arbitrarias : 
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sive,  posito  ijy  =  u: 


-u)(hv.'-\-  2ßu—a  a) 

quae  sunt  integralia  elliptica.  Si  solidiim  ipsum  motu  gyrat^rio  uniformi  circa 
ipsius  axem  gaudet,  formulae  antecedentes  aliam  iioii  subeunt  mutationem,  nisi 
qaod  data  quantitas  constans  h  alium  valorem  induat. 

Exemplum  aliud  habetur,  si  sola  in  punctum  agit  gravitas  simulque  axis 
superficiei  est  verticalis.     Eo  casu  ex  antecedentibus  haec  fluit  Propositio. 

Propositio  III. 
,,Si  25inctum  gi-ave  moveri  debet  in  superficie  revolutione  circa  axem 
verticalem  genita,  determinatur  inotus  solis  Quadraturis. " 

Pro  eo  motu  fit  Y=  0,   X=^g,    designaiite  g  gravitatem,    unde  e  ibr- 
miilis  (5)  et  (6)  designantibus  ß,  y,  r  Constantes  arbitrarias,  obtinetur: 

diy 


y   ■^       '       yy  ■"       '       yy 

quibus  in  formulis  si  ope  aequationis  curvae  meridiani  y  per  x  expressa  datur, 

substituendum   est  rfa  ^  J*  l-i-(-^|  dx. 

De  penduli  simplicis  ostillationibus  tunicis. 

Ad  motum  antecedentem  pertinet  simplicis  penduli  oscillatio  in  sphaera 
sive  improprie  conica  dicta. 

Sit  enim  /  longitudo  penduli,  ^  angulus,  quem  planum  verticale  per  pen- 
dulmn  diictum  cum  piano  verticali  fixe  forraat,  erit: 

n  m 1  —  '«'^ 

II  =  yu^xw,    da  =  — ■-  , 
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unde  evadunt  formulae  (7): 


I  ^+,  =  -.iL 


'  (ü—xx)y(2ffte+ß)(U—iEx)—aa 
Qiiod  cum  fovmulis  notis  convenit.  Videas  autem,  quanta  gaudeant  generalitate 
formulae  propositae  (ö)  et  (6),  e  quibus  antecedentes  (8)  deductae  sunt,  cum 
per  illas  formulas  et  l  et  ip  solis  Quadraturie  obtineantur,  etiamsi  sphaei'^e  sub- 
stituis  superficiem  quamcunque  revolutione  genitam,  gravitati  autem  viiu  in 
piano  meridiani  directam,  quae  quocunqtie  modo  a  Coordinatis  x  et  y  pendet. 

§.5. 
Dfi  motu  fiuncti  vernus  centram  fixum  geßeralion  quadam  quam  Neutoniaua  lege  attracti. 
Const-at  motum  puncti  versus  centrum  lixum  attracti  revocari  posse  ail 
Quadraturas,  si  attractio  est  functio  quaeeunque  distantiae.  Quod  miruiu  uon 
est,  quia  eo  casu  adhuc  utrumque  vaJet  principium  conservationis  arearum  et 
virium  vivarum.  Animadverti  nuper  aliam  attractionis  legem  et  ipsam  genera- 
liorem  quam  Neutonianam,  pro  qua  seinper  valente  principio  arearum,  quoiiiam 
attractio  versus  centrum  fixum  dirigitur,  alterum  principium  virium  vivaruin 
non  locum  habet,  et  nihilo  tameii  minus  motus  solis  Quadraturis  definitur.  Qua 
de  re  etiam  fieri  debet,  ut  aequationes  difterentiales  pro  motu  plaiietae  circa 
solem  propositae  integrari  queant  absque  adjumento  principii  virium  vivarum, 
Quae  integi-atio  cum  propter  egregiam  simplicitatem  atque  defectum  omnis  ra- 
dicis  quadi'aticae  adnotatu  digna  videatur,  paucis  eani  exponam,  aiitequam  ad 
generaliorem  motum  accedam. 

Aequaliones  lüHeveiitiales  pro  motu  planefiic  oivfu  .-olom  propositae  novu.  methoilo  iiitograiiiur. 
Froponantur  aequationes  difterentiales,  quae  pro  motu  plaiietae  circü  solem 
habeiitur: 

d^x  dx'    k  X  d'y  d\j'   /"';(/ 

^^>     1i^~~dr~         »^'      ~di^~~3r  7^' 

in    quibus    est  k'^   intensitas  attractionis  pro   unitate    distantiae,   atque  Yxx--\-yn 
distantia  planetae  a  sole.     E  (1)  fit: 


d  D 


■  dt^   ~  "  df' "  ^  '^^ 
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linde  integrando  fit: 

,.-,,         dy  dx  dffi  

^  -^    '^~dt       ^~W~  '"''  ~dr~^'' 

iibl  z  ^=  rcosffi,  y  =  rsm<p,  et  te  Constans  arbitraria.     Dividendo  aequationes  (1) 

per  (2)  sequitur: 

dx'  k'  dii'  k'    . 

— ; —  =  — cos  <f,         ,      ^ ■  ■  sin  Cp, 

d<p  a  ^         d(fi  a         ' 

unde  integrando  obtinetur,  designantibus  /i  et  y  Constantes  arbitrarias: 

,„,        ,         (^  k"     .  ^         ,         dii  k 

(3)  ■^="^  =  — —^^^v-^ßi    y  = -^  = -^ '^°^v-^y> 

sive  dividendo  rursus  per  (2): 

(4)     dai  = — ~^iny+j3   dif,      dij  = cosy+j'   d(f. 

Ex  his  forinulis  dedacitur 

xdy^ydx  =  n-dtp  =  ■ hj-cos^f  —  jSsiny    df, 


(5) 


quae  est  seetionis  conicae  aequatlo  relata  ad  Coordtnatas  polares,  quarum  initium 
in  foeo.  Expressa  *■  per  (p,  e  (2)  invenitur  teinpus  per  formulam  notls  me- 
thodis  integrabilem : 

(G)    t-hT  =  -^f'-rdtp, 
ubi   T  nova  Cotistans  arbitraria. 

Motus  puiiüti  versus  centrum  fixum  atti'acti,  si  intensitas  attraotionis  expiimitur  Ooordiiiatarum 
functione  qnacunque  homogenea  ( — 2)"  ordiais. 

Si  methodum  aiitecedentibus  usurpatam  accurate  examinamus,  videmus 
ejus  siiecessum  eo  tantum  pendere,  quod  vis  attractiva  sit  functio  Coordinataruin 
homogenea  ( — 2)"  ordinis,  Quod  locum  habet,  si  intensitas  vis  attractivae  qua- 
drato  distantiae  inverse  proportionalis  est,  sicuti  Neutoniana,  insuper  autem  ab 
angulis  pendet,  quos  radius  vector  format  cum  rectis  quibuscunqae  in  spatio 
fixis.  Et  hie  motus  fieri  debet  in  piano  per  centruin  fixum  et  directionem  ve- 
locitatis  initialis  ducto,  unde  rursus  ponamus  licet,  teitia  Coordinata  evanescente, 
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X  =  7'cosy),  y  ^  rsiiKp;  ipsa  attractio  autem  foriiiLila  exhibetiir 


designante  4*  soliua  y  fimctionem,  quae  pro  casii  iiaturae  constans  tit,     Aeqiia- 
tiones  differentiales  integrandae  Hunt: 

^,.       dx'  ^      X  du'  ^      u 

Per  principimn   areae  habetur 

("2)     n-d^  =  adt. 
designante  «  Constantem  ai-bitrariam ;   unde  divideiido  (1)  ])er  (2)  obtinetiir: 

adx'  =  — (l»coB(jprfy,     adi/'  ^  — <Jis\ayidy. 
Hinc  iiitegrando  et  designando  per  ß  et  y  novas  Coiistantes  arbitrarias  sequitur: 

«^'  =  —  f<l>cos(f>dg^-hß,      ay'  =  —  \<lii^n\<fd(f-\-y, 
vel  e   (2): 

a^dx  =  — rrdtfi\  \»Pmv.<fdif:-]-ß\, 

Hinc,  cum  sit  xdy — ydx  ^  Trd<p,   seqtiitiir  aequatio  orbitae  ad  Coorilinatas  po- 
lares relatae: 


»mefi<Dt:C]fi<fd(p  —  &yf(f\fli'A\\\tpdtp-\-ßa\ttff  —  yco'Atp 
Hac  formiila  si  exprimitiu'  r  per  (f,   habetnr  teinpus  fornmia 

'+^  =  —]'-'-''<f' 
designante  r  Constantem  arbitrariani. 

§.6. 
De  motu  puiicti  Muper  data  curva  et  in  raedio  resisteute. 
Supra  demonstratum  est  raotum  puncti  super  data  curva  seiuper  Qua- 
draturis  determinari,  siquidem  vires  punctum  sollicitantes  neque  a  tempore  neque 
a  velocitate  puncti  direete  pendeant,  sed  solarum  Coordinatarum  functiones  sint. 
Quae  Propositio  ita  amplificari  potest,  ut  motus  puncti  super  data  curva  defi- 
niahir  Qnndrdtnris,  etiamsi  viribus  sollicitantibus,  quae  Coordi^iafmiim  pimcti  fuiic- 
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düiies  quaeciütque  sunt,  addalur  vis  resistentiae  medii,  funcüoni  Uneari  quadrati 
velocitatis  aequalis,  vel  ^tiam  expressa  formula  exponentiali  a-\-be'""',  idque  sive 
medium  uniforme  sit  sive  eins  de^isitas  quacunque  lege  varietur. 

Sit  enim  ^a(vü-\-b)  resistentia  medii,  designantibus  a  et  b  Constaiites, 
atque  sit  t  vis  tangentialis  a  reliquis  viribus  soUicitantibus  oriunda.  Cum  vires 
datae  curvae  normales  ornnes  destriiaiitur  nee  nisi  vires  tangentiales  rema- 
neant,  erit 

sive 

(1)  2«dv-havods  =  (2t— tt6)rfs. 
ünde  multiplicando  per  e'"  et  integrando  obtinetur: 

(2)  C'.vv  =  2fe"'Tds  —  be"'+a, 

designante  a  Coiistantem  arbitrariam.  Cum  data  sit  curva,  super  qua  punctum 
movetur,  atque  vis  sollieitans  solarum  puncti  Coordinatarum  functio  sit,  exprimi 
poterit  vis  tangentialis   r  per  arcum  s,   quo    facto    formula  antecedens  tantum 

Quadraturam  poscit. 

latio  inter  tempus  et  arcum: 


(3) 


■h 


1/2;-./.- 


designante  t  Constantem  arbiti'ariam. 

Reduetio  ad  Quadraturas  succedit,  etiamsi  in  fonnula  legem  resistentiae 
exprimente  quantitates  a  et  h  non  sunt  Constantes,  sed  quaecunque  Coordina- 
tarum functiones,  quemadmodum  inter  alia  fit,  si  medii  densitas  variabilis  est. 
Aequatio  (1)  enim  per  notas  methodos  integratur,  designantibus  <i,  h,  t.  quas- 
cunque  ipsius  s  functiones. 

Sit  jain  i'eaistentia  medii  data  per  fornmlam 

erit 

de  =  [— a— i,;""-(-r],/i, 
ideoque 

v,h  =  [^a^Oe^^'-^T]d., 
sive 
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seqiiitur  ex  aequatione  anteceiiente 

'?w+2<,'(t^«)m)(7s  =  2cbcls. 
XJnde,  posito 

(4)     2cf(T-a)<is  =  S, 
sequituv 

ideoqae 

(5)     w  =  e-'"  =  ive-^ihe^ds. 

Hac  formula  si  deterininatur  v,  invenitnr  t  per  formiilain 
Cd» 

Cum  data  sit  ciirva,  super  qua  punctum  moveri  debet,  invenitur  S  per  uiiicam 
Quadraturam.  In  formulis  antecedentibus  ipsa  quidem  c  esse  debet  Constans, 
sed  quantitates  a  et  b  sive  Constaiites  esse  possunt  sive  Coordinatarum  puncti 
fuiictiones  quaecunque.  Unde  formiilae  praecedeiites  etiam  ad  motura  in  raedio 
non  uniformi  valent. 

ilotus  pcnduli  in  medio  resistente,  si  quidem  vls  resistentiae  proportionalis  est  ijuadratü 
velocitatis  plus  constanti. 

Ut  habeatur  exemplum,  considei-emus  motum  penduli  in  medio  resistente. 
Curva,  super  qua  punctum  moveri  debet,  erit  clrculus  verticalis,  vis  sollicitans 
gravitas;  ponamus  porro  medii  resistentiam  ^a(vv-{-l>),  designantibus  a  Qt  6  Con- 
stantes.     Sit  l  longitudo  penduli,  <f  angulus  penduli  cum  verticali,  g  gi'avitas,  erit 

ds  =  Idff:,     ir=  — <;siiiy  =  y\f^\ef^~  —  c-f^-^]. 
Hinc  tit 

uiide 

C  r      e^■V~^  g-iV-x     n 


i+y—i      ai—y—i  - 
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Quibiis  in  formula  (3)  substitutis  obtinetur: 
(6) 


■h 


2^'      ,  ,  •      > 

—^ (cosy — a(smy)-)-ne" 


ubi  «  et  T  sunt  Constantes  arbitrariae.     Qiiae  nota  est  forraula. 

Si  punctum  liberum  niiUa  vi  soUicitatur  praeter  tangentialem,  qualis  est 
vis  resistentiae  medii,  motus  secundum  lineam  rectum  fit.  Sit  /(^')  vis  re- 
sistentiae,  erit 

dv  ^  — f('o)dt,    idooque     vdv  =  — /(v^ds, 
unde  sequitur,  designantibus  a  et  ß  Constantes  ai'bitrarias : 
,_.  fvdo  C  dv 

Si  punctum,  nulla  vi  sollieitatum  praeter  resisteiitiam  medii,  in  data  linea  aut 
superficie  moveri  debet,  eaedem  valebunt  aequationes  (4)  inter  arcum,  veloci- 
tatem  et  tempus.  Posteriore  casu  fit  motus  in  linea  superfieiei  brevissima, 
prorsus  ac  si  punctum  nullis  omnino  viribus  sollieitatur;  quippe  resistentia  non- 
nisi  motus  velocitatem  mutat. 


§■7- 
De  curva  ballistica, 

Summus  Geometra  Johannes  Bernoulli  in.  Actis  Lifsiensibus  ad  a.  1719 
inotuin  puncti  gravis  in  medio  uniformi  resistente  ad  Quadraturas  revocavit, 
quoties  resistentia  cutcunque  velockatis  potestati  proportionaUs  est.*)  Provocatus 
enim,  ut  motum  pro  i-esistentia  quadrato  velocitatis  proportionali  construeret, 
statim  generaliorem  quaestionem  solvit,  111.  Legendre  BalJisticam  docuit  ad 
Quadraturas  revocari,  si  resistentia  proportionaUs  est  quadrato  velocitatis  plus 
Constanti.'*)  Cum  neque  haec  neqiie  illa  quaestio  in  tractatibus  meehänicis  iu- 
veniatur,  paucis  examinabo  Ballisticam,  si  resistentia  medii  est  proportionaUs 
cuieunque  velocitatis  potentiae  plus  Constanti.  Quae  suppositio  utramque 
quaestionem  illam  amplectitur, 

Sit  resistentia  a-^bv",  designantibus  ii  et  /^Constantes,  fiunt  aoquationes 
.  dynamicae: 


Aclk  Lip«.  ad  a.   IT-'l. 
.le  läalisfiqup.     15erl.  17Su'.  \>ix».  .: 
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d^m  dx'  ,        ,     ,  x' 


- «^iL 

df  dt 


^    -  =  -(«-Hö«'") 

E  quibus  sequitur 

{a-^bv'')Qe'dy'-D'dx')  =  yvdx', 
unde,  poneiido  x'  =  ücosjj,  y'  =  vsinij,  fit 

v(a-\-bv''')drj  =  gdx'  ^  ^[cosij«?« — uwlju^dJjj, 
sive 

^.eosi;.»~f''''""rfi' — (^a-\-gsmri)r)—"'dii  ^  ödij. 

Ponamus  partem  laevam  aequationis  antecedentis  per  idoneum  factoreiii 
miiltiplicatam  evadere  aequalem  differentiali  d.Mv^",  erit 

dM  n(a-\-ffsmtj)dri 

M  gcnsrj  ' 

unde 

(1)     iV/=  cos-^i^-tang"  (45''-4-^), 
atque  ipse  Multiplicatoi-  evadit 

Hitic  nanciscimur  Integrale 

"■  ^  gJ    cosri 

Quae  valet  formula,  si  b  est  quaeciinque  ipsius  tj  fanctio;  valeret  etiam, 
si  insuper  «,  ipsius  13  functio  supponitur,  diimmodo  in  expressione  (1)  alterum 
ipsius  M  factorem  miitas. 

Ponatur 

unde 

^2;-  .       ri- — 1  dtj     dr 

"'^'  l-j-rr  '       ''"^1—    1+,',-'        costj  r 

Hinc.  ponendo 


eruitur 

Lnde 

(4)     2"J/<;-''  =  _^r,."('-0(l+,.,-)''^, 
g    J  r 

quae  formula  finita  evadit,   quoties  u,  est  numerus  positivus  integer.     Prae  ce- 
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teris  evadit  simplex  ijjsiiiw  ;'  expressio  per  r,  si  supponltur 

?        *"  >*      ' 

tum  enira  e  formula  antecedente  fit 

deslgiiante  a  Constantem  arbitrariain. 

Determinata  v  per  )•,  formulae  generales  dabunt  ipsaruui  x,  y,  t  ex- 
pressiones  per  eandem  quantitatem  solarum  Quadraturarum  ope.  Designante 
enim    W  resistentiam,  habentur  aequationes 

dt      ~         V         '         dt 

unde 

W{a:'di/'—y'dv')  =  ^vdx', 

sive 

(5)  «W'A;  =  ffdic'. 
Ex  bis  formulis  se(jiiitur 

vdx'    vdtj     vdr 

ic'W  gaüä'ii  gr    ' 

,       _          _        v'^dii   _  2vvdr 

^  —  ^■—  g       —  g(X-^rr)  ' 

Substituendo  in  bis  formulis  generalibus  expressionem  velocitatis  v  per  i}  vel  r 
et  integrando,  ipsarum  t,  x,  y  valores  prodeunt.  Si  in  formulis  (3)  et  (4)  po- 
nitur  a  =  c  =  0,  n  =  2,  formulae  vulgo  traditae  obtinentur. 

Reductio  ad  Quadraturas  succedit  etiam,  si  resistentia  exprimitur  fonnula 
a-\-b\ogv.     Quam  ulterius   non  pei-sequor  hypothesin,  cum  a  natura  abhorreat 

et  formulis   antecedentibus  subsummatur  scribendo   Ipsarum   ii  et  h  loeo  <i 

et  —  ac  deinde  ponendo  n  =  0. 

Veteres  autores  ut  approxiniationes  obtinerent,  praeeunte  Neutoiio  (Jon- 
stantis  h  loco  functiones  ipsius  ij  ponebant  non  multum  variantes  et  pro  ipsis 
1',  X,  y,  t  faciles  Quadraturas  suppeditantes.  Cujus  rei  exempla  varia  in  Com- 
mentatione  111.  Legendre  videas;  sed  ejusmodi  approximationum  methodi  iiimis 
vagae  videntur. 

Reg.  d.  27.  Martis   1842. 


(6) 
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SUR  ÜN  NODVEAU  PRINCIPE  DE  LA  MECANIQUE 
ANALYTIQUE. 

On  peilt  faire,  h  l'egard  des  dlfferents  prubieuies  relatit's  au  mouvement 
d'uii  Systeme  de  poiiits  materiels,  trait^s  jusqii'ici,  uae  remarque  importante  et 
curieuse:  Toutes  hs  fois  que  (es  forces  sont  des  fonctions  des  senles  coordonnees 
des  mobiles,  et  que  Ton  est  parvenu  ä  reduire  Je  probleme  h  l' intec/ratioit,  dune 
eqnation  dlffäveMieUe  du  fremier  ordre  ä  deux  variables,  on  reussit  aussi  ä  re- 
duire celle-ci  aux  quadratures.  Or  je  suis  parvenu  ä  etabür  cette  remarque  en 
th^se  generale,  ce  qui  me  parait  fournir  un  nouveau  principe  de  la  luöcanique. 
Ce  principe,  de  möme  que  les  autres  prlncipes  generaux  de  la  mecanique,  fait 
eonnaitre  une  inttägrale,  mais  avec  cette  difference,  que  ceux-ci  donnent  seule- 
ment  des  int^gi'ales  premiferes  des  öquations  diflförentielles  dynamiques,  tandis 
que  le  nouveaa  principe  conduit  a  la  deniiere  integrale.  Celui-ci  jouit  d'une 
g^neralite  bien  supt^rieure  ä  celle  des  autres  principes,  puisqu'il  s'applique  au 
cas  oü  les  expressions  analytiques  des  forces,  ainsi  que  les  equations  qui  ex- 
priinent  la  nature  du  Systeme,  renferment  les  coordonnees  des  mobiles  d'une 
maniere  quelconque.  De  leur  cöt^,  le  principe  de  la  conservation  des  forces 
vives,  celui  de  la  conservation  des  aires  et  celui  de  la  conservation  du  eentre 
de  gravitö  l'emportent,  k  plusieurs  egards,  sur  le  nouveau  principe.  D'abord 
ces  principes  ofFrent  une  ^quation  finle  entre  les  coordonnees  des  mobiles  et  les 
composantes  mömes  de  leui-s  vitesses,  pendant  que  l'intögrale  fournie  par  le 
nouveau  principe  exige  encore  des  quadratures.  En  seeond  Heu,  on  suppose, 
dans  l'application  de  ce  mßme  principe,  que  l'on  soit  dejä  parvenu  h,  decouvi-ir 
toutes  les  integrales,  hormis  une  seule,  hypothese  qui  ne  se  realisera  que  dans 
bien  peu  de  problemes.  Mais  cette  circonstanee  ne  saurait  diminuer  l'impor- 
tance  du  nouveau  principe,  et  c'est  ce  dont  on  demeurera  convaincu,  j'espere, 
par  son  application  ä  quelques  exemples. 

37* 
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1.  Consid^rons  l'orbite  que  deciit  oiie  planete  dans  son  moLivoiiient 
autour  du  Soleil.  Les  equatioiis  differentielles  ä  integrer  ötant  du  second  ordre, 
on  peut  les  reduire  k  la  forme  d'öquations  differentielles  du  premier  ordre,  en 
iiitroduisant  les  differentielles  premiferes  prises  par  rapport  au  temps  pour  nou- 
velles  variables.  De  cette  mani^re,  la  detemiination  de  Torbite  de  la  planete 
dependra  de  rintegi-ation  de  trois  equations  differentielles  du  premier  ordre  entre 
quatre  variables,  dont  on  trouve  deux  integrales  par  le  principe  des  forces  vives 
et  celui  des  aires;  ce  qui  ramene  la  question  ä  Tint^gration  d'une  seule  equa- 
tion  difförentielle  entre  deux  variables  et  du  premier  ordre.  Or,  d'aprfes  mon 
thöoreme  gen^ral,  cette  integi-ation  peut  etre  reduite  aux  quadratures.  Done,  si 
on  veut  le  ranger  parmi  les  autres  principes  generaux  de  la  m^canique,  il  en 
resultera  que  ces  seuls  principe»  suffisent  pour  raniener  la  detcnninatlon  de 
l'orbite  d'une  planete  aux  quadratures. 

2.  Considerons  le  mouveiiient  d'un  point  attlre,  d'aprfes  la  loi  de  Newton, 
vers  deux  centres  fixes.  La  vitesse  initiale  6tant  dirigee  dans  le  plan  qui  passe 
par  le  mobile  et  les  deux  centres  d'attraction,  on  aura  encore  ä  integrer  trois 
equations  differentielles  du  premier  ordre  entre  quatre  variables.  Une  integrale 
de  ces  equations  6tant  fournie  par  le  principe  des  forces  vives,  Euler  en  a 
d^couvert  une  seconde,  et,  par  lä,  il  est  parvenu  ä,  ramener  le  probleme  ä  une 
^quation  differentielle  du  premier  ordre  entre  deux  variables.  Mais  cette  equation 
fut  tellement  compliqude,  que  tout  autre  que  cet  intrepide  göomfetre  aurait  re- 
cu!e  devant  Tidee  d'en  entreprendre  Tintegration  et  de  la  reduire  aux  quadra- 
tures. Or,  d'apr^s  mon  nouveau  principe,  cette  rMuction  aurait  ete  obtenue 
par  une  regle  generale,  sans  tätonnement,  sans  aucun  effort-  d'esprit. 

3.  Considerons  encore  le  fameux  probleme  du  mouvement  rotatoire  d'un 
Corps  solide  autour  d'un  poiut  fixe,  le  corps  n'etant  anime  par  aucune  force 
acceieratrice.  Dans  ce  probleme,  on  aura  ä  integrer  cinq  equations  differen- 
tielles du  premier  ordre  entre  six  variables.  Le  principe  des  forces  vives  en 
donne  une  integrale,  celui  des  aires  en  fournit  trois  autres,  la  cinquiöme  se 
deduit  iramediatement  de  mon  principe.  Voilä  donc  toutes  les  integrales  de  ce 
probleme  difficile  obtenue  par  les  seuls  principes  genöraux  de  la  mecanique, 
sans  qu'on  ait  besoin  d'^crire  une  seule  formule,  ou  de  faire  mörae  le  chobt 
des  variables. 

Ces  exemples  me  paraisseiit  suffire  pour  faire  udmettre  le  nouveau  theo- 
renie  au  nombre  des  principes  generaux  <le  la  dynamique.     J'essaierai  a  present 
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d'cnoncer  la  regle  meme  au  moyen   de  laquelle  la  derniere  Integration  ä  effec- 

tuer,  dans  les  problfemes  de  la  möcanique,   se  trouve  6tre  reduite  aux  quadra- 

tures,  les  forces  ^tant  toujours  des  fonctions  des  seules  coordonnees. 

Supposons  d'abord  un  Systeme  quelconque  de  points  materiels  entierement 

libres.     Soit  /"  =  const.    une  prämiere  integrale   des  equations  du  naouvement, 

les  variables  qui  entrent  dans  la  fonction   f  ^tant  les  coordonnees  des  mobiles 

et  leurs  differentielles    premieres  prises    par  rapport  au  tenips.     Je  profite  de 

l'eqnation 

/'  =  const. 

pour  eiiniiner  Tiine  quelconque  des  variables,  et  je  noramep'  la  difference  par- 
tielle de  /'  prise  par  rapport  a  cette  variable.  Soit  /"  =  const.  une  seconde 
integrale:  au  moyen  de  cette  öqiiation  j'^limine  une  seconde  variable,  et  je 
nomme  f"  la  difference  partielle  de  /"  prise  par  rapport  k  cette  variable. 
Supposons  que  l'on  connaisse  toutes  les  integrales  du  probleme  hormis  une 
seule,  et  que,  par  rapport  ä  chaque  integrale  /=  const.,  on  cherehe  la  quan- 
tite  correspondante  -p,  c'est-a-dire  la  difference  partielle  de  /,  prise  par  rapport 
k  la  variable  que  Ton  elimine  au  moyen  de  cette  integrale.  Le  nombre  des 
vai-iables  surpassant  d'une  unit6  celui  des  integrales,  si  l'on  elimine,  au  moyen 
de  chaque  integrale,  une  variable  distincte,  on  parviendra  ä  exprimer  toutes 
les  variables  par  deux  d'entre  elles.  Nommons  ces  deux  variables  a;  et  y,  et 
soient  x'  et  y'  leurs  differentielles  premiferes  prises  par  rapport  au  temps;  on 
exprimera,  en  x  et  i/,  les  quantitös  x'  et  i/',  ainsi  que  toutes  les  quantites  f', 
j)",  etc.  Comme  x'  et  y'  sont  les  differentielles  premieres  de  x  et  de  y  prises 
par  rapport  au  temps,  on  aura  l'equatlon 

y'dx — x'di/  ^=  0, 
oü  x'  et  y'  sont  des  fonctions  connues  des  deux  variables  x  et  y.  C'est  cette 
equation  differentlelle,  la  derniere  de  toutes,  qu'il  faut  integrer  pour  avoir  la 
Solution  complete  du  probleme.  Or  je  prouve  qu'en  divisant  cette  Equation 
par  le  produit  des  quantites  p',p",  etc.,  son  premier  membre  devient  une  diffe- 
rentielle  exacte,  ce  qui  reduit  genöralement  l'integration  de  cette  equation  aux 
qnadratures. 

Lorsque  le  Systeme  des  points  materiels  est  quelconque,  la  siniplicite  du 
theoreme  pr^cedent  n'est  alteree  en  aucune  maniere,  pourvu  qu'on  donne  aux 
equations  differentielles  dynamiques  la  forme  remarquable  sous  laquelle  elles  ont 
ete  presentees,  pour  la  premiere  fois,  par  M.  Hamilton,   et  qui  devra  ctre  de- 


Hosted  by 


Google 


-294  SUa  UN  NOUVEAU  PRINCIPE  DE  LA  MECANIQÜE  ANALYTIQUE. 

sormais  adoptee  dans  toutes  les  recherches  g^n^rales  relatives  h  la  ineeanlque 
analytique.  II  est  vrai  que  les  formules  de  M.  Hamilton  se  rapportent  seule- 
ment  au  cas  oü  les  composantes  des  forces  sont  les  diffei-ences  partielles  d'uiie 
ineme  fbnction  des  coordonnees;  mais  il  n'a  pas  6t6  difficile  de  faire  les  chan- 
geinents  n^cessaires  pour  que  ces  formules  devinssent  applicables  au  cas  g^rniral 
oü  les  forces  sont  des  fonctions  quelconques  des  coordonnees. 

Lorsque  le  temps  entre  explicitement  dans  les  expressions  analytiques 
des  forces  et  dans  les  equations  de  conditions  du  Systeme,  le  principe  du  dernier 
multiplicateur,  döduit  d'une  rfegle  generale,  s'applique  aussi  ä  cette  classe  de 
problemes  dynamiques,  H  y  a  möme  quelques  problemes  particuliers  qui,  bien 
qu'on  tienne  compte  de  la  resistance  d'un  milieu,  donnent  lieu  a  de  semblables 
thöorfemes:  c'est,  par  exemple,  le  cas  d'une  comete  tournant  autour  du  Soleil 
dans  un  milieu  dont  la  resistance  est  proportionnelle  ä  une  puissance  qiielconque 
de  la  vitesse  de  cette  comete. 

L'analyse  qui  m'a  conduit  au  nouvcau  ])rincipe  general  de  la  mecauique 
analytique  que  je  viens  d'avoir  Thonneur  de  comniimiquer  ä  cette  illustre  as- 
semblee,  peut  ßtre  appliquee  ä  un  gi-and  nombre  de  questions  du  calcul  integral, 
J'ai  reuni  ces  differentes  applications  dans  un  Memoire  etendu  que  j'espfere 
pouvoir  publier  d6s  mon  retour  ä  Koenigsberg,  et  dont  je  m'empresserai  de 
faire  hommage  ä  rAcademie  aussitöt  qu'il  aura  6te  imprime. 


Hosted  by 


Google 


SÜR  L'ELIMINATION  DES  N0EÜD8  DANS 
LE  PROBLEME  DES  TßOIS  CORPS 


0.   G.  .T.  JAOOBI, 


Comptes  rcndus  do  l'Academie  des  sdences  de  Paris,  t,  XV.  p.  236 — 255. 

Crelle  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Matliematik,  Bd.  26.  p.  115  — 13 

Astronomisclie  Nachrichten,  Bd.  XX.  p.  81— 98,  99  — J02. 


Hosted  by 


Google 


Hosted  by 


Google 


SUR  L'ELIMINÄTION  DES  NOEÜDS  DANS  LE  PROBLEME 
DES  TROIS  CORPS. 

Les  illustres  geometres  du  siecle  passt',  en  trüitnnt  le  probleme  des  trois 
Corps,  ont  cherche  le  mouvement  de  deux  d'entre  eux  untour  du  troisifeme  ou 
autour  du  centre  de  gravite  de  tous  les  trois.  Mais,  en  r^duisant  de  cette 
maniere  le  probleme  de  trois  eorps  qui  s'attirent  niutuellerneiit  ä  im  probleme 
de  deux  corps  qui  se  meuvent  autour  d'uii  point  fixe,  on  fait  perdre  aux  ^qua- 
tions  difförentielles  du  probleme  cette  forme  pröcieuse  doiit  elles  jouissent  dans 
leur  etat  primitif,  savoir,  que  les  secondes  diffi^rentielles  des  coordonnees  soient 
egaMes  aux  derivees  d'une  mSme  fonction.  C'est  par  cette  raison  que  les  prin- 
cipes  de  la  conservation  des  forces  vives  et  des  aires  cessent  d'avoir  lieu  par 
rapport  aux  deux  cori>s.  On  poun-a  cependaiit  ^viter  cet  inconv^nient  en  agis- 
sant  de  la  maniere  suivante: 

Supposons,  pour  plus  de  generalite,  que  le  Systeme  se  compose  de  n  corps, 
du  soleil  et  de  )*  — 1  planstes.  Comme  il  est  permis  de  supposer  que  son  centre 
de  gravite  reste  en  repos,  on  aura  une  equation  lineaire  entre  chacun  des  trois 
systfemes  de  coordonnees  du  nißme  nom.  Donc  les  n  coordonnees  paralleles  ii 
un  niöme  axe  pourront  dtre  expi-iinees  lin^aireuient  par  » —  1  autres  quantites. 
en  ötäblissant  n  —  1  equations  de  condition  entre  les  »(n  — 1)  constantes  qui 
enti-ent  dans  ces  n  expressions  linöab'es.  Oomnie  on  peut  disposer  encore  d'uu 
nombre  (n  —  lf  de  constantes,  on  les  d^terminera  de  maniere  que,  dans  l'ex- 
pression  de  la  force  vive  du  Systeme,  s'^vanouissent  les  -J-(n  — 1)()7  —  2)  produits 
des  differentielles  premieres  des  nouvelles  variables.  En  se  servant  de  formules 
parfaitement  semblables  pour  chaque  Systeme  de  coordonnees  du  möme  nom, 
et  en  considerant  les  nouvelles  variables  comme  les  coordonnees  de  n — 1  autres 
corps,  on  aura  reduit  de  cette  maniere  la  force  vive  du  Systeme  des  n  corps  pro- 
poses  a  Celle  (fim  Systeme  de  n  —  1  corptf,  des  niasses  convenables  etant  attrl- 
IV.  '  38 
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buees  ä  ces  derniers.  11  y  aara  m^ine  dans  les  formiiies  de  röduction  iin 
nombre  lra(?*— 1)  de  coiistantes  arbitraires  et  doiit  on  poiirra  pi-ofiter  de  diffii- 
rentes '  manieres. 

D'apres  ce  qu'on  vient  de  dlre,  Je  principe  de  la  conservation  des  forces 
vives  dotmera  une  ^quation  dans  laqueüe  la  somme  des  forces  vives  des  n  —  1 
Corps  fictifs  sera  egalee  ä  une  fonction  de  leurs  coordotin^es.  En  se  servant 
des  regles  gönerales  de  Lagrange,  on  en  d^duira,  par  de  simples  diff^ren- 
tiations  partielles,  les  equations  differentielles  du  probleme  reduit,  et  l'on  re- 
connaitra  aisement  que  la  conservation  des  aires  a  lieu  dans  le  mouvement  des 
n — 1  Corps  par  lesquels  on  a  remplacö  le  Systeme  propose.  Oes  n  —  1  corps 
ne  s'^cartent  d'ailleurs  des  n  —  1  planetes  que  de  petites  quantites  de  l'ordre 
des  forces  perturbatrices,  de  maniere  que  la  premiere  approximation  peut  etre 
la  m^me  pour  les  uns  et  pour  les  autres.  Le  changeinent  que,  dans  cette  ana- 
lyse,  doit  subir  l'expression  de  la  force  perturbatrice  n'augmente  pas  la  difft- 
cult4  de  son  döveloppement. 

En  appliquant  la  methode  que  je  viens  d'exposer  au  probleme  des  trois 
corps,  on  röduit  celui-ci  k  la  recherche  d'un  probleme  du  mouvement  de  deux 
Corps  qui  jouit  de  proprietes  remarquables.  En  efFet,  les  trois  equations  fournies 
par  la  conservation  des  aires  fönt  voir: 

1".     Que  l'intersection   commune    des  plans  des    orbites  des  deux  corps  reste 

constamment  dans  un  plan  fixe:  c'est  le  plan  invariable  du  Systeme; 

2°.     Qae  les  inelinaisons  des  plans  des  deux  orbites  k  ce  plan  fixe  sont  d^- 

termin^es  rigoureusement  par    les  paramfetres   de    ces    orbites    regardees 

comme  des  ellipses  variables. 

Choisissons  pour  variables  du  probleme  les  inelinaisons    des  deux  orbites 

au  plan    invariable,  les   deux    rayons   vecteurs,    les    angles    qu'ils  forment  avee 

l'intersection  commune  des  plans  des  deux  orbites,  situ6e  dans  le  plan  invariable, 

enfin  l'angle  que  forme  cette  intersection  avecune  droite  fixe  de  ce  plan.     On 

trouvera  que  ce  demier  angle  disparaU  enli^ement  du  Systeme  des  iquations  diffe- 

rentielles  et  se  determine  apres  leur  Integration  par  une  quadrature.    Donc,  dans 

cette  nouvelle  forme  des  ^quatlons  difförentielles  n'entre  aucune  trace  des  noeuds. 

Les  six  ^quations  differentielles  du  second  ordre,  qui  expriment  le  mouvement 

relatif  des  trois  corps,  s'y  trouvent  reduites  ä  cinq  ^quations  du  premier  ordre 

et  une  seule  du  second.     Par  suite,  l'on  a  abaisse  l'ordre  du  Systeme  des  6qua- 

tions  differentielles  du  probleme  des  trois  corps.    Les  integrales  connues  n'etant 
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qu'au  nombre  de  quatre,  on  pourra  donc  dire  que  l'on  a  effectue  un  nouvel 
abaissement  de  l'ordre  des  öquations  differentielles  du  probl^ine  des  trols  coi-ps. 
Une  redaction  sembiable  s'applique  a  un  nombre  quelconque  de  corps. 

Analyse. 
1.    Soierit   in    la  masse  du  soleil,    m,    et  m^  Celles    des    deux  plaiietes: 
soient,  §,  V,  t;  §i,  *'j,  Aj    In,  "s)  ta  les  coordonnees  reetangulaires  des  trois  cor^is 
m,  m,,  m.;  rapport^es  ä  leur  centre  de  gravitö.     Comme  on  a  les  trois  equations 

(1)     Imv+m^v^+m^v^  =  0, 

|mC+m,£,+m„C,   =  0, 
il  sera  perinis  de  faii'e 

fj=ca^+j5*^,       v=tx^^ßy^,  ■C=as-hß2„ 

(2)     h,  =«,*+i3,j;,,       *>,=«,»/ +,3,3/,,  C,=«i3+ji;,2,, 

les  §ix  coiistantes  «,  /^,  etc.  etant  choisies  de  manifere  a  satisfaire  aux  ileiix 
coiiditions 

Supposons  de  plus  que,  par  les  siibstitutions  (2),  lü  somme  des  l'orees  vires  du 
Systeme  2T  se  eliange  en  eette  expression 

" )— [(-^)'-(4:-)-(i-r] 

1    ^„  ly*.  v^c'i'.  W/'''M'i, 


.  trois  (iquatioiis 

(5) 


.  (/;  J      \  dt 


\-m  a.,a  , 


\   0  =  mß|3+m,«,j3,+OT,a,^3. 
J'obsei-ve  qu'eii  vertu  des  fonnules  (3)  on  peut  faire 

t  etant   un   facteur  indetermine.     Des  formules  (Ö)  et  (ö)  on  tire  aussi  celle-ci: 

Si   l'on  f'ait 

(S)    ^jic-hyy  +  :^  =  n',    -^,^,+1/1!/,  +  ^,^,  = 'Vp     ■«*, +i/i/i +^^1  =  ''■'\'^<^^  ''> 

38' 
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on  aura 


(9) 


cc  qui  donne 
Si  l'on   niet 


=  r'rr+ir  S  rr,cos  F+J' .-,.•,, 

!,e,  =  (?,-$)'+(»>-«)'+(£,-D' 
he,  =  tS-l,)'+C»— ',)'+(£-£,)' 

plus  de  simplieiti^, 

(10)  {>•,  =  «2-«'       ^.  =i3,-|5, 

(11)  Y^y^  +  Y,  =  0,     J+Jj+4  =  0. 


le  principe  des  forces  vives  fournit  röquation 

(12)'    T^  U—h  =  2:  '"'"''  —h, 

h  etant  une  constante  arbitrüire.  Or,  si  dans  cette  eqiiation  l'on  substitue  les 
valeurs  des  quantites  T,  p,  p, ,  p^  tirees  des  formales  (4)  et  (9),  on  aura  tout 
de  suite,  par  les  regles  g^nerales  donnees  par  Lagrange  dans  sa  Mecamque 
analytique: 


(13) 


'•--HF 

d'. 


=  -S 
=  —S- 
=  -£- 
=  —2- 
=  -£- 


e        -'ST 

m,J(r«+fc,)  äü 


?■' 


&, 
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On  tire  de  ees  formules  les  suivantes: 


(14) 


'^'y,  ^ 


^,)^- 


d-!/ 
'^P- 


^  Hi 


Jt' 


Ces  equations  donneiit  les  integrales 

dz  dt/  \  f      dz^ 

.      dx  dz\  (      dx 

(15)        „(.^_..__)+^,(,,_L. 


c,  Ci,  C2   etant  des    constantes    arb'itraires.      Je  remarque  a   cettc   occasion    les 
formules 


(16) 


''  ISi  - 


^  Vi 


m,m„i 

=  -(,'/s-«i/,).£— ^ 


dt 


dt 


dt 


--  iy^-^y,)^- 


'''■M^iYY—l^^^) 


On  df^duit  de  cette  forinule  et  des  formules  (14)  les  deux  suivantes: 


<i(j+2,) 


dt 


"(«+--,)—: 


''()+«,)  \ 


dt 


',(r-i)(i',r+i">) 
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a 

=  (yz,— »!/,)i 75 

On  a  deux  autres  systemes  de  foniiules  semblables  par  rap;)ovt  aux  coordonnces 
Ä  et  X  et  aux  cooi'donnees  3;  et  y. 

D'apr^s  une  propriete  eonime  des  fonctions  liomof;enes,  il  suit  des  f'oi'- 
niules(18) 

+".,1".  ~1W-  +*■  -^r-  +'.  IS^j  I 
Donc,  en  laisant  usage  des  foiiuules  (4)  et  (12),  mi  obtient  la  suivante: 
d'(urr-\- II, r,t\  ) 

(19)  „;■"'  =2(u-m 

Les  six  equations  (13)  pouiTont  servir  k  determiner  les  slx  quantit^s  x,  y,  etc. 
en  fonction  du  temps.  Mais  on  pourra  aussi  choisir  pour  cet  effet  six  auti-es 
equations  independantes  entre  ellfis  et  qui  se  d^duiseiit  des  equations  (13)  pai- 
des  combinaisons  difKrentes,  par  exemple,  les  quatre  equations  (12)  et  (15), 
une  des  Equations  (14)  et  l'equation  (19).  En  effet,  on  reviendra  sans  peine 
de  ces  dernieres  aux  equations  (13). 

On  determinera  a,  ß,  etc.  par  les  ([uantites  /,  d,  etc.  üu  inoyen  de.s 
f'ormules 

(Mu.    =mj.,  —  m.j^,     Mß   =  m^d..—mj^, 
(20)     I  Jl/«i  =  m.^y  — »"  7:;     ^Iß,  —  '»h^  — ™  ^..^ 

\  Mu,,  =  m  J-^—wii^,       AJß.^  =  in  S^—-1n^6, 

oü  M  ^  vi-^-'m^-hvi,.      Ces  formules  etant  substituees  dans  (.'>).   oii   ;iiira 
I  Mf.i    =  mjm,)'j'-hm.,m;',j',  +  ?HMj/,)',,, 
(-21)     I  Mf,^  =  m^mJd-^m.,mS,ä^+mm,SJ.^., 
I        0  =  m^m.jS+m./mY,d^+mmjJ.^, 

formules  analogiies  aux  equations  (ö). 

2.  Je  veux  discuter  a  present  la  grandeur  des  dillerentes  constantes  qui 
entrent  dans  les  formules  prec^dentes.  Ces  constantes  n'etaiit  pas  entierement 
deterrainees,   il  s'agira  de  iaii'e   telles  suppositions  sur  leur  gi-andeui'  respective 
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qui  pouiTont  subsister  avec  les  ^quations  de  eondition  etablies  entre  ces  con- 
staiites  et  qui  permettront  en  möme  temps  de  faire  usage  des  inethodes  d'ap- 
proximation  conrmes. 

Les   (^quations   de   eondition   qne  Von   a  etablies  entre  les    constante^   ci, 
ß,  etc.,  sont  les  saiva.nte8: 

Im«  4-  mjffj    +    vi.,('..,    =0, 
mß^m^ß^    4-  mj_^    =0, 

(Celles  que  l'on  a  entre  les  six  constantes  y,  d\  etc.,  seront 

(2)    j  tf4-<f,+«J2  =  0, 

Les  masses  des  planetes  ötant  tres-petites  par  rapport  au  soleil,  les  fractions 
— -,  — ^  sevont  des  quantites  tres-petites  du  premier  ordre.  Cela  pos^,  les 
equations  (1)  fönt  voir  qu'U  est  permis  de  supposer  a^  et  ß^  trfes-proches  de 
l'unite,  pendant  que  les  constantes  a,  a^,  ß,  y?i  seront  des  quantites  du  premier 
ordre.      En   effet,  si   l'on  fait 


on  tirera  des  equations  (1)  les  formuSes  approchees 

Iß  = -,     ßj  =  1,     H-ij+j;'  =  0; 

d'oü  l'on  tire  les  valeurs  approchees  eorrespondantes  des  quantites  ;-,  t)',  etc. 
1,     y^  = '-*/,    /a  =  — 1' 


(ö) 


Enlin  les  quantit-es  fi  et  ^i  s'ecarteront  peu  des  masses  tUi  et  m^.  Tous  les 
ccarts  de  cea  valeurs  approchees  avec  les  veritables  valeurs  pourront  etre  sup- 
poses  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices. 

II  suit  des  considerations  prec^dentes,  que  les  quantites  x,  y,  z  ne  s'ecar- 
teront de  ^1,  Vi,  ,C,,  et  que  les  quantites  x^^y^^  z,  ne  s'ecarteront  de  ^j,  v^,  ,^  - 
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que  de  quantites  de  Tordre  des  forces  perturbatrices.  Donc,  si  Ton  imagine 
deux  Corps  dont  les  coordonnees  respectives  sont  x,  y,  z,  et  x^,  y^,  z^,  leur 
mouvement  autour  du  centre  de  gravitö  du  Systeme  des  trois  corps  pourra,  en 
premiere  approximation ,  6tre  regard6  comme  elliptique.  La  m^me  chose  aura 
Heu  si  le  mouvement  est  rapport^  ä  tout  autre  point  qui  ne  s'ecarte  de  ce 
centre  que  de  quantites  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices.  En  negligeant  ces 
quantites,  on  deduit  des  formules  (3)  et  (13)  du  n"  1  les  equations  difKrentielles 
qui  servent  ä  la  premiere  approximation,  et  que  Ton  int^grera  par  les  formules 
elliptiques  connnes: 


(6) 


^i''i 


oü  les  facteurs 


ä^li^ 


ne    s'ecartent    de   l'unite   que    de    quantites    du 


premier  ordre  par  rapport  aux  forces  perturbatrices.      Si  l'une  des  deux  pla- 
netes,  par  exemple  la  seconde,  est  beaucoup  plus  eloigii^e  du  soleil  que  l'autre, 

il  conviendra  de  substituer  aux  trois  dernieres  de  ces  equations  celles-ci: 


df' 


Dans  les  approximations  successives  Ton  pourra  laisser  indöterminees  les  quan- 
tites fi,  ju^,  y,  d\  etc.;  seulement  il  sera  bon  de  fixer  la  valeur  de  la  quan- 
tite  —     Si  Ton  fait  exactement  ;-  =  «,— «^  =  1,  J  = /?j— /^^  ^  — 1,  on  aura 

Dans  ce  cas,  on  peut  envisager  les  quantites  o.',  y,  z  et  x^,  y,,  s,  comme  les 
coordonnees  des  deux  planetes  elles-mßmes,  mais  rapportees  ä  un  autre  point 
■  que  le  centre  de  gravite  du  Systeme.    En  eff'et,  on  pourra  faire,  en  meme  temps 
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C9) 


ri,  =  -+». 


=  j+'',    £, 


|5,  =  «,  +  <i,     i',=j,4-S, 
((.  i,  c  ötant  determineew  par  les  eqiiatlons 

(10)     <.  =  «,^+,S,x,,     6  =  (,,;!,+  ;(,,,, 
Or  des  eijuations 

Oll  tive 

et  comme  on  a  «,-1-/^1  =  ci.,-i-/i.^.  on  aura  aussi 


V+A'r 


«i+f'i 


On  troiive  de  la  meine  luaniere 


",+/», 


»,c,+i<,i:, 
■  ",+1', 


.Si  Ton  i-etranche  des  eoordonnees  </,  e,  et  |.,  la  nieme  quaiitite 

M  stallt  la  somme  des  tnasses,  on  trouvera,  apres  quelques  reduetions,  la  valeur 
siiivante  de  «,  et  de  la  raötne  manifere  les  valeurs  ci-joiiites  *de  b  et  de  c: 


(11) 


l+Y,—»,      ' 
"+l'i"i —*,"', 

"  i+r^^'"' 

C+y,C,-il,i:, 

i+i',-'. 


Les  eonstantes  -/t  et  <)s  qiii  entrent  dans  ces  fonniiles  pourroiit  etre  des  qiiaii- 
tites  quelconques  reinpiissant  Tequation  de  eonditioii 

il  Sern  doiic.  eiitre  autres*,  permis  de  rnettre 

(13)     rf^  =  Ü.     7,  =   '"'  ,     „u     Y,  =  0.     <>  =  —  -""  ■ 
En  öupposant  toujoiii'K 


Y=  —S^l. 


39 
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aura 

encore 

Ma  = 

-[('»,  +  '»,)/,+™,], 

*/!    =(»B,  +  m,)*,— 

»0,= 

mj-j+Wi  +  OT^, 

il/ft  =  -[mS,+mJ, 

««. — 

ny^—m^. 

Mß.,  —  —mS.,~\-m-\-7r 

(") 

h  = 

-(1+7,),            ^,  = 

\-s,. 

1+/,—^, 

».('»)',-'»,)   , 

,.    = 

."1    = 

-    wj/j  — m. 

*?,      ^^'+''~ 

■^v)- 


Les  Ibrmules  (1 1)  sont  indeperidantes  de  l'origine  des  coordonnees;  elles  fönt 
voir  qiie  le  point  autour  diiquel  on  suppose  les  deux  plaiietes  decrire  des  or- 
bites  elliptiques  variables,  est  le  centre  de  gravite  des  trois  corps.  si  l'on  donne 
respectivenient  ati  soleil,  ä  Ja  preioifere  et  a  la  deuxifeme  planete  les  masses 
I,  /i,  — rX..  Si  Ton  fait  $^={),  ce  point  deviendra  le  ceiitre  de  gi-avite  du 
soleil  et  de  la  premiere  planete.  eii  lein-  attrilmunt  leni's  masses  etfectives  m  et 
m,.     On  am-a  dans  ee  cas 


r  1, 


=  0, 


(15)' 


=  "'.(>  +  -,;;)■  ".  =  '"=-«- 

On  volt  donc  qu'il   f'iHidi'a  attnbiK'j-  aiix   planetes   des  masses   im  peii   ditterentes 
dont    la  raison   n  est   plus    -       .   inais    ~      ... 


3.  Ayant  etabli  entve  les  quantites  x,  y,  etc.  les  equations  (6)  du  n"  2. 
les  Corps  dont  les  cooi-donnees  sont  x,  y,  z  et  .tj,  t/,,  z^,  döcrii'ont  autour  de 
Torigine  des  coordonnees  comme  foyer  des  orbites  elliptiques.  Xoniinons.  par 
rapport  au  preinier  de  ces  corps, 

2  a  le  grand  axe  de  son  orbite, 

2p  le  pai-ametre, 

/      rinclinaison  dii  plan  de  l'oHjite  ii  nn  plan  fixe, 

il    la  longitude  du   noeiid   as<'endiuit  du   [>lan   de   Torhite   snr   le   ])lan   (ixe. 
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et  iiotoiis  (Tun  tnüt  les  niemfs  quantik's  rapportt'es  au  deuxieme  eor[is;  cela 
püSB,  Oll  aura  p«i'  les  foi-miiles  coiiiiLies  poiiv  le  inoiiveiiient.  elltptique  frinu.^ 
[)lanete  autonr  du  soleil: 


(0 


J^. 


—  !/ 


=       l-y'p. »in/ m>ii, 
=  — /■"l/p.s'in/cosß, 

=     /,i/p;.™„>i„a, 


(-2)     U  =  --- 


^' /■ 


et  oü  poiu-  k:   [»lau   dts    3'  et  )/  est    [u-is   le    plan    fixe,    et    pouj-    Taxe   des   ,)■    (a 
droite  fixe  de  laquelle  les  iioeads  ascendaiits  aont  compti^s. 

Pour  le  voritable  niouvement  doniie  par  les  liquations  (18)  du  n"  1  on 
laisse  siihsister  la  forme  des  expressions  elliptiques,  en  en  faisant  varier  les  ele- 
nients.  Dans  cette  siipposition .  foi/  a  entre  les  .lix  ('lenients-  trovhlex  p,  i,  Sl, 
■/>,.  /,,  S2,  trow  ('qmitiom  du  inoyeii  dcaqueUe.'' vi»  exprimi'  inimediatemeut  lex  trois 
quantiti'ti  \■p^.cosi^.  Vyii.siiu'jsini^,,  V/j,  .sintiCosiä,  par  les  trois  ouirex  l/yj.cos/, 
V/Ksinzsiniä.  V/j.sin/eosiÜ.  En  effet.  en  SLibstitiiant  les  fonnides  (l)  dans  les  Jbr- 
inules  (15)  du  n"  1.  Ton  trouve  entre  ces  quantites  les  sini]i!es  relatimis  siiivantcs: 

[;i^yp.sin/cosi3+|U|/'i'l/j)|.Nin»|CosJ2,  ^=  — c,. 
c.  c, .  c,  rtaiit  des  cniistautes  arhitraires. 

On  sait  que  Ton  peut  disposer  de  la  direetion  des  axes  des  coordoniiees 
de   maniere  ii.  laiiv  evannuir  deux  des  ti'ols  coustantes  c,   c,.   c.,.     Supposons  donc 

,,  ^  0,     r^  =  0. 
le    pkiu    des    ,r  et  y   sera  celul   atiquel  Laplaee   a   donnr    le    iiaui    de  plan  in- 

89' 
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rariffhk.    En  faisant  c  ^  t,  =  0,  les  equations  (3)  se  changent  dans  les  siiivantes, 

/*Äl/p.süiJ+f(jA,V5j.Mini|  =  0, 
J3  =  J3,. 
Tjcs   deux   premleres  de   ces  forinules  tbiit  vo'ir  que   les  inclindisons  fks 
pians  des  deux  orhites  uu  plan   invuriahle  sont  purfaitement  determinees  par  les 
detix  parnmetres,   et  vice  versa.     Nommant  7=  i^—i  l'incrmaison  iiiutiicUe  iles 
ileux  plans,  on  detemiinera  I  par  la  forinule 

ft  ensuite  ort  ain-a  ;'  et  /,  eux-mdmes  par  les  formnles 

Jl  siiit  df  ces  foriuides  qm-  le  plan  innifu'hte  passem  constamment  enlre 
la  plans  des  (tr.ux  nrbih's.  SI  ]%>ii  eoiistniit  im  trianj^le  vectiligne  dont  les  trois 
cötes  soient 

leK  anifles  da  meine  triangle,   opposes  \i  ces  cötes,   seront 

/,,  — /,  180-/: 
On  voit  par  la  troisierae  des  formiiies  (4),  que  f  iideisccfiou  commune  des  plans 
des  deux  orhites  se  weut  dans  le  plan  inrariahle.  Je  reniarque  que  la  position 
du  plüii  d"une  orbite  est  Itidependaiite  de  la  tonne  (|ue  Von  srippose  h  eette 
(irbite.  et  qu'elle  est  entierenient  deterniinee  des  ([ue  le  centi'e  du  luonvement 
ou  l'origine  des  coordoniiees  est  fixe.  En  effet.  ce  plan  est  celui  (|iil  passe, 
dans  chaque  moment  du  tenips,  par  l'origine  des  coordonnees  et  \mi-  deux  po- 
sitions  conseeutives  de  la  planete. 

4.  L'intersection  commune  des  plans  (]ti!<  deux  orbites  tournaiit  autour 
du  centre  des  coordonn^es  dans  un  plan  fixe  dans  i'espai^e,  et  ([iie  l'on  ehoisira 
poni"  eelui  des  .r  et  y,  Ü  parait  natnrel  de  prendre  pour  variables 

Ijbs  deux  rayons  vecteurs /■    et    r, . 

Leurs    distanees    au     noeud    ascendant    eoinnmn    des    pians    des 

deux  orbites r   et    Ci. 

Les   inclinaisons   de   ees  plans  au   plan   invariable *    et     (', , 
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La  longitude  du  noeud  ascendant  comniim   des  deux  plans  ou 

sa  distance  k  Taxe  des  x Si. 

Par  ies  foiinules  connues  de  la  trigonoinetrie  spht5ric|ue,  on  aura 
=  y(cosßeosr — siiiÄcosfsini'), 
=  /■(riinficowi'+cosficosisioii), 


(1) 


''i  (cos  i2  cos  ii|  —  sin  JB  cos/,  sin  n, ), 
(■^(sinflcosiij+cosficosj'^siiiri), 


Nommons  Sv  l'angle  de  deux  rayons  vectem-s  eoiisi'cutifs  de  la  pi-emiere  planete 
iictive;  comme  dans  le  pian  de  Forbite  d'uiie  plannte  se  trouve  aussi  sa  position 
consecutive,  on  tlrera  des  fonuules  (1)  Ies  deux  systemes  de  fbnnules: 

d--  =  — (cosßainii+siQi2cos»cosD)rfii  =  ASi', 

dJ-  =  — (siiiflKiuii— cosficos/cosiO'^''  =  fi-^v, 

d—^      sin/cosrrfi'  =ÜSv; 


(3) 


=  Jrf.i 


-A\ii-  "  ,ia, 


Bd 

+  B'd 

-\- 

^dä. 

(Ml 

+  ( 

'd-l 

1^' 

__ 

sin  Ä  sin 

'sinr, 

4) 

«' 

= 

— 

cos  fi  sin 

sin  (', 

11  snit  (l«s  formales  (2)  et  (3); 


(6) 


0  ■ 


:   A{dv—i)>')-i-A'<l ;—-■';  du, 
■  Bdh — if)  +  l','di+  ■'  du, 


|o  =  <;{j,--ä,-)+<:'di. 

On  tire  des  formiiles  i  I),  (3)  et  (4): 

j      i^Oüii.A  +üüä.H    =  — si 
(«)  ma.A'+mä.ll'  =  0, 
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Oll  uurit  donc.  d'aprf-^s  les  fonimles  (.i): 


</ß  = 


(7) 

La  forniule 

.Si'  —  ,lr  =  cosi.i/Si 

peut  etre  deduite   aiweim^nt  dt'   la  coiisidi''i'atioii   d'iiu    tj-iauifle   s]i]u'ricjin;   toi-iiii.' 

par  les  eöt^s 

Soient 


(«)  !.»™:s=z:; 

Oll 

aunt 

II    ! 

i'ensult  de  tes  fornuiles: 

»■rf  -*  -jrf "  =  .■» 

Ji'.siii(;i+;)').(Jc, 

i/rf  "  — zd '--    =  rdai.n'  DO^p' .Si', 

zd  "  —xd-'-   =   - 

j-Äin/.cöS2J.(!i', 

Oll, 

eil  siilistitiiatit  les  foniiiiles  (8): 

i.r,d,j-ijd.t  = 
(10)      }rf---!rfj  = 

(■/■COSl.rfl', 

c/'sinßsitii.rfr. 

(ci-y^ — .r(/3  ^  — /■rcosßwini.iic. 
On    pai-vlendra   aiissi    a    ces    foriiuilt's    cii   reinarqiiaiit    qiie  les   piviiiitTes    parties 
smit  les  projections  fle  Taii-e  c'U'iuentaiiv  rrSr,  deei'ite  dans  le  plan  de  rorblte. 
Ajoutaiit  liäs  carres  des  Oquatioiis  (10).  oii  a,   d' apres  des  Ibriiiides  coiiiiiies. 

Oll 

(11)     i].rd.>-^ihj<hj^dzih  =  .lr<h--\~rr(h'är. 
Puui'  avoir    des   tbrmules  scmblablt^s    par  rapport    h    la   deuxieme   des   planetes 
iictives,  on  n'a  qu'ä  ajouter  uii  trait  a  eliaque  lettre  daiiw  les  fonniiles  (2).  (10) 
et  (11),  poim'ii  qu'on  iioinnic  d'v,  Tangle  qne  fomieiit  wes  deux  rayons  vecteui-s 
consecutifs.      Donc,     puisqii'aii    a    ii,  =  Sl.     II    vieiidi'a,    d  apri'S    la.   soconde   des 


Hosted  by 


Google 


HUR  L'KLIMINATION  DES  NOKUUS  ÜJlfJS  l.K  PROBLbIME  DES  TROIS  CORPS.  311 

fbi-mules(7): 

(12;)      tav--  ~.   =  tsv  ■-'.-•.-   ■ 
^     ^       *       sin*  ^  ^     siny, 

Mettant  c  =  c,  =  Q  dans  les  formiiles  (15),  n"  1,  et  siibstituant  les  forinules  (10). 
ainsi  que  leiirs  semblables  relatives  k  la  deuxifeme  planete,  011  a 

((t()-rcos*.(Iif-Hfj|Cj»-,cosi^.ife,  =  t-^dt, 

\firr'iiQi.äv-^{i^}\r^ä\ai^.Sv^  =  0. 

De  ces  fbriniiles  on  tire  ies  valeurs  suivantes  de  dv  et  de  rfu,: 

di  (,-  sin-* 


di,  f.,  sin* 

ydt, 


(14) 

3v  =  d.v.  +tgr,  ■■--  =  —  --"'"   '.    ,0 

ou,   comme  ci-dessus,   on  a  fait  7^  (',  —  /.      Siibstituant  la  [jreinierc   de   ces 
niules  dans  la  preinlere  des  fbriiiules  (10),   il  vient 

dy  diu  c,  sini'i  COM» 

^^"^    '^~dt~y~di  ^         ^n7""' 

La   ilitteretitielle  ile   cette  qiiaiitite  sei'ii.  ejrale   ;i 

r;^       t!in-»|Cos^?'  sin/  c,      sin-'/jCOs-* 

/(  sin^/  fiinf|COH*  /i  sin-/  '^  ' 

Oll  anra  ilont; 

d'y  d'x  f.,       /  di  dl  \ 

fKi')     .t     -,  s- —  V  - -j-s-  =  — i-^..-,-l  sine,  cos/,     ,-    — sin*'cowt     ;     I- 
^    ^         dt^       ^  dt^  fiHin-I  \       '        'dt  dt  )  . 

On  tire  eiieore  des  formnles  (14)  la  suivante; 

(.'      /"  sinV.üos/  >iiu'(;ns'\ 

(17)     cnsf.  de— eosi.rfii,  =  -^^- '-         +  ]di, 

^     '  '  '  sin/    V       jxn-  ."i''i''i    -' 

L'expi'ession  de  la  t'orce  vive    du  Systeme  est    tburiiie  |iar  la  fortuiile  (4). 

et  pai"  les  tbrmules  (11)  et  (14)  donnees  ci-desstis: 

(  dr  ' 


(18) 


--'■["(-")-(-^)>".[v.(-^)-(^)1 


ain-Y  I 


+."    -7,^ 


Les  fonuülcs  (12)  rf,  (19),  u"  1,  cloiim'nt 
i-ir  =2ü—ih, 

(19)  .l'r  .Cr,  ,   ,/,■  , 
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d'oH  vicMit 

'¥-.nM^är)\+^''h^A,r)\ 

r>m' f   L    fir 
Kemar<)Ltons  encoi'e  la  forinule   qiii  il(5rive   des  fonriiiles  (1): 

(21)     J,;(/|  —  ijj;^   ^=  ;-Cj(uas/^yiii('|ü(is  v — cos/hJiu'cowi'|). 
Des  fonnules  (12)  et  (Ifi)  oii  tire 

iii'y  <i' X  f^siiK'i  di 

dt-        •'   dt^  Hcowrsini'sm-/ ^        '        '  '^   </* 

=    'k'Ü^'''J^'^^'Z'-':!i2 ^ 

i  /icosii.sinii|Sin-i.cr^       dt 

Substitnant  eette  Ibrmule  daiis  la  rlerniere  des  tbnnnles  (14).  nM,  il  vient 

Conmie  um  a.  il'aprts  ]es  fonimles  (1  1)  et  (14). 

(24)     nd'^+yd'n+z.f'c  =  y'(r,^-{,h;lr+r,iv")  =  rd'r-,:'!.  -j^T^j^TT <"'■ 
il  suit  des  i'onmiles  (13),  ii"  1: 

i»,r,(y,<+i),'',cosF) 


''  -7,7r  ■■ 


(25) 


m'I.r 


Mi„7,(/,v'+ii|r,cos  F)  j«^m^)'()'/-t-(JVjCOs  V) 


Des  t'oi'miiles  ( 1 8)  et  (25)  <iii  [>eiit  deduire  la  suivante: 

cm) 


=  2r,>^\n  VdV{ 


will-/         ,"['V'i        fiii^^ 


On  obtient  aussi  la  valeuv  de  (IV  e-ii  observant  qiie  dans  requiition 

oon  t''  ^  cosi'uosr|-f-cos  Asiin>siiit'| 
on  peut    inetti'e   en   niC'nie  teinjis    V-hfli'-    i'-\-dL\    i\-i-d'v,    au   Heu   de    V,    v,    c,. 
ce  qui  donne 

(27)     sin  V'/V  =  (»inrcutii'i — (;o.s/(;ow('sini'Jeii'+(cosiisini'|  —  cos  hmvmavjdr^. 
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Si.  dans  Je  triaii^le  spherique  f'onnc'  pas  les  cot^s  l\  v,  v,,  on  nomme  (f  et  ^p, 
Ics  angles  opposes  ;iiix  oötes  v  et  v,,  on  a 

(28)     dV  ^  coficpj.iiV-l-cowy.rfCj. 
tbrniule  qiii  fonniit  l'intei'pivtatioii  gi5ometriqne  de  la  formuie  (27). 

Les  ibnniiles  (14).  (23)  et  (27)  potUTont  servir  ä  verifier  la  formuie  (26). 

5.     Entre  les  six  qiiantites 

et  ie  temps  /,  on  a,  d'apres  les  fonniiles  (12),  (14),  (18),  (19),  (23)  du  pre- 
cedent  ai-ticle,  les  eqnatiotis  suivautes  qui  pourront  sei'vir  ü  developper  ces 
quantitew  eii  fonetioni^  du  tetups. 

]';i(tiii tioiis  difri'L'oitielles  du  probleme  des  trois  corpt^. 

I.  t^''.    .  -.-  =  ^)ii\-  ^■■--  , 

./i  '■„       sin/,       ,lf 


III.    tg 

lY. 


-+^/c, 


dt 


sin/" 


c,,auv',  ( ?nm,y,J.,         mm.,y,ö,  m,m„YÖ  \ 

■   ■      ■    2-r     -'/'■  =  -       ■     V---H -,-       +  ,-'/'• 

■sm»ijSin2/»'y,  V        (;:!  ^f  p^        7 

c?      /  sln^j,  sin--/  \  /  dr  \-;  /  (/r,  \ä 


rf'C;».-r+p,r,,-) 


On  a  fait  dans  ces  t'ormnlcs 
U    : 


(1) 


fifi    =    YY  ''''-\-~y  ^  ri'^cos  V-\-S  6  '',''■,, 

cos  r  =  co8i'COsi'|+co.sAinrsiiir|, 
]intrc  les  s'ix  coustantes  ;'.  <)'.  etc.    on  a  les  equations  de  condition 


(2) 
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oü  m,  m, ,  nu  sont  les  masses  du  soleil  et  des  deiix  planstes.  Donc  trois  des 
constantes  ■/,  d,  etc.  pouri'ont  etre  prises  h  l'arbitralre.  Les  qiiantites  /*  et  ,«, 
sont  detenulnees  piir  les  fbrmules 

M  etant  Ja  somme  de  trois  masses. 

Apres  avoir  integi-e  compli^tement  le  systfeme  des  six  eqiiations  (I.  ii  VI.). 
on  a  encore  ii  determiner  l'angle  £i  au  moyen  de  la  fonnule 

VII.     <m  =  tev-~, 
°      sin* 

ce  qui  se  iait  par    une   simple  quadrature.      On  formera   onsuite  les  six  quan- 

tltes  variables 

/    ^  =  j-fcosßcosi'  — siußcosjr^iin!),     *'|  =  /■j(co«Äcosr|  — Minßcoss)'jSi!iii|). 

(4.\     I    j/  =  r(sini"2oosi'+cosficos(siiii'),     //,  =  r^{ü'miici}&ii^-\-co>iSico^'\üini'^), 


'  siiii  sine. 


et  les  six  constantes 


(5) 


ß   = 


~M 


M  ■       ''  M 

my^  —  mj  ^     md,— «*,() 

M  ■'        ^".—  f,f 

anres  quoi  on  aura  lew  coardonnees  rectangalaires  du  soleil  et  des  deux  plaiietes, 
i-apportees  ä  leur  centre  de  gravite,  le  plan  invariable  etant  pris  pour  celui  des 
.1;  et  y,  par  les  tbnnules: 

Voilii  don(i  le  probleme  des  trois  corps  reduit  ä  Tintegration  des  six  eqiiations 
(1.  ä  VI.)  et  ä  une  quadrature.  Les  six  eqiiations  differentielles  (I.  a  VI.)  sont 
toutes  du  premier  ordre,  hors  une  seuk  qui  est  du,  second,  et  il  n'y  entre  tiucuiie 
trace  des  noeuds. 
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In  Un  t  ujupt  fen  I  (t  W  )  »o  die  voisfehende  Abhandlung  zuerst  eischiBnen  ist  suwje  auch  im 
Crill      clien  Journale  (Bd  26)    lautete  der  Schluaspasäiis  der  Einleitung  (p  29ö  d   4nsg)  folgende imassen 

„P'tr  suite  1  on  a  fait  cinq  mtegritions  Le=  integrales  cunnues  n  etant  q  au  nombre  de  quatre,  on 
pouiri  done  dire  que  1  on  a  tait  une  Integration  de  plus  dans  le  Systeme  du  monde  Je  dis  dans  le  Systeme 
du  mtnde    putsqne  la  meme  methode  s  applique  au  un  nombre  de  cor[  s  " 

In  Beziehnng  auf  diese  Melle  hatte  Th  Clausen  ^  uliae  die  ihr  von  Jacobi  beim  Abdruck  m 
den  A»!tro nomt sehen  Nachrichten  gegebene  hier  beibehaltene  Jassnng  zu  kennen  —  am  S(hlus'.e  eines 
m  Sr  46i  der  Astr  Hachr   erschienenen  Autsatzes  die  nichatehende  Bemerkung  gemacht 

„"\u(i  einer  fünften  neuen  Integration  deien  Jaccbi  in  dei  Finleitung  erwihnt  hnde  ich  in 
diesem  Aufsatz  keine  Spur  die  Ton  den  zw  If  Integrationen  übriggebliebenen  acht  sind  alle  ah  noch  zu 
integnren  aufgezahlt,  namhch  die  Quadratui  der  Lange  des  gemeinachaftliihen  knotena  auf  der  mva 
riablen  Ebene    und  sechs  Integritionen    von  denen  eine  doppolt  ist  " 

Dadunh  wurle  J'icobi  zu  der  hier  folgenden  ebenfalls  in  =lt  4b2  der  gen  Zeiischiift  ibge iruckten 
Entgegnung  veranlasst 

Bei  Integrationen  von  DItFerentialgleiehungen  sehen  viele  Analytiker  die 
Quadraturen  als  zugestandene  Operationen  an,  welche  nicht  mitgezählt  werden. 
So  z.  B.  wenn  man  in  dem  Problem  der  drei  Körper  die  ersten  Differential- 
quotienten der  Coordinaten  als  endliche  Functionen  der  Zeit  gefunden  hätte, 
würde  man  sich  rühmen  das  Problem  vollständig  integrirt  zu  haben,  obgleich 
in  dem  Sinne  des  Herrn  Clausen  auch  dann  fast  noch  eben  so  viel  Integra- 
tionen zu  machen  sind,  als  in  dem  jetzigen  Zustande  des  Problems.  In  jenem 
andern  Sinne  ist  aber  wirklich  die  Ordnimg  des  Systems  um  eine  Einheit  ver- 
ringert worden.  Wollte  man  z.  B.  alle  Grössen  ausser  )■  und  v  eliminiven,  so 
würde  die  Differentialgleichung  zwischen  diesen  beiden  Grössen  in  den  gewöhn- 
lichen Formeln  auf  die  siebente,  in  den  hier  gegebenen  auf  die  sechste  Ordnung 
steigen.  Uebrigens  ist  das  hier  gefundene  Resultat  nur  ein  besonderer  Fall  eines 
allgemeinen  Satzes.  Wenn  nämlich  in  irgend  einem  mechanischen  Problem  der 
Satz  von  der  lebendigen  Kraft  F  =  A  und  die  drei  Flächensätze  gelten  tt  =  a, 
V  =  ß,  w  =  y,  wo  h,  a,  ß,  y,  ß'^-y-y^^s  die  willkürlichen  Constanten  be- 
deuten:  so  reichen    die   drei  Gleichungen    V  =  h,   u  ^  a,   ;r  +  wj"  =  t  hin,    um 

40* 
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die  Ordnung  des  Systems  um /wn/ Einheiten,  oder,  wenn  man  die  Zeit  eliminirt, 
um  sechs  Einheiten  zu  verringern.  Dafür,  dass  man  durch  drei  Gleichungen  die 
Ordnung  um  sechs  Einheiten  verringert,  hat  man  drei  Quadraturen  zu  leisten, 
wovon  aber  die  eine  von  dem  einen  der  drei  Fiäehensätze  übernommen  wird, 
auf  weichen  man  noch  keine  Rücksicht  genommen  hat.  Die  Zurückführung  der 
elliptischen  Bewegung  eines  Planeten,  so  wie  des  Eotationsproblems  auf  Qua- 
draturen ist  unter  diesem  aligemeinen  Satz  enthalten. 
Königsberg,  den  31.  October  1842. 
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THEOEIA   NOVI  MDLTIPLICATORIS   SYSTEMATI  AEQÜA- 
TIONUM  DIFFERENTIALIDM  VULGAEIUM  APPLICANDI. 


§■!■ 
Argumentum. 

Propositurus  sum  seqaentibus  Euleriani  Multipllcatons  extensionem,  per 
totimi  caiculum  integralem  uberrimi  usus  et  frequentissimae  applicationis,  eamque 
ab  araplificationibus  ab  ipso  Eulero  et  Lagrange  factis  diversissimam,  Quae 
amplificätio  maxime  nititur  analogia,  quam  in  aiia  Commentatione  phmbus  pro- 
secutus  sum,  inter  quotientes  differentiales  et  Determinantia  functionalia.  Efficit 
Eulerianus  Multip] icator,  ut  cluae  duat-um  variabilium  functiones  datae  pro- 
rlucant  eiusdem  functionis  differentialia  partialia.  Respondent  autem  differentia- 
libus  pai-tialibus  Determinantia  functionalia  partialia,  quae  formari  possunt,  quoties 
variabilium  numerus  numerum  functioniim  superat,  variis  eligendo  inodis  varia- 
biles,  quarum  respectu  Determinans  formetur.  Ita,  datis  n  functionibus  n-\-  l 
variabilium,  earum  functionmn  dabuntur  7i^-\  Determinantia  partialia;  veluti 
si  /'  et  y  trium  variabilium  x,  y,  z  fimetiones  sunt,  tria  earum  functionum  De- 
terminantia partialia  erunt 


df     d(f ef_     dif       Bf     ö^ e/_    0^      sf     dg,       df     e^ 

aij        dz  dz         6y    '       dz        öx  dx        dz     '       ox        dy  dy        dx 

Quibus  considerationibus  niotus,  ut  Eulerianam  theoriam  amplificarem, 
generaliter  Multiplicatorem  examinavi,  in  quem  ducendae  essent  n-f-1  functiones 
n-hl  variabilium,  ut  producta  haberi  possent  pro  earundem  n  functionum  De- 
tenninantibus  functionalibus  partialibus,  Quemadmodum  autem,  proposita  fune- 
tione  duarum  variabilium,  inter  bina  eius  differentialia  partialia  intercedit  aliqua 
conditio  ex  elementis  nota,  scilicet  ut  alterius  differentiale  secundum  alteram 
variabilem  siimtum  alterius  differentiali  secundum  alteram  variabilem  sumto 
aequale  sit:  ita  int-er  illa  »+■!  Determinantia  functionalia  partialia  iiiveni  locum 
habere  conditionem  analogam.  Singulis  enim  Determinantibus  functionalibus 
partialibus    respective    secimdum    singulas    variabiles    differentiatls ,    aggrei^atum 
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n-{-{  quaiititatum  provenientiuni  videbiraus  identice  evanescei'e.  Qiiod  suppe- 
ditat  aequationem  differentialeni  partialeiii,  cui  Miiltiplicator  ille  satisfacere  de- 
beat,  ei  analogam,  qua  Eiileriaiius  Miiltiplicator  definitur.  Et  vice  versa, 
sicuti  in  tlieoria  Euleriana,  quamcunqiie  quaiititatem,  aequatiom  ÜH  diff'erentiali 
partiali  satiefacientem ,  videbimus  pro  Multiplicatore  haberi  posse.  Uiide  ad 
Multiplicatorem  aliquem  obtineiidum  iion  neeessarium  erit.  \\t  illao  n  fuiictiones 
ipsae  innotescant. 

Investigatio  ipsius  functionis  diiariiiii  variabiliuin,  euiut*  dilJ'erentialia  piir- 
tialia  datis  functionibiis  proportionalia  ftint.  jteiidet  ab  integratione  coiiipletJi 
aeqiiationis  differentialis  vulgaris  primi  ordinis  inter  duas  variabiles;  quippe  quae 
ea  erit  funetio;  quae  Constanti  arbitrariae  aequalis  evadit.  Multiplicator  auteni. 
qui  functiones  datas  aequaktf  efficit  binis  differentialibua  eius  functionis  partia- 
libus,  ipsius  aequaäoms  differentiaUs  Multiplicator  ajipellatur.  Qui  aequationis 
differentialis  integratione  couipleta  sponte  suppeditatur,  et  vice  versa  eius  cogni- 
tione  ipsa  integi-atio  niaxime  expeditur.  videlicet  ad  solas  revocatur  Quadra- 
turas.  Similiter  datis  *(  +  l  variabiliuni  »-f-l  functionibus.  ut  obtineantur  ii  func- 
tiones, quaruni  Deterininantia  partialia  rationes  easdem  atque  illae  inter  se 
habeant:  facUe  patebit,  integranduni  esse  systerau  n  aequationuni  differen- 
tialium  vulgarium  primi  ordinis ,  quo  scilicet  statuitur  Illarum  //  + 1  varia- 
bilium  differentiälia  esse  in  i-atione  ijisarinu  n-\-\  quantit-atuin  pro]iosit;irum. 
Quo  coinplete  integrato ,  functiones,  quae  Coustantibus  arbitrariis  a  se  inile- 
pendentibus  aequales  evadunt,  ipsae  erunt  n  functiones  quaesitae.  Atqui,' 
Multiplicatorem,  qui  «  +  l  quantitates  datas  Determlnantibus  carum  func- 
tionuin  partialibus  aequales  efficit,  per  analogiam  illius  Systematik  mquaiiotnim 
differentiaUum  vu/garium  MultipHcatorem  appello.  laui  quidem  eomplete  inte- 
grato systemate  aequatiouuin  difterentialium  vulgarium,  eius  facile  iiinotesc'it 
Multiplicator;  quippe  ad  quem  inveniendum  taiitum  opus  est,  ut  functionmn 
Constantibus  arbitrariis  aequaliuni,  quae  per  integrationeui  completaui  constant, 
unum  aliquod  fonnetur  Determiiians  partiale.  At  vice  versa,  cognito  aliquo 
systematis  aequationum  dlffei-entialiuni  Multiplicatore,  sive,  quod  idem  est.  cog- 
nita  aliqua  solutione  aequationis  differentialis  paitialis,  qua  Multiplikator  <leli- 
nitur.  nou  ita  patebat,  utrum  et  quodnam  inde  commodum  vel  auxiliuui  ad 
integi'andum  systema  peti  posset,  ita  ut  uostrt  Multiplicatoris  analogia  cum 
Euleriano  videretur  in  ea  i^^sa  re  deficere,  qua  propter  olim  Eulerns  siii 
Multiplicatoris  tbeoriam  condidit.     Contigit  tandera  usimi  introspicere  plane  sin- 
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giilarem,  qui^m  in  integrando  aequatioimiii  differentialium  systemate  i'  Miilti- 
plicatoris  cognitione  pereipei'e  liceat,  qiiod  sciiicet  eins  ope  noii  prima  aliqna, 
sed  omnium  ultima  integratio  ad  Quadraturas  revocetur.  Hiiic  in  theoria  inte- 
grationis  aequationum  differentialium  vulgarium  novus  disquisitionuin  aperitur 
Campus,  videlicet  ultimas  investigandi  Integrationen,  dum  primae  non  innotescunt. 
Quippe  in  vastis  et  luculentissimis  problematis  per  theoriam  hie  propositam  fit, 
ut  ultima  generaliter  absolvatur  integratio,  dum  in  (iasibus  tantum  partieularibiis 
Tntegralia  pnma  invenire  lieet. 

Capite  primo  examinabo  Multiplieatoris  nostri  varias  formas  insignioresque 
proprietates.  In  altero  Oapite  eius  monstrabo  usum  in  integrando  aequationum 
differentialium  vulgarium  systemate.  In  Capite  tertio  theoriam  Multiplieatoris 
extendam  ad  systemata  aequationum  difterentialium  vulgarium  cuiuslibet  ordinis. 
In  Commentationibus  deinde  subaequentibns  milii  propositum  est  praecepta  hie 
tradita  variis  illustrare  applicationibus;  e  quibus  est  principium  novum  meeha- 
nicum  latissime  patens.  nuper  a  nie  sine  demonstratione  divulgatum. 


Caput  priraum. 

Novi  Multiplieatoris  deflnitio  ot  variae  proprietates. 

§.2. 
Lemma  fundamentale  eiusque  varii  usus;  de  Determinantibuw  l'unctioiialiliuw  pait.iiililjus. 
Aequatione  inter  variabiles  x  et  y  proposita 
f(^x,  y)  =  uoufit., 
obtinetür  differentialium  rix  et  dy  ratio 

Si  de  liac  ratione  differentialium   dx  et  dy  sola  agitur,    in  dextra  parte  aequa- 

tionis  antecedentis  omittere  lieet  differentialium  partialium  --■-  ,    -^      tiu'toi'em 

vel  denominatorem,  si  quo  afficiuntur,  communem,     Ubi  vero  pro  quantitatibus, 

quae  differentialibus  dx  et  dy  proportionales  evadunt,    ipsa  sumere    placet  ~„ 

et J--  vel J---  et    ^-- ,   qualia  differentiatione  partiali    prodeunt,    nullo 

<jx  dy  dx    '    ^  ^  ' 
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iactore  aut  denominatore  communi  rejecto,  eam  conditionem  tbrmuia  analytica 
exprimi  posse  constat. 

Videlicet  si  quantitas  ipsi  dx  proportionalis  ditferentiatur  ipsiiis  x  i-e- 
spectu,  quantitas  ipsi  dy  proportionalis  differentiatur  ipsius  y  respectn,  quanti- 
tatuin  diffeventiatione  provetiientium  summa  i(ieiit!Ce  evanescere  debet.  Theo- 
rema  simile  ad  plures  variabiles  valet. 

Aeqnationibus  enim  inter  x,  y,  z  propositis 

fix,  \j,   ;)  =  Oonst.,     <f:{x,  y,  z)  =  t'oust. , 
obtinetiir  differentiando 

dx  fiy      "  ds 

dx  dy      ^        8z 

E  quibus  aequationibiis  eruuntui'  differeiitialiiim  dx^  dy,  dz  rationes 
•  'U  -.dy.dz  =  Ä:B:  C, 
slquidem   ponitur 

A  =.     ^/    . ..  ^*_  _  Pf  .  39.. 

Biß       bz  dz        fii/    ' 

6f       Ö<p  df        öif 

dz        dx  dx       dz    ' 

, ,  __  _ö/_     d^  df       d<fi 

dx       dl/  dy        dx 

Si  tantum  de  rationibus  differentialium  dir,  dy,  dz  agitur,  tactoreiu  vel  denomi- 
natoreni  communem  quantitatum  .4,  B,  C,  si  quo  afficiuntur.  omittere  licet. 
Ubi  vero  pro  quantitatibus,  quae  differeiitialibus  dx,  dy,  dz  proportionales  eva- 
dunt,  ipsa  sumere  placet  .4,  B,  (_\  nuUo  faetore  vel  denominatore  communi  re- 
jecto,  eam  conditionem  aliqiia  formula  :inalytica  ex[irimi  [josse  A-idebimus. 
Fit  enim 


B  = 


* 

d'f     1     df       &'q.          d<f 
bydx          dy       dzdx          dy 

ä'f 

dzdx 

äs 

d9_ 

dx 

.  .Hl  +  A(. ^_v  _  ^ 

ozdy           dz        daidy          dz 

s'f 

dxdy 

Sf 
dx 

dzdy 

dy 

ä^f      ,     df         iftf)            dffi 
d^dz          ex      dydz          dx 

ä'f 

Sf 

im 

les  i 

idditae  sese  miitiio  destruunt. 

UTide 

oruitiir 

ÖA         dB         SC 

ä^  ^  dy  '^  'er  - 

0, 
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hoc  est.  si  <^Liantitatcm  ipsi  dx  proportionalem  ipsiiis  ,v  respectu,  quantitatem 
ipsi  dy  propoftionalem  ipsius  y  respectu.  quantitatem  ipsi  dz  proportionaleiu 
ipsius  z  respectu  diflerentiamiis,  triiim  quiintitatum  differentiatione  provenientium 
summa  identiee  evanescere  debet.  Quae  conditio  proi'siis  analoga  est  ei,  quae 
antecedentibiis  de  diiabus  variabilibas  tradita  est  atque  e  prünis  elementls  constat, 
Antecedentia  ad  numerum  variabilium  quemcunque  extendere  licet,  siquidem 
advoeantnr  propositiones,  quas  in  Düino  Grell.  Vol.  XXII.  [Cf.  Vol.  III.  h.  ed. 
])ag.  355  et  393]  de  Determinantibus  algebraicis  et  functionalibus  tradidi  et 
quariim  per  totam  hanc  Oommentatioiiem  iisinn  frequentissimnm  faeiam.  Ha- 
betur eniin   se<juens 

Lemma  fundamentale: 

Determinmäe  fiuictionaU 

respeclire  per  -^'   .    -^-   .   -V— ^    ■-■:     -^t-  iniiltiplicatue  reprehcnduntur,  erk 

--  0." 

Demonstratio, 
Seeundum  definitionem  qnantitatuni  A,  ,4,  etc.  fit 

df     Bf,      df,        df,  ^f   ,       ^f    ,         ^f     ,  ^f     , 

d^'       OT,       Oi»j  o.'i-^  o.r,  üx^       '         ax.^      ^  dd;       " 

Unde  Lemma  demonstratu  propositum  sie  quoque  exhibere  licet; 

^,öf      df,     _o/,         ä/„    _    8(fA)         d(fA^)         d(fA.^)  d(fAJ 

Faeio.  haue  t'ormiilam  iam  demoiistratani  esse  pro  n  —  \.  funetionibns  n  varia- 
bilium, probabo  Lemma  ad  J^'unctiones  ^^  +  1    variahiliiim   valere. 

Designo    per    (i,   Ic)     quantitatem.     quae     in    Determinante    timctionali 

df     df,         8f  ,    . 

2±—.---    A-    ■-■    r,  "     rnultipiicata  reprehenditur  ijer  factorem 
öx      o.r,         o,f  '  '  ' 

d.r.  '  ac,  ■ 

Constat  atitem  [ler  Deteniiiiiaiitknn  propi'ietates  iam  olim  ab  III".  Laplacc 
adnotatas,     huw    Af/fp'egi'/ii .     ui    Drlermümufe    finictioilali    p'oposilo    rcsij.    prr 

41* 


Le, 

nma  tiindamentaie: 

1.  A, 

,  A,,  . 

.  . ,  A,  qwmtitates,  qmie  it 

2'± 

af    af^  .«/....% 

Bf 

Sf 

,    ...,     |/--   multiplia 

aA 

üA..,                  dA 
dx                    dx 
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Sf       df  3f       df 

■  ■  ■  -  -—'-'-  et  per  ~r-—  ■ -^     muHvpkcata,    i>afo7ibn.i    opposiäs    (/andere.       Ünde 

«equitur 

(/,  k)  =  -(k,  i)    sivo     (»,  k)+(k,  i)  =  0. 

L^t  /i;  eomplexus  terminoruni   eius  Determinantis ,    qui  per     ~—  multiplicantur, 

unde  fit 

Bf  df,  df.  df, 

qua  in  l'ormiila  ipsum  (i,  i)  aut  omitteiidum  aut  =  0  ponendum  est.  Est  porro 
Ai  Determinans  functionum  /, ,  /^ ,  .  . . ,  f„  formatum  respectu  variabilimn  x,  x^ , 
Xi,  ...,  x]_i,  a:;+i,  ...,  .(■„  atque   sunt    (V,  0),  (^,  1),   etc.    quantitates,    quae  in 

Determinante  functionali  A^   multiplicatae    reprehendiintur  per  -3-—,    -3-^5  etc. 

Unde  si  Lemma  propositiim  ad  ii^l  l'unctiones  n  variabilium  valet.  erit  pro 
indicis  ('  vaioinbus  0,   1,  2,  .  .  .,  /( 

S(i,0)  ö(i,l)     ^  d(i,n)    _^ 

die  t*.B,  ö.r,  ' 

ideoque  etiam 

,  5[/..(i,o)]      a[/;.(/,i)]  ^[fy{i,n)\ 

Quae  formula  pro  quolibet  ipsius  *  valore  0,  l,  2,  ...,  rt  valet.  lam  generaliter 
observo,  quofies  po/tatur 


dmgnantibus  a-,j,  quantitates  quasaüique,  pro  qmhus  sit 

fieri 

BJf        5i/,         dB,  dB 


ijx  öic^  Bx.j 

Bina  enim  differentialia  inter  se  juiicta 


ÖJr, 
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mutuo  destruiintur,  unde  totam  expressionem  -= \~-^ 1 h   -;    "    ideiitice 

evanescere  invems.    Ponendo  autem  /!.('/,  i)  ^  a,.  j,  satisfit  conditioni  a,- jj  =  — a^i, 
porro  fit  Hi  =  .4,.;  ideoque 

dA         3A,  BA 

"3- ^^ ' 1--^-^  =  0' 

sive  Lemma  de  «  functlonibus  «-t-1  variabilium  justum  erit,  dummodo  de  jz  —  1 
funetionibus  n  variabilium  locum  habet.  Unde  tantum  tiecesse  est,  ut  Lemma 
pro  una  funetione  duarum  variabiiiam  constet.  Pro  una  autem  functione  f\ 
duarum  variabilium  x  et  y  abeimt  quantitates  A  etc.  in  ditferentialia  partialia 
^  '    et  —  —FT^-  .  ideoQue  Lemma  redit  in  formulam 

ö^^ —  d--„-  ■ 

dy  dx  ' 

quae   est  differentialium  partialium  proprietas  fimdamentalis  siipra  commemorata. 
Lemma  generale  etiam  directe  demonstrari  potest  absque  illa  reductione 
nurneri  n  ad  numerum  n^l.     Nam  cum  A;  vacet  difFerentialibus.  ipsias  x^  re- 

dA. 
spectu   sumtis,   e  quantitatibus     -.y^^   nulla  miphcare   potest   ditferentialia   bis  se- 

cundum  eandem  variabilem  sumta.     Ditferentialia  autem  secunda,  secundum  va- 
riabiles  diversas  x^  et  a\  sumta,   non  provetiire  possunt  nisi  e  solis  duobus  ter- 


L'nde  ad  probandum  Lemma  propositum  sufficit  ut  demonstretur,  in  Aggregato 

-^ \~  -Tj —    se  mutuo  destruere  termmos  per  quantitates  -^--v —  muitiphcatos. 

Quod  faeile  patet.     Ponamus  enim 

iit  secundum  üeterminantium  proprietatem ,   in   priore  demonstratione   in  usum 
vocatam, 
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Quantitates  «,.  Kj,  etc.    neqae  differeiitialibus  seciindum  x^  sumitis,    ueque  diffe- 
rentialibus  secundum  Xi.  suintis  afficiuntur.      Unde  substituendo  ipsaruiii  .4,    et 
Aj,  expressiones  antecedentes,  de  Aggregate 
dA.         dA^_ 

prorsus  exulant  diffei'entialia  secunda,  secundum  variabües  X;  et  Xj,  suiiita.  ter- 
ininis  biiiis 

se  mutuo  destrueiitibiis.     Erant  autein  inter  omnes  tei-iiiinos  Aggregat!  pi-opositi 
dA         dA^         ÖA.^  3vl,, 

dx  öw^  dx  d;r 

.   .      dA.  dA.  .      ^     .  .  ö^f 

soll  termmi  -^—^-\-—^ — ,    qui  affici  possint    düFeveiitialibus   -^-~- .    iiiide   in 

Aggregate  proposito  termini  differentialibiis  secundis  secundum  x^  et  a:^.  suintis 
affecti  se  mutuo  destruunt.  TJnde,  cum  x,  et  x^  binae  quaecunque  variabiles 
esse  possint  a  se  diversae,  illud  Aggi'egatum  totum  evanescit.     Q.  d.  e. 

Quoties  numerus  vai'iabilium,  quas  datae  functiones  f,,  f.,.  ....  /;,  iiii- 
plieant,  ipsum  functionum  numerum  ?(  superat,  proponi  potest,  earuni  functionnin 
Determinantia  respectu  quarumque  n  variabilium  foniiare.  Quae  vocabo  func- 
tionum /",,  /a-  ■■■•,/»  Determinantia  partialia  secundum  analogiam  denoinina- 
tionis  de  differentialibus  usitatae. 

Si  numerus  variabilium  est  n-\-\  sicuti  antecedentibus,  erit  numerus 
Determinantium  functionaiium  partialium  n-i-X;  si  numerus  variabilium  est  ii-\-2. 
dabuntur  \(n-^2')(ii-\-i')  Determinantia  functionalia  partialia,  et  ita  porro. 
Eorum  Determinantium  functionaiium  partialium  signa  cum  in  arbltrio  positu 
sint,  casu,  quo  variabilium  numerus  numerum  functionmu  tantum  unitate  superat. 
supponam,  signa  omnium  Determinantium  ab  eorum  uno  ita  pendere,  ut  bino- 
rum  Determinantium  partialium  alterum  de  altere  dedueatur,  in  signis  ditt'eren- 
tialibus  binarum  variabilium  independentium  commutatione  facta,  omnium  simul 

terminorum  mutatis  signis.    Quem  invenis  esse  habitum  quantitatum  A,  Ay, .1,,, 

quae  sunt  functionum  /',.  /^,  .  .  .,  f„  Determinantia  partialia.     Videlicet  de  mik» 
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defilicitnr  — A^,  loctt  ipsonim 

dx.    '       dx.    '      '  '  ''        Qx. 
respective  scribendo 

8a:    '       9^    '      ■   ■  "'        Qx 
Pro  una  duarum  vai-iabilium  x  et  y  i'unctione  /i  abibunt  Determinantia  partialia 
in  flifFerentialia  partialia  fiinctionlB  /J,    altenini  positivo  alterum   negativo  signo 
siiintum, 

dl/    '  dx  dy    ^      dx 

Et  quemadmodum  inter    differentialia    partialia  -—■    et  --^--    loenm    habet  for- 
mula  fundamentalis 


dy  dx 


dx  öy  ' 

ita,  H-t-l  variabilium  x,  a,',,  x^,  .  .  .,  x^   propositis  n  functionibus  f\.  /j,  .  .  .,  /„, 

Leinmate  antecedente  constituitur  inter  Determinantia  partialia  A.  A^.  A.^. 4„ 

aequatio  conditionaiis  fundamentalis 

SA         ÖA,         dÄ^  8A 

ä— H — 5— ^+-n-^H H-3-^  =  0. 

a^  öic,  o^j  ox^ 

Quod  igitur  Lemma  gravissimam  manifestat  analogiam  Deteniiinantium  functio- 
iialium  et  qnotientium  differentialium  partlalinm. 

Lemma  traditum  dedi  olim  in  Commentatione,  Vo/.  VI.  Dior.  Grell. 
pag.  263  sqq.  mserta,  „De  resohitione  aeqiiattonum  per  series  mfinitfts."  Quod 
eo  loco  adhibui  ad  demonstrandam  Propositionem,  quae  et  ipsa  luculentam 
analogiam  Determinantium  functionalium  cum  differentialibus  constituit.  Nam 
cum  pateat  seriei  e  solis  variabilis  x  potestatibus  eonflatae  quotientem  differen- 

tialem   vacare  termino  ■-,  demonstravi,    senenim  f,  f,.  ....  f^,  coiißotanun   e 

,s'o/(V  rfirtabiJaim  x,  ^\,  .  .  .,  ,r„  potestatibus,  Determinans  ßmctionale 

dx      dx,       da;^  dx^ 

vacrirt  teniiino  -     ■     Qiiippe  Determinans  antecedens  per  Leiniiia  iiostrum 
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aeqiiatiii'  quantitati 

cuiiis  terminus  primiis  evoliitus  vacare  debet  termino  in  ■  ducto,  secuiidus 
terniino  in  —  diieto,  et  ita  porro,  ita  ut  in  tota  qiiantitate  evolata  non  ob- 
venire  possit  temiinus     — 

Qnae  propositio  adhiberi  potest  ad  amplilicandam  tbeoi-iam  Oauchyanani 
residuorum  dictain,  eiusque  ope  radices  systematis  simultane!  aequationuni  in 
series  infinitas  evolvi,  quod  in  Commentatione  eitata  videas. 

Data   oceasione  breviter  adhuc  innuam   usum  Lemmatis  propositi  in  in- 

tegralibus  multiplicibus  inter  datos  Hmites  determinandis.     Proponatur  integrale 

multiplex 

J'Vdfdf\...df^, 

ponamusque  limites.  inter  quos  integratio  afficienda  sit,  eo  definiri,  quod  intro- 

ducendo  ceitas   alias  variabUes  x,  a;,,  ...,  x„  pro  variabilibus  independentibus, 

harum  novarum  variabiiium  limites  a  se  invicem  independentes  sive  eonstantes 

sint.     Constat.  novis  variabilibus  exhibitum  integi-ale  propositum  fore 

r    {         df     df,         df  \ 
/Odfdf,...df„  =  JU[2±-^^---^^^^  ..•-^jd^d^,...da=„. 

Variabilibus  propositis  f,  /i,  .  .  .,  f„  expressa  U  integrataque  ipsius  /'  respectu, 
prodeat  J/,  ita  ut  sit 

fi=rüjf,  E/=-|r' 

erit 

"        ija:      ö*'|          5*„         ""        d-v  dA\         (5a-„ 
Quod  patet  substituendo  valores 

811  _   öii     df        iiii     df,  du     df^ 

~e^  ~  'of     0^7"^  äf~"'d^~'^  ^~sf„'  ^^i' 

et  obscrvando,  powt  substitutionem  factam  evaneseere  quantitates  onuies  in 

dn       Bji  du 
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diictas.     Fit  auteiii  o  Lemmate  proposito 

v_|_   ^^'      "^A       ^/s  "f^    „    d{nA)         ö(nA^)  ö{UAJ 

Unde  ei'uitiir  formula  reduetionis 

==J'[TJA'\d.i:^ilT.,...<U^->rJXnÄ^'\dxda:^..Jx^^-\ V-JXn  AJd.v(lx^...dx^_^. 

Hic  signo  [J/A;]  denoto,  in  functionibus  f\  f^,  . .  .,  f„  ipsi  x^  substituendos  esse 
binos  eins  limites  coiistantes,  binasque  expressiones  ipsius  TlA^  provenientes 
alteram  de  altera  detrahendas  esse.  Hine  integi-ale  (»-i-l)-tuplex  propositum 
videmus  revocari  ad  2n-i-2  integralia  ?i-tuplieia.  Quae  singula  eadem  quidem 
fonnula  exhiberi  possunt 

sed  pro  singulis  erit  J/ diversa  ipsarum  /,.  f^,  ....  /"„  tunctio,  limitesque  ipsaruiii 
f\i  fi;  •  ■  ••  /»  diversi  erunt.  SinguJa  deinde  integralia  Ji-tuplicia  eadem  me- 
thodo  ad  2n  integralia  (n— l)-tnplicia  revocari  possunt,  eaque  ratione  pergere 
licet,  usque  dum  tota  integratio  inter  limites  propositos  perfecta  sit. 

Lemma  traditum  sub  alia  quoque  forma  proponi  potest  memoratu  digna. 
Habeamus  enim  x,  Xi,  .  .  .,  x^  pro  ipsarum  f,  /',,  .  .  .,  /„  functionibus,  earumqiie 
quaeramus  differentialia  partialia,  ipsius  /  respeetu  sumta.  Quae  per  regulas 
notas  inveninntur 

da:  A  5j'|  A^  Da:^^  A 

Öf  ""  "ß"  ^    ~8f    ^  it   '     -  '  '■■     ~sr  ""  H'  ' 
slqiiidem  li  est  Detennintuis  propositum 

__        a/-    df,       af, 
"-^^  a.  ■  &•,  -  ^  ■ 

Hinc  formula  iiostra 

öA  äA^  dA 

-^-  -^-^ — ^ — i-^—    =  0, 

öi  reputamus  esse 

")  ]{jlieiido  fuim  x  pro  Constaute,  fit 

fnAdx^d.'c.,...dx^  =  fndt\df,,...df^^, 

df,       Bf..         df 
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SR 

DT 

SR 

-  -da,    ■ 

St 

SR 

+  -3T 

3x^ 

■■■+ 

SR 

idiüt 

sequeiitem : 

0  = 

dR             ' 
-gj-  +  R   - 

Sji 

+■■ 

■+- 

St      + 

3". 

n  =. 

aiosÄ 

s 

Si 

W   1 

S 

iL. 

Bf  Bä!  ?.?■,  öx^ 

In    his   formiilis  supponitur,    ipsas  M,  x,  Xi,  .  .  .,  x„    primum    pro    qiiantitatum 
A  /i)   •■■!  /"   functionibus    haberi    omnesque   secundnm    f  differentiari:    deinde 

dx         Bx 


df 


,  etc.  rnrsLis  per  ipsas  .r,  a;,,  .  .  .,  x„  expnmi,  et 


respective  secundum  x,  x,,  . . .,  x„  differentiari.  Coimnutando  quantitates  x, 
Xj,  etc.  cum  quantitatibus  /,  f,,  etc..  formnia  antecedens  in  aliam  abit,  quam  in 
Diar.  Grell.  Vol.  XXII.  pag.  336  [Conf.  Vol.  III.  h.  ed.  p.  412]  demonstravi. 

§.3. 

A'ovi  Miiltiplicatoris  delinitio.     Äequatio  diftereutialiM  jjartiülif<,  cui  satisfaiit.    Variiio  f'onnae. 

qiias  Jliiltiplicatoris  valur  induere  potest. 

Sint  X,  Xi,  ....  X„  vai'iabilium  x,  .r,,  .  .  .,  x„  functiones  qLiaecunqiiu 
non  simul  omnes  identice  evanescentes:  pi'0|)osita  aequatione  difFerentiali  par- 
tiali  lineari  primi  ordinis 

Bx  '   OiCj  "   dx^ 

solutiooes  ejus  exstant  n  a  se  invicem  independentes.  Qiiarum  Deterniinantia 
partialia  erunt  inter  se  iit  Cofifficientes  aequationis  differentialis  pailialis  pro- 
positae  X,  X,,  ....  X,,.     Solutionibus  enim  illis  a  se  independentibns  vocatis 

f,^    U    ■  ■  ■'    /„' 
habentur  aequationes  identicae 

.  Sf,        ^    i)f,  st\ 

oic  '   dt  "    dt 


0   ! 


äf.  Sf,  Sf, 

0=.  X-ä^  +  X    ,"  +-  +  X   -3^ 

dx  '      OJ.\  "      ÖX 


Bf^  of^ 
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quae  SLint  n  aequationes  lineares  inter  ;*  +  l  quantitates  X  X^,  .  .  .,  A'„,  terminis 
carentes  constantibus,  Quibus  aeqiiationibus  deterininantur  rationes,  quas  ipsae 
X,  Xi,  etc.  inter  se  teneiit.  Videlicet  per  regulas  notas  algebraieas  invenitur, 
ipsas  X,  A',,  .  . .,  X„  esse  intei"  se  ut  quaiititates  A,  A,,  .  .  .,  A„,  §.  pr.  con- 
sideratas,  quMe  erant  complexiis  tenninonuii .  In  Detenninaute  functionali 

""        da:      öj^i      d-Vy         da^^^ 

respective  per  --'   .     -'     .  ....     ,--      multiplieatoruni,  sive  f'unctionLim  /,.  f.,,  .  .  . 
1  '        c-vc        d,Tj  -  '     cx^  '  II- 

...,/„  Determinantia  partialia.    Sit  ü/factor.  per  quem  Coefticientes  X,X^,...,  X„ 

nuiltiplicati  ipsa  proclucant  Determinantia   partialia  yl,  A^,  .  .  ..  A,^,   ita  ut  fiat: 

(I)     MX=A,     MX^  =  A,.     .  .  .,     MX^^  =  A,^. 

Posito 

<:um   habeatiir 

sequitur 


(2)   Ä  =  J/(x-|J.+x,^  +■■■+='.  V 


C3)     0  = 


lisdem  substitiitis  tbrniiilis  (1),  Lemma  §.  pr.  denionstratum  In  hanc  formulam  abit: 

d{MX)  d(MX.)  Ö(MX  ) 

H .-H \ L--'-- 

Habemiis    igitiir    PropoKitianem    sequeiitem.    qua    Mnitiplicatoris    M    contlnetiir 
definitio. 

Propositlo. 
..Pri)pi>iiatiir  expressio 

üx  '    o.v^  "   6x^ 

in  qua  sint  X,  X^,  .  .  .,  X^  datae  variabilium  x,  x,,  .  .  .,  i\  functiones: 
functionibus  /,,  f^,  ...,  /;,  rite  determinatis ,  ipsa  /'  autem  indetei-minata 
inanente,  semper  exstabit  factor  M,  per  quem  muHipüeata  expresslo  pro- 
posita  formam  induat  Determinantis  fuiictionalis 

„r^  0/       ö/-        ^  öf  \    ,^  ^f  ^/"i   ^A     ^/;. 

M\X-~  +X,-„- 1 \-X-^     \  =  :2±  ,,    ■-,-.--    --^ „     , 

\       0,f  '   oa-^  "   a.f^  J  c'.r       i7,fj       d.v.,  dx^ 

42" 
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isque  Miiltiplicator  satisfaciet  aequationi  differentiaJi  pai*tiali 

_^    d(MX')         3(MX,)  d(MXJ 

E  valoribus  ipsiiis  M  in  sequentibus  perpetuo  excludo  valorem  M  =^  0. 
Quem  patet  satisfaeere  aequationi  (2),  qua  Multiplicator  definitur,  duminodo 
statuatur  fanctionum  /,,  f^,  . .  .,  f„  nimm  reliquanim  functionem  esse;  cotistat 
enim  Determinans  functioiiale  evanescere,  si  functiones  propositae  non  a  se  in- 
vicem  sint  independetites.  lllo  autem  ipsius  M  valore  excluso,  Propositlo  ante- 
cedens inverti  potest.  Videlicet,  si  MnUipHcator  M  (/eßnititr  conditione,  nt  pro 
ßmcfione  mdeßnita  f  expressio 

nuidcd  Determinans  functmia/e 


R  -. 


3-       ^L 

■  d.c,  "'~d.v,  ■■ 


functiones  /",,  /!,,  ....  f^   necessario   erunf  sohaioncs   a   s<>    independente--^    uequa- 
tionis  differentialis  parttafis  linearis 


dx  '    ö.r  "   dx 


--  0. 


Naiii  pro  ipsa  f,  qiiae  erat  fimctio  indelinita,  Hiunendo  allquani  functioniini  /,,  . 
/'s,  .  .  .,  f„.  identice  evanescit  Determinans  li.  (^u<id  cum  snppanatni-  acqnale 
expressioni 

M(xf-+X,^+-+X,f-\, 

atquc  factor  M  a  nihila  diversus  statuatiu",  fieri  debet  nt,  substitiienda  ipsi  f 
fiinetioneB  f\,  /!,,   ...,  /^,  identice  habeatui" 

x^+x,'f+-+x,^  =  o.- 

öx  '    ox^  "    dx^ 

sive  lit  /i,  /;,  ...,  fl,  ipsae  sint  aeqiiationis  differentialis  partiaüs  propositae 
solutiones.  Emntque  solutiones  illae  f^,  fj,  ...,  f„  a,  se  invicem  independentes; 
si  enim  una  reliquarum  functio  esset,  Determinans  R  identice  evanescei-et  pro 
functione  f  indefinita;  unde  etiam  pro  functione  indefinita  /  evanescere  deberet 
expressio 

dx  '    dx^  "    dx^^ 

qnod  tieri  non  potest,  nisi  omnes  X,  X^,  etc.  simiil  identice  evanescunt. 
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Datis  functionibLifi  f\,  f\,  .  .  .,  /'„,  iina  quaelibet  ex  aequationiim  (1)  nu- 
mei'o  ad  rlefinietiduin  MLiltlplicatovem  sufficit,  veluti  aequatio 

e  qua  seqititur 

(4)     .V=_v±__..,._._^^. 

Qua  tarnen  fbrniula  ut  definiatur  Miiltiplicator  aequationis  differentialis  partiaiis 
projiositae,  addenda  conditio  est,  iit  X  et  ^4  non  evaneseant. 

Pro  diiabus  variabilibus  x  et  a\  Multiplicator  antecedentibus  definitus 
cum  Euleriano  convenit.  Sint.  enira  X,  JT,  datae  variabilium  x  et  x,  func- 
tiones.  atqne  proponatur  aequatio  differentialis  primi  ordinis  inter  x  et  x, 

Xdä!^  —  X^flj-  =   0. 

Est  Multiplicator  Eulerianus  eiusmodi  factor  M,  per  quem  miilti plicata  pars 
laeva  aequationis  antecedentis  abit  in  differeutiale  completum  fiinctionis  aliciiius 
/',,  ita  ut  sit 

<lf^  =  .!^da:-\--^,k€^  =  M{Xdx^  —  X^dx\ 

pive 

MX  =  -^,     MX^=—       '  ■ 

E  qnibus  ibrmulls  sequitnr.  pro  fuuctione  indetinita  f  induere  exprossioiiem 

tbrmain  Deternilnantis  functionalis 

0/      df^  _  df   ^Bf^ 
Bx       äx  i>x^       dx    ' 

et  Miiltiplieatorem  M  satisfacere  aequationi  differentiali  pai-tiali 

\,^        H -^^   =0. 

Quae  pro  duabiis  variabilibus  iiidependcntibiis  sitiit  eaedem  proprietates  charac- 
teristicae.  quas  MiiltipHcatori  generali  assignavi. 
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Problema  solvendi  aeqnatioiieiii  dillerentialeiii  partiaiem  propositain 

a.r  '   ox^  "   dä\^ 

t;uai  diiobiis  aliis  pi'oblematis  arctissirae  coniunctimi  est.  Desigiiante  eniin  Jl 
qiiaracunque  aequationis  praececleiitis  solutloiieiii,  ex  iieqiiatinne 

n  =  0 

petatiu"  ipsiiis  a'  expressio  per  reliquas  variabiies  .i\.  .i\,,  ....  x„:  notuiii  ost. 
eam  fieii  solutionem  alterius  aequationis  differentialis  partialis 

X  =  X,   ^.^.  -i-X„~-{ — ^x~- 

Unde  haec  aequatio  differeiitialis  partialis  ad  aeqiiationeui  <litt'ei'eiitialem  pai-tialeni 
propositam  revocari  potest.  Porro  ad  aequationis  ditferentialis  partialis  propo- 
sitae  solutionem  constat  revocari  posse  integrationem  complptain  systeniatis 
aequationum  differentialiuni  vulgariuni  primi  ordinis  inter  'ii-\-\  \ariid.nles  ,r, 
«, ,  ....  x„,  quod  repraesentemus  propoi-tionibns 

<l.v:<l,i-^:...:(h^  =  X:-X,:...:X. 
Videlicet,  si  aequationis  diH'ereiitialis  partialis  propositae  isoiutiones.  a  se  inde- 
peudentes,  sunt  /,,  f^.  . . .,  f„,  obtinentur  aequationes,  quibus  iilud  aequationum 
differentialinm  vulgarium  systema  coinplete  integi-atur,  aeqnando  solutiones  illafi. 
Constantibus  arbitrariis.  Et  vice  versa,  si  ex  aequationibus  integralibus  com- 
pletis  petuntur  variabiHuni  functiones  Constantibus  arbitrai-iis  a  se  independen- 
tibus  aequales.  ab  iisdemqnc  Constantibus  arbitraiiis  ipsae  vacuae:  hae  functio- 
nes erunt  aequationis  ditterentialis  partialis  propositae  solutiones  a  se  indepen- 
dentes.  Propter  hune  trium  problematum  consensuni  Multiplicatorein  M  ad  tria 
illa  problemata  perinde  refero.  Qua  de  re  ipsnw  M  perhide  appeJlahn  M/i/li- 
pUcatorem  huius  aeqnalionw  differe}itialif:  parfiali--^ 

vel  himis 

0  =  X  — X,  --'--  —X, 


vel  etiam  systemutis  aequationum  differentialinm  rithjarhmi 

L'bi  ad  has  refertiir  Midtiplicator,  quod  plernmque  usu  venit,  pi'O  varli 
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formis,  quibus  earum  aeqiiationes  integrales  completae  proponuntiir,  vai-iae  ob- 
tiiientur  Multiplicatoris  i-epraesentationes.     Quas  sequentibus  exponaiii. 

Si  aequatioiies  integrales  propomintur  ipsa  forma,  cuius  moclo  mentioncm 
iniecinius. 

(5)  /,  =«„    /•,  =  «, /.  =  «.,. 

designantibiis  «i  etc.  Constantes  arbitrariäs,  fimctiones  f^  etc.  iion  afficientes, 
ideaqne  /,,  f., /^  solutioiies  a  se  independentes  aeqiiationis 

öx  '   da;,  "  o.^„ 

erat  Miiltipllcator 

1  5/,       öA  Bf 

(6)  M=^^±~^^~...^. 

lam  vero  proponantur  aequatioiies  integrales  completae  hac  tbrina  niaxirae  usi- 
tata,  ut  variabilcs  onines  per  earum  nnaiii,  veluti  /,  et  Constantes  arbitrarias 
exprimantur : 

functionibus  y,,  ^.,,  etc.  involventibus  praeter  variabilem  x  Constantes  arbi- 
trarias «I  etc.,  erit 

X).  F.  §.  9  (3)*).     Unde  fit 

Si    vero    generalins    inter    omnes    2n-\-l    quantitates    x, 
(f, ,  ....  r'.^  proponuntiir  n  aeqiiationes  integrales 

77,  =0,    n.,  =  o,    .  .  .,    17^  =  0.. 

fit  (D.   F.   §.  10   (5)) 

(10)    2-±^.- 


5^1      dif.^ 

1 

da 

■TT 

% 

an. 

aa, 

Ö*3 

■5", 

an. 

an. 

an. 

*)  Commentatidnem   de  Deteniimantibus   fuuctionalibits   Vol,  XXII    Diarii  Crelliani   insertam   [Cf. 
Vol.  III.  h.  ed.  p.  393]  designabo  per  D.  F. 
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obtinetuv, 

rejecto,  quod  licet,  signo  ancipiti, 

^     en,     an. 

sn. 

an   «^  '     '     ^■"'     ^'' 

"  ^.'" 

X     ^_^  an,     an. 

an 

"~     Ö«,            f)ß^ 

■■sr 

quae  est  Muitipllcatorls  expressio  maxime  generalis. 

Formulae  (10)  opc  iiivestigatio  valoris  Determinantis  functionalis  haiid 
raro  egregie  expeditur.  Transponainiis  ex.  gr.  Coiistantes  arbitrai-ias  in  alterani 
partem  aequationum  (5),  atque  pro  quolibet  ipsius  /  valore  statuamns  functioneiii 
n^  aequalem  functioni  /i  — «„  quocunque  modo  per  aequationes 

/m  =  ",+,■  /:+,  =  «-«,  ■  ■ ..  /■.  =  «. 

transfonnatae.    Potent  loco  cuiusque  aequationis  /;.  =  a,  ailliiheri  aeqiiatio  //,  =  0. 
unde  systema  aequationum  sequentium 

/7,  =  0,    //.,  =  0.     .  .  .,    /7„  =  0 
haberi  poterit  pro  aequationum   integi-aliuui   completarum   systeniate,     Quae  ita 
sunt  comparatae  aequationes,    ut  quaelibet  functio  II,  non  iiivolvat  quantitates 
«,,  ffj,  .  . .,  «,_i,  quantitatem  «,  autem  iu  miico  termino  addito  — «;.     Unde  erit 

dn.       an.  an.  en. 

da^  du,^  üa.  '       da.  ' 

.     .         ön    . 
sive,  quantitatibus  -^  -     in  tiguram  quadrataiu  dispositls  hiinc  in  moduni; 

o/7j  5/7,  (5/7, 

ößi     '       da.,    '      '  ■    ■       gf^^^ 

da,      dn.,  bn., 


o/7„       a/7„    .  a/7„ 

öß.     '      da.,     '     ■  ■  ■'       Ort 


quadratoqne  per  diagonalem,  a  laeva  ad  dextrara  partem  ductani,  in  duas  partes 
diviso,  termini  in  laeva  parte  positi  omnes  evanescunt.  Quod  ubi  fit,  abit  De- 
terminans  in  produetum  terminorum  in  ipsa  diagonali  positoriim.  Qui  termini 
cum  siiiguli  fiant  —1,  eriiitur 

ö//,       an.,         ö/7„ 

öa,        ca.,  du^ 


-.  (-1)", 
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ideoqiie 

XM  ^ 

(12) 

Quae  docet  fonniila  propositionein  frequentissimae  applicationis.  valentihis  aequa- 
tionibus 

Deteiininans  functiomile 

vuiorem  non  mut'ire,  si  ante  differentiallovfs  piniiale.s  fraiisüjendas  quaeqiie  ßtnctio 
f;  per  aequattone.'! 

/;«=«w.  /,+,-«„.    ■  ■:  /'.=°. 

quascunqiie  subeat  mutaliones.  In  hac  propositione  sant  a,,  «„.  .  .  .,  «„  Oon- 
stantes:  quae  si  iunguntur  functionibus  f,,  f^.  .  . ..  f„,  ita  ut  ipsius  fi—a^  loco 
scribatui-  f^,  retertur  propositio  ad  valoreiii,  quem  induit  Determinans  functio- 
iiale,  functionibus  ipsis  evanescentibus.  In  applicatione  liuius  propositionis  fa- 
cienda functiones  /,,  f^,  ....  /„  slve  aequationes  /,  =  0.  ^j  :;=  U,  ....  /^  =  0 
certo  disponendae  sunt  ordine  tali.  ut  quaequae  aequatio  /)  =  0  insequentium 
ope  forniam  induere  possit  concinnam,  simulque  difterentialia  partialia  iunctionis 
f;  evadant  simplicissima.  Quin  adeo  eandeni  opei'ationeni  indefinite  repetere 
licet,  siquidem  post  idoneas  mutationes,  pro  certo  functionum  et  aequationum 
ordine  facta«,  eaedeni  functiones  alio  semjjerque  alio  ordine  disponiintur  et  pro 
quaque  nova  dispositione  mutationes  vel  eliminationes  convenientes  operantur. 
Quantascunque  autem  mutationes  per  vaiias  istas  dispositiones  et  eliminationes 
subire  possunt  functiones  propositae  /*,  etc.,  non  tamen  inde  nascuntur  functio- 
num mutationes,  quae  obtineri  possunt,  si  eodem  tempore  ad  unamquamque  trans- 
formandam,  nullo  ordinis  functionum  respectu  habito,  omnes  adhibentur  n  aequa- 
tiones, quae  reliquas  omnes  functiones  nihilo  aequando  proveniunt.  Nam  in 
propositione  tradita  unica  tantum  erat  e  ii-^-l  functionibus,  ad  quam  transfor- 
niandam  adhibeii  poterant  ii  aequationes:  praeter  lianc  ima  tantuni  erat,  ad 
quam  transformandam  n— 1  aequationes  adhiben  poterant,  et  ita  porro.  Functio- 
nibus in  alium  aliumque  ordinem  dispositis  et  pro  quaque  nova  dispositione  pro- 
positionis traditae  applicatione  facta,  effici  quidem  potest,  ut  iinaquaeque  functio 
IV.  43 
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sua  vice  adiamento  n  aequationum  ti-ansmutetur;  sed  differentia  in  eo  eonsti- 
tuitui",  quod  hac  ratione  aequationes  ad  transmutationes  adhibendae  non  ampllus 
provenlant  nihilo  aeqiiando  functiones  propositas,  sed  functiones  et  ipsas  iain 
ti-ansmutatas.  Veluti  si  /  per  aequationem  /*,  =  0  mutatur  in  ^,  ac  deinde  /', 
per  aequationem  jp  =  0  in  ^p,:  ipsa  (p,  non  easdera  induere  potest  formas,  in 
quas  mutari  potest  f^  nihilo  aeqnando  ipsam  t'unctionem  propositam  /'.  Nam  si 
valorem  generalem  functionis,  in  quam  /'  per  aequationem  /■,  =  0  mutari  potest, 
designamus,  quod  licet,  per 

atque  similiter  valorem  generalem  functionis,  in  quam  fj  per  aequationem  ^  ^  0 
mutatur,  per 

'f,  =  fi+l"P  =  0  + ''/O /■,-!- ,"/■■ 
haec  funetio  diversa  erit  a  functione  f,-\-,uft  in  quam  f,  per  aequationem  /'^=U 
mutatur.  Atque  Determinans  functionum  <f  et  <f,  idem  quidem  erit  atque 
functionum  propositarum ;  functionum  vero  f-\-^f,,  f\-\-ftf  ab  illo  discrepabit, 
scilicet  aequabitur  Determinanti  functionum  /"et  /i ,  per  lactorem  1  —  Xfi  multi- 
plicato.  Quod  pluribus  illuatrare  placuit,  ut  emendarem  errorem,  quem  in  Com- 
mentatione  de.  Detennivuntihns  functioiicdibu-t  commisi  proponendo,  Determinantis 
functionalis  valorem,  quem  induat  ipsis  functionibus  evanescentibus,  immutatuui 
manere,  si  unaquaeque  funetio  mutationes  subeat,  quasctinqne  nihilo  aequando 
reliqiias  omnes  subire  possit.     Greneraliter  si  ponitur 

demonstrabitur  per  Detenninantium  proprietates,   valentibus  aeqnationibus 

/  =  o,   /■,  =  o,    .  .  .,   /■„  =  ü, 

fieri 

dx       dx^  d.v^  "  ■)    i' ■■■  ^^   ■■"         ^^       ^^^  gj,^ 

L'nde  ut  Dcterminantia  functionum  f,  f\.  ....  f,^  et  yi,  yi, ,  .  .  .,  ^„  inter  se 
aequalia  existant,  habetur  conditio  generalis 

E  Propositione  supra  tradita,  identideiii  pro  aliis  aliisque  functionum 
dispositionibus  repetita,  innumera  deducuntur  quantitatum  X-p  systemata,  quae 
conditioni  illi  satisfaciunt. 
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Inter  mutatlones,  quas  funetio  variabilium  x,  x^ ,  etc.  per  aequationes  inter 
easdem  variabiles  positas  subire  potest,  referri  potest  eliminatio  variabilium  nu- 
meri  numero  aequationum  aequalis.  Unde  in  foi-mula  (12)  definire  licet  11^  ut 
functionera  variabilium  x,  x^,  .  .  .,  x^,  in  quam  abeat  f^—a,,  si  ope  aequationum 
/;_^j  =  a.^,,  f^+',  ^^  cii+j.    ....  ^  =  a„    variabiles  x^^^,  x,..^,,    ...,   x^  eliminantur. 

Quo  statnto.  omnia  evanescunt  diflferentialia  partialia  -5—^,  in  quibus  k^i; 
unde  figura  quadrata,  quae  a  quantitatibus   -^ — '-    forinatur,    ita  eomparata  erit, 

ut  in  ea.  per  diagonalem  divisa,  rursus  termini  in  altera  parte  positi  evanescant, 
ideoque  fiat 

Hinc  forniula  (12)  abit  in   hanc 

dn,     dn.,       dn 

(13)     XÄl  =  -^-'   .-^....-^, 

sive  Determinans  functionale,  quo  Multiplicator  deünitur,  in  simplex  productum 
redit.     Forma  autem  aequationum  integralium 

i7,  =  0,   n^  =  0,   ....   n,=  0, 

quae  illam  simpiiceni  Determinantis  functionaiis  expressionem  suppeditat,  eadem 
est  atque  per  integrationem  successwam  proveniens,  post  quodque  Integrale  in- 
ventum  una  variabilium  eliminata.     Servata  enim  functionum  JI,,  JI^,  .  .  .,  I4 

significatione  antecedente,  si  eliminatur  x„  per  Integrale 

erit  TI„_,  =  U  Integrale  aequationum  differentialium 

da:dj-^:...:(}.v__^  =  X  :  X^  : . . .  :  X^_^, 

cuius  Integralis  ope  eliminata  J'„_i,  erit  /i„_;  =  0  Integrale  aequationum  diffe- 
rentialium 

dx:fh^:...:(h^_^  =  X:  X,  :  ... :  X„_^, 

et  ita  porro.  Si  e  functione  U,  Constantes  arbitrarias  «,+,,  ß,^^.  ....  «„,  quas 
implicat,  ope  aequationum 

J7,-+,  =  0,    n^^.,  =  0,    .  .  . ,   /r„  =  0 

eliminamus,  redit  aequatio  //;  =  0  in  aequationum   rÜfferentialium  propositarum 

43* 
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Integrale  /■  —  r,  =  Ü,  Voco  autem,  ut  in  aliis  Commentationibiis,  Integrale 
systematiH  aequationum  differeiitialium  vulgarium  huiusmodi  aequationem  inte- 
gralem, quae  differentiata  identica  evadat  per  solae  aequationes  diffei'entiales  pro- 
positas,  neque  ipsa  illa  aequatione  integrali  neque  ulla  alia  in  auxilium  advocata. 

§.  *■ 

MultipHcatoris  expressio  geueraHs.     Biui  Multiplicatore«  suppeditaut  Integrale. 

Expressio  generalis  functionum,  quarum  detuv  Reterminans. 
lam  varlas,  quae  de  Multiplicatore  nostro  tradi  possunt,  proprietates  ex- 
ponam,     Ac  primum  inquiram  quoraodo,   uno   cognito  Multiplicatore,   eruantur 
alii  innumeri,  sive  Multiplicatoris  iiivestigabo  formain  generalem.      Sit  M  datus 
Multiplicator  aequationis 

satisfacere  debet  M  seciindum  §.  pr.   hulusmodi  aeqiiationi 

(2)     MX  =  2±-^-^ ^, 

designaiitibnp!  /,.  /j.   ....  /i,  soiutiones  aequationis  ( I )   a  se   iiivicein  indepentes. 

iSit  /(  alius  qnitunque  Multiplikator,  satistaeiens  aequationi 

ÖF,      dF^         uF 
(8)    ,X  =  ^±-^-.-^-...-^., 

designaiitibus  Fj,  F.,,  .  .  .,  F^  aliud  systema  solutlonum  eiusdem  aequationis  (1) 
a  se  invicem  independentium.  Functiones  F^,  F.^,  etc.  esse  debent  solai-uni 
/,,  p,.  ....  f„  functiones;  cognitis  enim  aequationis  (1)  solutionibus  ;(  a  se  in- 
vicem independentibus,  quaevis  alia  eiusdem  aequationis  solutio  hanim  ii  solii- 
tioniim  functio  est.  Fit  autem  per  formulam  notam  (D.  F.  §.11.  Prop.  II.): 
(  ^  ÖF^  dF.^  6F^ 
"         dx^         d^e.^  c>x^^ 

siquidem  habentur  i'\,  F^y  ...,  F,^  in  laeva  formulae  pai'te  pro  variablliuiii  .r, 
X|,  .  . .,  ;r„  f'unctionibus,  in  dextra  parte  pro  functionibus  ipsarum  /[,  f.,,  .  .  .,  f„. 
E  (2)  —  (4)  autem  obtinetur  haec  foi-mula: 

SF,      ÖF,        öF 

(5)  ,,  =  u^±-g^.^^-.-gj?-. 
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Unde  sequitnr  vice  versa,  ipsaruni  /',,  f^,  ...,  f„  quibuscunque  siimtis  functio- 
nibus  a  se  independentibus  F,,  F^,  ...,  F^,  Multiplicatorem  il^ductura  in  hariim 
functioniirn  Determinans 

dF,     SF^        SF^ 

aitenim  suppeditare  Multiplicatorem  fi.  QuaecLinque  enim  sint  .^'i,  F^,  ...,  F„ 
ipsarum  f,,  /g,  .  . .,  /■„  functiones  a  se  independentes,  ex  aequationibus  (2),  (4), 
(5)  sequitui- formula  (3),  in  qua  Fi,  F2,  . . .,  F„  erunt  aequationis  (1)  solutiones 
a  se  invicem  independentes,  ande  seeundum  §.  pr.  quantitas  /u,  formula  (3)  deter- 
minata,  aequationis  (1)  erit  Multiplicator. 

Videnius  ex  antecedentibus,  binoruni  quorumque  Multiplicatorutn  Quo- 
tientem  -p-  aequari  functioni  ipsarum  /,,  /j,  ,  .  ,,  f^,  videlicet  Deterniinanti 
ipsaruni  F,,  F,^,  .  .  .,  F„,  pro  functionibus  quantitatuin  f,,  f.>,  .  .  .,  /„  habitarum, 
et  vice  versa,  Multiplicatore  M  ducto  in  Determinans  quarumcunque  n  func- 
tionum  a  se  independentium  quantitatum  f,,  f.^,  .  .  .,  f„,  alterum  obtineri  Multi- 
plicatorem. Seraper  autem  quantitatum  fj,  f.^,  ,  . .,  /*,  functiones  i^,,  F2,  ...,  F^ 
invenire  licet,  quarum  Determinans  sit  earundem  quantitatum  data  quaecunque 
funetio.  Unde  non  modo  binorum  Multiplicatorum  il:f  et  ^  Quotiens  functioni 
aequatur  ipsarum  /j,  f^,  .  .  .,  f„,  sed  etiam  vice  versa,  Multiplicatore  M  in  quam- 
cunque  functionem  ipsarum  /i,  f^,  ...,  f„  ducto,  rursus  prodit  Multiplicator. 
Et  cum  ipsarum  /J,  f^,  .  .  .,  f„  quaelibet  funetio  aequationis  (1)  solutio  sit,  neque 
aliae  aequationis  (1)  solutiones  exstare  possint,  nisi  quae  ipsarum  fi,  f^,  .  .  .,  f„ 
functiones  sint,  sequitur  ex  antecedentibus  haec  Propositio. 

Propositio. 
-Designante  31  Multiplicatorem  aequationis  diiferentlalis  partiaiis 

da:  '    öjij  "   üw^ 

erit  Multiplicatoris  forma  generalis 

nM, 

designante  II  quamcunque  aequationis  propositae  solutionem." 

Oognita  aequationis  (1)  solutione  TT  ac  designante  «  Constantem  arbi- 
trariam,  aequatione  H  ^  a  determinatur  variabilium  x,,  x^,  . . ,,  x„  funetio  x, 
satisfaciens  aequationi  difFerentiali  partiali 


(6)    0=X-X,-|f-Z.-|f 


öj;,j  "   dx 
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iiec  non   eiit  II  ^  et  Integrale   aequationum  differentialium   vulgarlum    siinulta- 
nearum 

CO     d.t:dx^:...:dx^  =  X  :  X^  :  ... :  X^. 

Unde  Propositio  antecedens  docet,  cogmtis  aequaimnis  differentialis  por- 
tiaJis  (6)  vel  aequationum  (7)  differentialium.  vulgarium  binis  Multiplimtoribux 
M  et  Ml,  no7t  solo  factore  constante  iiiter  se  dwersis,  aequationem 


fore  aequationis  differentialis  partialis  (6)  so/itlionem   vel  sysf.emuli''  aequationum 
differentialium  (7)  Integrale. 

Pluribus  datis  Multlplicatonbas  M,  M,.  .  .  .,  M^,  haee  qiioque  quantita« 


erit  Multiplicator.     Designante  eniiii  /''  ipsaruui   —       etc.   functionem  ai-bitrariaui, 

M.        AL  ,  ■         T.  •      ■    ^  ^      ,     • 

non  tantum  fractiones  -rj- ,   ~»/- >  etc.,  sea  ipsa  F  qiioque  aeqiiatioms  (1)  solutio 

fit.  Unde  etiaiu  aequatione  i^=  0  sive,  quod  idem  est,  qitacunque  aequatione 
homogenea  inter  datos  Multiplicatores  posita  determinatur  aequationis  (6)  solutio. 
Nee  non  designantibus  «,,  a^,  . . .,  «,  Oonstantes  arbitrarias,  erunt 

Integralia  aequationum  differeutialimn  vulgarium  (7), 

Kestat,  ut  paiicis  exponain,  quoniodo  invenlantur  functioiies,  quarum  De- 
terminans  datae  variabilium  functioni  aequetur,  quod  semper  fieri  posse  supra 
innui.  Inimo  videbimus  idem  innumeris  modis  succedere,  videlieet  functiones 
praeter  unam  omnes  ex  arbitiio  sunii  posse,  una  reliqua  per  solain  Quadraturani 
determinata. 

Designante  II  datani  quamcunqiie  quantitatum  /;,  /\,  ....  f„  lunctioneiii. 
simplicissima  habetur  solutio  aequationis 

ÖF,      8F,        BF 
(8)     £± 


ponendo 


^;  =  /;.  ■ 
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unde  Deterininans   propositum  in  simplex   difFereritiale  abit 

Quo  igitiir  Ciisu  fit 

cui  iiitegrali  functionem  ipsaruin  f^,  /ä,  .  .  .,  f„  arbitrariam  addere  licet,  quippe 
quae  intei"  integrationem  pro  Constantibus  habentur.  Aequationis  (8)  solutio 
generalis  obtinetur  sequenti  modo.  Pro  ipsis  F^,  F^,  . .  .,  F^  ex  arbitrio  su- 
mantur  ipsarum  f,,  f^,  .  .  .,  /„  functiones  a  se  independeiites,  atque  fingatur, 
reliquain  functionem  F^  exhiberi  per  quantitates 

/■,,    F,.,    K^,    .  .  .,    F^. 

Functionis  F,  hoc  modo  repraesentatae  diü'erentialia  jm^ialia  uncis  includam. 
quo  distinguantur  a  differentiaiibus  einsdem  fimctionis  per  /i,  f.^,  .  .  .,  /  exlii- 
bitae,  ita  ut  sit 


\  ^^2        l  3F,  \ 

dF, 

1  dF,  \  dF 

et, 

quoties  index  /  ab  unitate 

diversas  est, 

SF,         /  5i?  \  SF,       j  dF^  -,  SF, 

/•  dF,  \  dF 

+-H-drJi^ 

Quae  ipsarum 

SF, 

dF, 

aF, 

w; 

'  'W  ' '  ■' 

*r 

expressiones 

si  substituuntur  ii 

1  Determinante 

- 

dF,      dF, 

identice  evanescunt  singula  aggregata,  per  sin: 

g;ula  (lifferentlalia 

partialia 

(©. 

(5).      ■■■ 

'(!:) 

multiplicata, 

unde  simplex  formnla  obtinetur: 

(9; 

ö/,       df. 

dF          (  BF,  \ 

dF, 

'^fr" 
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(D.  F.  §.  12.  (4)).     E  (8)  et  (9)  scqiiitur 

/  3-f ,  \  n 


\  äf,  1  i>F,      SF,    ■     dF^     ' 

qtiae  foriiiLila,  exprimendo  f^.  /\,,  .  .  .,  f„  per  /j,  F^,  l'\,  .  .  .,  F„,  slu  qucque 
exbiberi  potest: 

(10)    [-^^)  =  n^:^^.^...^. 

(D.  F.  §.  9.  (2)).  Secimdum  hanc  formulam,  ut  modo  maxime  generali  va- 
riabilium  /,,  /■>,  ■  ■ -,  f„  inveniantur  functiones,  quarum  Determinans  datae 
earundeni  variabilium  functioni  Tl  aequatur,  ex  arbitrio  exprimaiitui'  f^, 
fi,  ■■•,  fn  per  /,  aliasque  n  —  1  qiiaiititates  F^,  F^,  .-.,  F„,  determiiiataque  F^ 
per  formulam 

/■  ö/,       af,  8f 

(U)   F,-jn^±^.Jr-^Jf., 

ipKae  F,,  F^,  .  .  .,  F„,  vice  versa  per  /",.  /j,  . .  ,,  f„  expressae,  erunt  functiones 
quaesitae, 

Ponendo  II  =  1  antecedentibus  innumera  obtinentur  systemata  functionum 
quantitatum  /',,  f^,  .  .  .,  f„,  quarum  Determinans  unitati  aequatur.     Quibus  Om- 
nibus idem  respondet  Multiplieator.     Quotles  enim 
Si-',      öF^        dF, 

sequitur  e   (5) 

fi  =  M. 
Vice  versa,   si  idein  Multiplieator  respondet  binis  systeraatis   n  solutionum  a  se 
independentiura   aequatlonis  differentialis    partialis  (1).    f,,  f.^,  .  .  .,  /„  atque   Fi. 
F.J,  ....  F„,  ita  ut  sit 

MX  =  :^±-3^--^--.^ 

erunt  F,,  F^,  ....  F„  quantitatum  /",,  /!,,  ,  .  .,  ^„  functiones,  quarum  Deter- 
minans uiiitati  aequatur. 
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Multiplitatoris  defiiütio  per  aequationem  ditferentiale]n  partialcni.     fanditio.  ut 
Multiplicator  aequari  pos.sit  unitati. 

Vidimus  §.  3,  aequationis  differentialis  partialis 

(1)    X-f+X,S  +-+X,f-     =0 
Multipücatoreiii  quemcunque  M  alii  satlsfacero  aequationi  ilifferentiali  partiali: 


(2) 


d(MX)         ö(i/X)  d(MX  ) 

— ä""      -I ^ H ^       T 


Vice  versa,  quuecuiique  habetur  mlutio  f.t  atquittiorus  diß'erfiitiaH.s  partialis 

erä  illa  aequationis  (1)  MitltipUüator. 

Ponamus  enim  ft  =  II. AI,   abit  aeqiiatio  (3)   in   se(|ueiitein: 

\       OD!  oj:,  üx       } 


-M\X 


vll 


Pavtls  dextrae  Aggi'egatmD  in  JI  ductmii  seciindnm  (2)  evanescit:  undc.  cum 
supponaiTiHS  ipsum  M  non   evanescere.  seqiiitiir: 

da:  '    ox^  "    Ba:^ 

Erit  igitur  II  aequationis  (1)  solutio  ideoquc  secundum  Propositionem  §.  pr. 
traditam,  Multiplicatorem  in  solutionem  aequationis  (1)  qiiamcunque  diictum  re- 
producere  Multiplicatorem,  ei'it  17.3/=/*  Multiplicator,  q.  d.  e. 

Cum  quilibet  Multiplicator  sit  solutio  aequationis  (3)  et  secundum  ante- 
cedentia  quaelibet  aequationis  (3)  solutio  sit  Multipli(;atoi'.  poterit  aequatio  (3) 
adhiberi  ad  Multiplicatorem  definiendum.  Habeintiw  igitur  Propositionem  se- 
qu  entern. 

Propositio  1. 
„Designante  M  öolutionem  quaincunquc  aequationis  dill'erentiaüs  pai-tialis 
o(iMX)        o(MX,)  Ö(MX  ) 

i^r        "^"      6.,-         "' '"        d:r   "      =  "■ 

seniper    dantur    functioiies    /',.   f. /;,.    qu^p    pro    functioiic    /'  iniietinit;) 

IV.  -14 
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lifficiant  aequatioiiem 

Vltleri  possit  piinim  lucri  percipi  e  iiovü  Mtiltiplicatoris  determlnatione  pei- 
aequatioriein  diffei-entialem  partialeni  (3).  Aeqiiationis  (3)  enim  solutio  generali« 
non  hiibetur,  nisi  aequationis  (1)  data  sit  solutio  treneralis  sive  eiue  innotescatit 
//  soiutionea  particulares  a  se  invicem  iiidependentes.  His  autem  cognitis,  ha- 
betur Multiplicator  per  tbrmulam  (2)  §.  pr.  At  obwervo,  ad  Multiplicatorein 
eruendum  tantum  noB  indigere  uim  aliqua  solutione  particulai'i  aequationis  (3).  et 
quamquam  aequationis  (3)  solutio  generalis  a  sokitione  aequationis  (1)  pendet  et 
pro  compllcatiore  habencia  est,  iieri  tarnen  potest,  ut  aequationis  (3)  innotescat 
solutio    particiilaris ,    dum    aequationis  (1)    solutiones    adhuc  oranes    ignoraraus, 

Inter  solutiones  aequationis  differentialis  partialis  (1)  non  referenda  est, 
quae  sponte  se  offert,  f=  Const.  8ed  e  solutiouibus  aequationis  (3),  quae 
Multiplicatoreni  suggerunt,  quantitates  coustantes  non  exciuduntur.  Fit  autem 
Multiplicat-or  Constanti  vel.  si  placet,  imif;iti  aequalis,  si  inter  ipsas  A',  X^.  etc. 
locum  habet  aequatio: 


(4) 


dx      ax, 


Eo   L-asii   ipsa  expressio  proposita 


=^^-+^,   l:-- 


pro  t'unctione  /'  indeüiilta  aequivalet  alicui  Deterniinanti  fnnctioiiali 

^^3/^  df,     af.  ^^^  ö/. 

"        dx       ÖJ'j       dx.,  vx^^  ' 

sive,    adhibendo    notationes  §.3  usitatas,  statuere  licet 

X=A,     X,  =  yl,,     ,  .  .,     X,  ^^„. 
Quod,  si  ea  tenes,   quae  §.  2  de  Deterininantibus  functioualibus  partiaül 
sie  quoque  proponi  potest. 

Propositio  II. 
„Si  «H~l    variabilium  ,r,  ,(■,,  ....  ,r„   t'unctioiies   A',   X^,  .... 


faciatit  conditioni 

öX        dX^ 
'dx~  ^  'dx~ 


-  -inr-  =  0, 
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ipsüe    /(  +  l    qiiantitiites    A',  X,.  ....  X„   haberi    possunt  pro    eertaruiii    // 
fimctionnm  Detorminantibus  partialibiis." 

Haec  Propositio  analoga  est  notae  clementari.  si  viiriabiliuin  .r  et  y  i'uiic- 

tiones  X  et  Y  satisfaciatit  conditioni   -^ h  -3—  =  0.  ipsas  Y  et  —X  respective 

haberi  posse  pro  eiusdeiii  f'unctiotiis  differentialibus  ]jartiaHbus,  variabiliiim  x  et 
1/  respectu  sumtis. 

Si  iuter  quantitates  A'.  A';,  etc.  conditio  (4)  locum  habet,  aequatio  ditfe- 
rentialis  partiaJis  (3),  qua  Multiplicatoi"  deünitnr.  in  ipsam  (1)  redit.  Eo  igltur 
casii  quaecunque  aequatiouis  (1)  solutio  eiusdem  aeqiiationis  Multiplicator  erit. 
siquidem  iam  imitatem  vel  niiinero«  constantes  inter  solntiones  referimus.  Unde 
etiaiu  patet,  cn  casu  aeqnationum  differentiali  11111  viilpiriiini 

</,f  :,/.(■,":. ..:.;j.„  =  T:X^:...:X 
Multiplicatoi-em  fore   quaiititatem  qiiauicimqiie.   aiit  per  sc  coiistanteni,   aiit   quaf 
per  aequationes  integrales  completas  Constaiiti  aeqnetnr. 

§.  (;. 

Cognitii  systeiiiati.s  aequatioiiuiii  lUflVreiitialiuiii  vuigitrhim  Multiplicittoru  ijuocuaqiie, 

erauntur  Deteriiiiiiantia  functionum,  quae  per  aequationes  integrales  completas 

valoribiw  vaviabilium  initialibns  aequivalent. 

Vidimns  §.  3,  designaiitihus  /',.  f..  ....  /,  solntioiies  a  .sc  iridepcndcutei> 

aequatio  !iis 

(1)   xf+x,  |^-+.^.+x.  ".^    =ü. 

haruiii    fLiiictionuiii    Dctenuiiiantiii     partiaüa    A-,.    .4..    .  .  .,    A„    est^c    inter    se     ut 
aequationis  (1)  Coet'ficieiitew,  sivc  iicri 

(2)     A  :A^  ■-■■■■--i„  =  X:X^:...  :  X^. 
Unde    omnia    A,,  A._,.  ....  A„    uno    determinantur    ^4.      Antecedentibus    autein 
demonstravi,    designante    ju  Multiplicatoretn    aequationis  (1)    quemcunque    sive 
quamciinquc  solntioneni  aequationis 

S(x,,)      d(x,,o  ö(Xj,) 


a.r       ^       5,r, 
:  //jU,   ideoque 

(4)     (iX  =  n..l  =  JI.2- 


°/;     "f. 

44" 
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iibi  Tl  certa  qtiaedani  est  ipsariim  f^,  f^,  ....  f„  fanctlo  sive  aequationis  (1) 
soiutio.  Hinc  e  data  quacunque  aequationis  (3)  solutioiie  /t  cognoscitur  valor 
Determinantis  A,  dummodo  determinata  erit  fiinctio  U.  Eruitur  autem  functio  Jl. 
ihimmodo  Determinantis  A  innotescat  valor,  quem  pro  x  =  0  indidt.  Generalitev 
enim,  iit  functio  /' aequationi  differentiali  partiali  (1)  satisfaciens  onmino  deter- 
minata  sit,  poscitur  et  sufticit,  ut  aliqua  cognoscatur  functio,  cui  illa  aequalis 
evadat.  ubi  iiiter  variabiles  a.',  x,,  .  .  .,  x^  data  aliqua  aequatio  locum  habet, 
veluti  si  ipsius  /'  datur  valor,  quem  pro  x=  0  induit.  Hinc  si  ponimus,  pro 
.(.'  =  0  abire  fi,  X,  A  in  variabilium  x,.  x.,.  .  .  .,  x„  functiones  /*",  X^  A": 
functio  JI  eo  determiuabitur,  quod  esse  debeat  aequationis  (1)  soiutio  atque  pro 
.1'=:  0  aequalis  evadat  variabilium  Xt,  x^,  .  .  .,  x„  functioni 

A" 
Eiusmodi  soiutio  autem  ut  inveniatur.  sint  f".  f.?.  ....  f^  variabilium  x^. 
.1;,  .  .  .,  x^  functiones,  in  quas  pro  x=Q  abeunt  /',,  f.^,  .  .  .,  f„:  exprimatuv 
pon'O  variabilium  .r,,  x.^,  ,  .  .,  x„  functio  '-—^^ —  per  f,",  f.",  ....  f";  in  qua  ex- 
pressione  ponendo  ipsarum  f\^,  fl\  ....  f^'  loco  ipsas  f\,  /!,,  ....  f,,,  prodibit 
functio  quacsita  TL      Quippe  functio  sie  itiventa   erit  {lequationis  (1)  soiutio  et 

pro  x^  0  abibit  in  variabilium  .r. ,  x., x„  functionem    -'--r-  ■ 

1  ^  ,,     .,  „  ^„ 

Functionem  A"  casu  prae  ceteris  notando  a  priori  assignax-e  licet,   vide- 

licet  quoties  /',,  /j,  .  .  .,  f„  tales  sunt  aequationis  (I)  solutlones,  qiiae  pro  x^O 

in  ipsas  rariahiks  .r,,  x,^.  ....  x„  abeunt.     Tune  enirn  habetur 

/;  =  «'„  /:  =  '-,.  .  ■  ■■  /:  =  *.. 

ideoque 

8f>      dfü         df" 
Ä   =  2±---— ■  -—  ■■■  — -      =  1. 

Hinc  secundum  regulam  traditam  functio  //  e  functione  fc"X"  eruitur  substi- 
tuendo  variabilibus  a;,,  x.^,  ...,  x„  functiones  f[,  f,,  ...,  y^„,  sive,  quod  idem 
est,  substituendo  in  ipsa  fxX  variabilibus  x,  a:,,  x.^.  ....  x^  quantitates  0.  /,, 
fl,   ....   f„.      Id   quod  sequenteni   suppeditat   Proposition eni. 

Propositio  I. 
„Sint  /,,  l'.j,  .  .  .,  f„  solutiones  aequationis 

x-f^+z,^-+...+x-f/:=o, 
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quae    pro  x^O    in    ipsas    varlabilcs  ,1:1,  i%,  .  .  ,,  .c„  abeujit;    sit   /i   quan- 
titas  <|uaecimque  satisfaeiens  aequationi 

_s(Xji)      ejX^fC)     _  _     d(Xji)  ^  ^ 

atque  sit  JI  ipsarum  /j,  f^,  .  .  .,  f^  fiinctio,   quae  e  producto  fiX  provenit 
substituenäo  variabilibua  x,  x,,  x.^,  ...,  x„  quantitates  0,  /",,  f^,  .  .  .,  f„:  erit 

öä',  "  öx_,  '""ox^       '  n  ' 

sive  generalius,  designante  /  functionem  indefinitain,  erlt 

dx      ÖvC|      0«^         dx^  U  \      öw  '   oj^i  "  (M„  J 

Observo  hac  occasione  generalitei",  datis  aequatiotiis  (1)  solutionibus  /l, 
fij  ■■■,  /If  quae  pro  a:  =  0  in  ipsas  x,,  .r^,  .  .  .,  .t:„  abeant,  quamvis  aliani 
eiusdem  aequationis  solutionem  JI  per  ipsas  f,,  /g,  .  .  .,  /„  absque  omni  elimi- 
nationis  negotio  exhiberi,  ScÜicet  sufficit  in  fnnctione  Tl  variabilibus  x,  x,. 
X2,  ....  x„  substituere  quantitates  0,  fj,  f^,  .  .  .,  f„. 

Casu  special!,  quem  sub  finem  §.  pr.  consideravi,  posito  insuper  JC=  1, 
e   Propositione  praecedente  emergit  haec: 

Propositio  Tl. 
„Sint  /i,  /s,  .  .  .,  /„  tales  solutiones  aequationis 

Öx  '   da;,  ow.,  "  rix^ 


quae  pro  x=0  respective  in  ;*',,  x^,  ...,  x^  abeant,  sitque  identice 
ax         3X  öX 

erit 


--  0, 


atque  rcliqua  functionum  /l,  f^,  . ..,  /„  Deterniinantia  partialia  /!,,  A^,  ...,  A„ 
in  ipsas  redeunt  quantitates  X,,  X.j,  ,  ..,  X^.^ 

Convenit  Propositiones  antecedentibus  inventas  ad  systemata  aequationuin 
differentialiurn  vulgarium  referre.  Proponatur  eniin  systema  aequationuni  diffe- 
rentialium  vulgarium 

dx  ;  dx,  :  dx,, :  ... :  d.e    =  X  :  X.:  X,, :  ...  :  X  , 
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eiusque  integratione  completa  facta,  pro  Consta ntibii,-;  arbitrarüs  adhiheaiitiü' 
valores,  quos  x^.  x^,  .  .  .,  x„  pro  x  =  0  induiint:  resokitione  deiiide  aequatiomitu 
integralium  erui  poterunt  vanabiliutn  x,  .r,,  ....  x„  functiones  illis  Coiistantibus 

arbitrariis  aequales.  qnae  ipsae  erunt  functiones  /,,  f.j f^,   in  Pi-opp.  I.  et 

II.  eonsicJeratae,     Generaliter  Integralia  fompleta  sint 

designaiitibus    «,,  a.^.  etf.   Constaiites    arbitrarias    quasciinque.    a    quibus    ipsat- 

/i!  /s)  ^tc.  vaCLiae  suppoiiuiitnr.     Qiionini  Integraluim  ope  expressis  .t,.  x.^ ;(■„ 

per  X  et  Constantes  arbitrarias  ri,.   et, a,,,    lit   spcuiidiim  formulas  (]e  Di'ti'i-- 

minantibus  functioiiallbus  traditas: 

A  =  j±i^'-.i^  ...IL  ^  i,  +  ±'  ._"'...  ±:i)  \ 

^^r■^      d.v^         öa:^  \  du^      da^         Sa    I 

Uude  foriniila  (4)   docet.    eognito    aequationiiin    differentialinni   viilgiu'inm 
propositarum  Midtiplicatore  aliquo  ,«,   sive  aequationiK  (3)  solLitiorie.   fieri 

designante  C  fiinctionein  Constantiiini  arbitrariai-uni.     Quotie.--  sunt  a^,  a.^ «„ 

valores  initiales  variabilium  ^,,  x^,  ....  x„,  ipsi  .r  =  0  respondeotes.  Determi- 
nans  fnnctionale,  in  laeva  parte  aequationis  antecedentis  collocatuni,  poiiendo 
a;  ^  0  in  unilatem  abit.  Quo  igitur  casu  Constans  C  ex  ipsa  fiX  eruitur  po- 
nendo  variabilium  x,  ^|,  .Cj,    ....  ;r    loco  valores  0,  «,,  «,,  ....  a„ 


....  ß„.    Kjasa  spe- 

ciali,  quo  Multiplicator  luiitatem  aequat,  e  Propositlone  11,  eruitur  sequens  prae 
ceteris  siniplex  Pi'opositio. 

Propositio  m. 

„Proponantur  aequationes  ditfereiitiales  vulgares  simultaneav.' 

-,-  =  X.      ~r-  =  X. -    '■    =  X  , 

m   quibus  sint    X,,  X.^,  ,  ,  .,  X„    tates    variabilium  x.  .r,,  .r,,.   ....  .v„   func- 
tiones,  quae  satisfaeiant   aequatioui 

öx,       dx^  dx 

Bj-'    '^üu-'~^ ^'~oc"     ^  '^' 

integratione    completa     expressis    x, .  x...   .  .  .,   a„    |jer    x    earumque    valores 

initiales  «,.  «j,,   .  .  .,   a„,   erit  non  tantuui  pro  x  =  U,   sed   pro   valore   ipsius 
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,f  iiidetiiiito 

"        öftj      da.,         Sa^ 

Qii;ie  licet  a  [iroposito  iiieo  aliena  utile  vldebatiir  obiter  itditotari?. 

Quo  rectius  intelligantur,  quae  snpra  monui  de  definienda  sokitioiie  / 
aequatioiiis  differentialis  partialis  (1),  sequentia  adlicio.  Sit  y  functio,  in  quam 
abire  debet  /  pro  aequatione  aliqiia  inter  variabiles  x,  x^,  .  .  .,  x^  data.  Si  w 
et  ipsa  aequationis  (1)  solutio  est,  erit  f  =  *f  functio  quaesita,  quaecunque  sit 
Ula  aeqiiatio.  Si  <f  non  est  aequationis  (1)  solutio.  fieri  non  debet,  ut  aequatio 
illa  ad  aliam  intei'  quantitates  /i,  /,,  ....  f„  revocari  possit,  sive  ut  ex  aequa- 
tione illa  ]ieti  possit  solutio  aequationis  differentialis  partialis 

'   ö«,  '  ax.,  "  dx^ 

Nisi  forte   eiusniodi   solutio  sit  singularis  seu    non    redeat    in  aequationein  inter 

quantitates  f\.  f^,  ■  ■  ■,  f„,  quo  casu  nihil  impedit  quorainus  t'unctio  /  definiatur 

ope  valoris,  quem  pro  data  illa  aequatione  induit.    Tnfra  autem  videbinuis,  pro 

aequatiarils  difterentialis  partialis  antecedentis  solutione  singulari  lieri 

8X        dX,  6X 

'7i y-— i H^-^  =  cx>, 

ubl  ipsae -X,  X,,  etc.  cum  a  factoribus  communibus  tum  a  denominatoribus  piir- 

•Xatae  supponuntur,     Ita  non  definiri  poterit  /'  ope  valoris,  quem  pro  x  ^  0  in- 
duit, ubi  pro.T=0  habetur  Z  =  0  nee  simiil  ^^=oo.     Quod  obiter  observo. 

§.7- 
MultipUcatoris  definitio  per  aequationeni  differentialera  vulgarem. 

Multiplicatorein,  quem  antecedentibus  per  aequationeui  differentialem  par- 
tialem  definivi,  etiam  per  foi-mulam  differentialem  vulgarem  definire  licet,  Quae 
nova  fonna  aequationis  prae  eeteris  indagando  Multipiicatori  apta  est. 

Primum  aequationem  differentialem  partialem,  qua  Multiplieatur  /t  defi- 
nitur,  sie  exMbeo: 


(1)     0=X 


ö/(         dfi                dfi        f  dx      ex,  dx 

„■+x   -^    H — hX  --5 — i-,'!l^ — \---^ — \ h  V--- 

ÖJ:  '    dx  "    dx  \  dx  dx  dx 


vel;  dividendo  per  ,u: 

dx  '      öx  "     dx  dx  öx  öx 
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Per  aeqnationes  autem   differeiitiales   vulgares,   quaruiii  fi  est   Muitiplicator. 

(3)     dx:dx^:,U,:...:d^^  =  X:  X^:  X,:  ...  :  X^ 
acquationem  praecedentem  bi-evius  sie  repmesentare  licet: 

^  •^  da:  öx  a^,  ^   ÖJ!^ 

Hiiic  poterit  aequatiotmm  diftei-etitialium  vulgarium  (3)  Muitiplicator  ju  ilefiiiiri 
ut  funcdo,  quae  solariim  aequatmmm  differenüalium  propositarum  (3)  ope,  nu/h 
in  auxilium  vocata  aequatione  integrali,  aequationi  (4)  satisfaeiat.  Quippe  quorl 
fierl  non  potest,  nisl  //  uhnticn  satisfaeiat  iieqtiationi  (2),  qua  Multiplicütor  tie- 
fin iebatnr. 

Sequitur  ex   antecedentibiis,    ad    investiganduin    Multiplieatorein    eircum- 
spiciendum  esse,  an  aeqiiationum  difi'erentialium  (3)  ope  contingat,   expi-essioni 
f  dX        dX,  dX  1  </*■ 

fbrtnam  eonciliare  alieuius  difterentiaJis  conipleti  dU.  Qui|)[)e  lioc  patrato  tit 
e  (4)  Muitiplicator: 

ff  Sx        Sx  fix  \  dx 

Hanc  indagandi  Miiltiplieatoris  methodiim  iiitVa  per  varia  exempla  illustrabo, 
in  quibas  integrationem,  quae  Multiplieatorein  suggerit,  videbimus  praestari 
posse,  aequationum  diffei-entialiuni  vulgarium  propositarum  nullo  Integi-ali  cog- 
nito.  Esse  tamen  potent  tbrmulae  (4)  usus  etiam,  ei  aequationes  difFeren- 
tiales  complete  int«gratae  sunt.  Tum  enim  formiila  (4)  docet,  formationi 
Determinantis  functionalis,  quam  determinatio  Multiplicatoris  requirebat,  sub- 
atitui  posse  Quadraturam,  minus  interdum  molestam.  Eteiiim  ope  integi-a- 
tionis  completae  quantitas  ipai  — jT^-  lequalis  per  solam  x  et  Constantes  arbi- 
trarias  exliiberi  potest,   uude   ipsum   log/*   per  Quadraturam  obtines: 


«0     log,.   =  ^-j-jf 


Ij:  l  SX         dX  dX 

-|--ä 1 h  3^- 


Post  integrationem  factam  substituendo  Oonstantibus  arbitrariis  variabilium  x, 
X,,  x^,  .  .  .,  x^  functiones  aequivalentes,  prodibit  ipsius  log,«  expressio,  aequa- 
tioni differentiali  partiali  (3)  satisfaciens. 

Post  aequationum  (3)   integrationem    completani    expressis  x^,   x.^,    ....  x„ 
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per  3:  et  Gonstantes  arbitranas  «i,  «<.)  ■  ■  ■)  ««>  ^t  secundmn  §.  pr. 

dx,      üx^         dw  C 

(7)    HS±^-^-^^kg^, 

designante  C  Constaiitium  arbitranarum  functionem.     Unile,  oinissa,  quod  licet, 

Constante,  e  formula  (6)  eruitur 

Sx       dx  dx  \         r  dx  i  SX         dX^  dX   \ 

C8)     i„g:j±-^.^...-g^  =  l„g-+J  — ^^  +  ^j--+...+-^j. 

Quae  formula  immutata  manere  debet,  omnibas  X,  X,,  ...,  X„  per  factorem  quem- 

cunque  communem  multiplicatis.    Quod  ut  pateat  observo,  per  aequationes  diflfe- 

rentiales  vulgares  propositas  aequationera  (4)  aucta  symraetria  sie  proponi  posse: 

ÖlogX 

Unde  e  formula  (7)  eniitur: 

]  rl  ShgX 

Si  in  hac  formula  simul  omnes  X,  X,,  etc.  in  factorem  comTnunem  f 
augetur  integrale  quantitate 

J  \     öx  öiB  '  dx^        ")        j      "  ° 


q.  d.  e. 

Si  in  formula  (8)  ponimus  Jf  =:  1,  prodit  Propositio  seqHens. 

Propositio. 
„Facta  integi-atione  compieta  aequatioiiiim   dtfferentialium  vulgariura 
dx,  dx„  dx 

dx  '■        dx  '  dx  " 

exhibeantur  a:,,  aj;,  .. ..  a.'„  per  a;  et  Gonstantes  arbitranas  «,,  k^.  . . .,  «^,  erit 
_  ^     dx^       dx^  dx^  /"/  dX^  dX„  dX^ 

J  \  i 


ölogX, 

-Jn, 

+  ■■ 

SlogZ, 

a«, 

'       S". 

= 

log 

C 

MX,  , 

5,-H 

■■■-f 

""'''■  i. 

d^, 

dx             " 

]iU, 


quantitate    sub   signo  iiitegrationis  et   ipsa  per  x  et  Gonstantes  arbitranas 
expressa. " 

V.  45 


Hosted  by 


Google 


354  THEORIA  NOVt  MUI.TIPJ.ICATORIS  SYSTEMATI 

Si  in  Pro[)ositione  antecedente  ipsae  «,,  «;,  .  .  .,  a„  designant  variabiliiim 
valores  initiales,  vaJori  x^O  respondentes ,  integrationem  iiide  a  valore  x=0 
fieri  oportet.  Ope  huius  Propoeitionis  vel  formulae  generalioris  (8)  (ieii  potest, 
ut  Quadratura  alias  satis  abscondita  eruatur;  sicuti  vice  versa  si  Quadratlira  in 
prOTVitii  est,  valor  inde  eruitiir  Determinantis  functionalis. 

Propositio  antecedens  primum  a  G\°  Liouville  tradita  est  in  Coniinen- 
tatione  „siir  la  vana.timi  des  comtantes  arbitraires'' ,  ipsius  Diario  Mathematico 
(Vol.  III.  pag.  342)  inserta.  Eadem  sequitur  e  formula  iam  supra  citata  D.  F. 
§.  9  (1),  loco  /,  /i,  etc.  sci-ibendo  .-c,,  x^,  . . .,  x„  atque  x  loco  a,  loco  x^,  x^,  etc. 
autem  «,,  a^,  ...,  a„,  Scilicet  est  ea  conseqiientia  lemmatis,  quod  circa  varia- 
tionem  logarithmi  Determinantis  loco  citato  dedi,  Habeantur  enim  n  systeinata 
aequationum  linearium  inter  n  incognitas  tti,  u^,  . , ,,  ^(„,  quae  systemata  iisdem 
gaudeant  CoSfficientibus  incognitaram  et  tantum  terminis  prorsus  constantibus 
inter  se  discrepent,  unde  etiam  oranibus  idem  erit  Determinans.  Denotentur 
in  k*"  aequationum  linearium  systemate  termini  constantes,  in  altera  parte  aequa^- 
tionum  positi,  respective  per  variationes  Cogfficientium,  quibus  in  singulis  aequa- 
tionibiis  incognita  it^  afficitur,  atque  e  primo  systemate  aequationuni  petatur 
valor  ipsius  Ml,  e  secundo  valor  ipsius  i^„,  et  itaporro:  omniam  horum  valorum 
summa  aequivalebit  variationi  logarithmi  Deteruiinantis.  In  signis:  sit  (■«,,)  valor 
ipsius  Uk  petitus  e  systemate  aequationum 


(10) 


(11)   („,)+(„,)_+...+(„.)__  _  diogj=t.;«:'. ..«(■>. 

Faeiainiis   iam,   in  acquationibns  differeiitialibus 

dx  '         a^  ^  a.«  " 

substitui  vanabiliuni  x,,  x.,,  .  .  .,  .c,  valores    per  x   et  Constantes   arbitrarias  «,, 

a.,,  .  .  .,  a,^  exhibitos,   qua   substitutione    prodire   debent   aequationes    identicae. 

Quas  si  ipsarum  «;  respectu  differentiamus.  obtinemus  7*«  huiusmodi  aequationes: 

dx^  (  dX,       dx^  dX^      dx.^  dX^      dx  1 

Ipsi    i  tribuendo    valoi'es    1,  2,  .  .  .,  n,    ex  aequatione   antecedente  prodeunt  ti 


%x+% 

'»,-1- 

■■-!-<  u^  =  üa'l. 

oW«,+of 

%.+• 

.■+«(")»,,  =  *«(■), 
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aequationes    lineüres,    in    quibus    habentuir   pro    incognitls  quantitates 


ipsi  quoque  k  valores  1,  2,  .  .  .,  n;  in  omnibusque  illis  aequationum 
systematis  incognitae  iisdem  gaudebunt  CoSfficientibus.  Hinc  si  in 
nibiis  (10)  ponirans 

"*' ""  "dir ' 

atque  variationibus  substituimLis  dififerentialia.   aequationes  (10)  abeunt  I 
tiones  (12),  unde  eruitur 

8X, 


-■^-—  (Ix, 

tribiieiido 

lineai'ium 
aequatio- 


ünde  e  (U)  sequitur 

f  5X,      ex. 


r/log^d 


da., 


qua  forinula  integrata,  Propositio  supra  trailita  obtinetii 


Aequsitioi 


dx 


pars  ]a«va  Multiplicatore  siio  efficitur  Determinans  functionale  completum.     Pro  solutione 
singulari  Jlultipücator  lit  infinitua.     Multiplicatorem  niliilo  aut  iiifiüito  aequando 
obtinetur  aequatio  integralis, 
Quemadmodum,  proposita  ima  plurium  variabilinm  functione,  distinguimus 
inter  differcntialia  eins  partialia,  in  quibus  variabiles  oinnes  pro  independentibus 
habentur,    et  differentiale    completum,    in    quo    omnes  ab  earuin    una  indeßmte 
pendent,  ita,  propositis  n  functionibus  n-\-m  variabiliuin ,    praeter  eai'um  Deter- 
minantia  partialia,   de  quibus  eupra  dixi,    in  quibus  variabiles  omnes  pro  inde- 
pendentibus habentur,  in  considerationem  venire  potest  Determinam  completum, 
quod  formatur  habendo  numerum   in  variabiliiim  pro  reliquarum  n  functionibus 
indefinitis.     Designantibus  A  et  B  Ipsarum  .x  et  y  functiones,  aequationem  diffe- 
rentialem 

dfieiiit  Kiik'i'us    seniper   in  taloni  duci  posse  Multiplicatorem,    iit  altera  aequa- 
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tlonis  pars  evadat  differentiale  corapletum  sive  difFerentiale  certae  functionis 
variabilium  x  et  y,  in  qua  y  pro  functione  ipsiiis  x  habetur  mdeßnita.  Similiter 
aequatio  differentialis  partialis 

CD   x-x,^-x,4f x|^  =  o, 

in  qua  X,  Xj,  .  .  .,  X„  designant  variabüium.  x,  x^,  . . .,  x„  funcliones,  semper 
in  talem  duci  polest  MultipUcatorem,  ut  altera  aequahonis  pars  evadat  Determinans 
functionale  completutn  sive  Determinans  certarum  nfunctionum  variabilium  x,  x^, 
x^,  ...,  x„,  in  quihtis  habetur  x  pro  variabilium  x^,  x^,  . . .,  x^  functione  inde- 
finita.  Functio  in  aequationem  (1)  ducenda  ipse  est  aequationis  (1)  Multiplicator 
supra  appellatus  et  antecedentibus  fusius  explicatus,  Unde  nova  nostri  et 
Euleriani  Multiplicatoris  similitudo  emergit  novaque  inter  Determinantia  func- 
tionaüa  et  difFerentialia  analogia. 

Demonstratio  Propositionis  antecedentis  sie  patet.     Desii^nantibuB  rursus 
/i;  fii  ■  ■  ■■>  fn  solutiones  a  se  independentes  aequationis 

supra  vidimus,  semper  dari  Multiplicatorem  M,  in  quem  ductac  ipsae  X,  Xj, 
,  .  .,  X^  evadant  fnnetionum  /j,  f^,  ,  .  .,  f„  Determinantia  partialia,  ita  ut,  po- 
nendo  pro  functione  /  indefinita 

dx      6x       öx  8x  dx  1  dx  "  6x    ' 


identice  sit 
Hinc  eruitur 


MX=A,     MX,  =A,, 


M\X^ 


(2) 


dx         -Y    dx  dx  ) 


■-A—A^^ -A.,^ A   ~ 

'     ÖX  -    OX„  "    O.T 


At  in  Commentatione  de  Det.  F.  §.  17  (6)  demonstravi,  siquidem  in  functionibus 
/,,  fi,  .  .  .,  f,,  habeatur  x  pro  variabilium  x^,  x^,  .. .,  x^  functione  indeiinita,  fieri 
f  df,\i  dL  \       (  dt\  dx  6x  da, 

Qua  in  formula  uncis  innui,  haberi  .r  pro  reliquarum  variabilium  x^,  x.^,  .  .  .,  x„ 
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futictione.  Scilicet  in  Determinante  functionali  (3)  substituendo  ipsarum  I  ^  '  1 
expressiones 

iiuituo  destrunntiir  termini  omnes,  in  quibus  inter  se  multlplicata  iiiveniuntur 
differentialia  partialia  -^ — ,  -^ — ,  etc. ,  ita  ut  horum  differentialium  non  nisi  ipsa 
expressio  linearis  remaneat,  quae  dextram  parteni  aequationis  (3)  constituit. 
E  (2)  et  (3)  sequitur  formula 

(  "fv^x  -JL-X.^! X  4P, 

Unde  ducta  aequatione  (1)  in  Multipüeatorem  eins  M,  altera  eius  pars  identice 
aequatur  Deterininanti  functionum  /,,  f^,  .  .  .,  f„,  in  quibus  x  pro  variabilium 
a;,,  Xj,  .  .  .,  x„  fiinctione  habetur  indefinita.     Q.  d.  e. 

Formula  (4)  inethodum  suppeditat,  ut  Lagrangii  appellatione  utar, 
syntheticam  ad  eruendam  aequationis  (1)  solutionem  generalem.  Nam  secun- 
dum  (4)  aequatio  (1)  identice  convenit  cum  sequente: 

Quoties  autem  f\,  [2,  .■-,/«  sunt  variabiliuin  x,,  x^,  .  .  .,  3'„  functiones  earinnque 
Determinans  identice  evanescit,  semper  et  sine  ulla  exceptione  inter  functiones 
/]?  fi!  ■-■,  f„  aliqua  locum  habere  debet  aequatio,  et  vice  versa,  si  qua  inter 
functiones  /,,  f^.  .  .  .,  f^  locum  habet  aequatio,  earum  Determinans  evanescit 
(D.  F.  §.  7).  Hinc  docet  formula  (5),  ut  ipsius  x  expressio  per  a:,,  x^,  , , ,,  a;„ 
sit  aequationis  (1)  solutio,  sufficere  et  posci,  post  eius  substitutionem  ipsas  /,, 
^s,  ...,/„  abire  in  tales  variabilium  x^,  x^,  ..  ..  x^  functiones,  inter  quas  una  quae- 
cunque  locum  habeat  aequatio.  Unde  vice  versa  dabitur  solutio  generalis  petendo 
fuuctionis  quaesitae  valorem  ex  aequatione  arbitraria  inter  /■,,  f.,,  . .  .,  f^  posita 

sive,  quod  idem  est,  obtinetur  aequationis  (1)  solutio  nibilo  aequando  solutionem 
quamcunque  aequationis 

(6)  :.|/+x.^+...+x-|L  =  o. 
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Haec  egregia  methodus  aequationem  difFerenttalein  partialera  (1)  afl  ((i)  rovo- 
candi  ciiiii  ea  convenit,  quam  olim  III.  Lagi-ange  tradidit  (Hi'st.  Ac.  Ber,  ad 
a.  1779  pag.  152),  ubi  primura  hanc  qnaestionem  aggressus  est.  Qiiae  prolixioi- 
quidem  videri  possit  methodus  quam  aliae,  quibus  ipse  Lagrange  aliique  postea 
usi  sunt;  qua  de  re  ipse  auctor  eam  ad  exemplum  tantum  trium  variabiliiim 
applicuit.  Sane  supponendo,  aequationem  inter  x,  x^,  .  .  .,  x„  quaesitam  certe 
unam  involvei-e  Constantem  ai-bitrariam  et,  eamque  aequationem  ipsius  a  i-e- 
spectu  resolutam  fieri  /"=  «,  aequatio  proposita  (1)  extemplo  ad  (6)  reducitur. 
Sed  eadem  ratione  omnes  quoque  inveniri  solutiones  a  Constantibus  arbitranis 
prorsus  vacuas,  non  ita  bene  per  alias  methodos  constat  atque  illam  Lagran- 
gianam.  Scilicet  aequatio  identiea  (4)  docet,  nullam  dari  exceptionem  solu- 
tionis traditae,  nisl  forte  exstet  solutio,  pro  qua  Multiplicator  M  evadat  inti- 
nitus.  Quodsi  igitur  more  consueto  solutionera  eiusmodi  exceptionalem  seu  quae 
generali  se  subducit  appellamus  siriijularem,  methodus  hie  tradita  rigorose  de- 
monstrat,  si  qua  exstet  aequatioms  (1)  sokUio  singularis,  setnper  eam  reddere 
Mtiltiplicalorem  aeqimtionis  infinitum.  Quod  novam  nostri  Multiplicatoris  simi- 
litudinem  cum  Euleriano  manifestat. 

Loco  aequationis  differentialis  partialis  (1)  consideremus  systema  aequa- 
tionum  differentialium  vulgarium  cum  ea  connexmn,  atque  systema  aequationum 
integi-alium  singulare  appellemus,  quod  e  eompleto  non  provenit  tribuendo  uni  plu- 
ribusve  Constantibus  arbitrarüs  valores  particulares  seu  unam  pluresve  relationes 
inter  Constantes  arbitranas  statuendo:  quo  facto  ex  antecedentibus  haec  eruitur 
Propositio. 

Propositio  1. 
„Propoiiaiitiu-  acq^uitiones  diffcrentiales 

ilx: ;  dx  : ... :  dx^  =^  X  ;  Xj  ;  , , .  :  X^ , 
eantmque  exstel  systema  aequationum  integralium  simjulare,  ii  —  \  Constantes 
arhit)'arias   involvens:    eiiminatis   Constantibus    arbitranis   e   n  aequationibxis 
integralihtts ,   prodit  aequatio,    quae  MultipHcatorem  systematis  aequationum 
differentialium  propositarum  reddit  infinitum." 

Ut  Propositio  haec  demonstretur ,  priraum  generaliter  ponamus,  aequa- 
tiones  integrales  datas  n  — 1  Constantibus  arbitrariis  affiei.  Quarum  aequationum 
ubi  n- — l  resolvnntuv  Constantium  arbitrariarum  respectu,  quod  semper  fieri  posse 
suppono,  harunique  vaiores  proveiiientes  in  n"  aequatioiie  integrali  substituuiitur. 
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obtinebitur  aequatio  a  Constantibus  arbltrariis  vacua.  E  qua  petatur  iinius  va- 
riabiliimi,  veliiti  x,  valor  per  veliquas  variabiles  x^,  x^,  etc.  expi'essus,  atque  in 
differentiali  eius 

,  dx     ,  d^      ,  dx      , 

dx    =    ^r Cte.-I ;;; 'IX.A 1 = (Ix 

sabstituantur  aequationes  differentlales  propositae 

(7)     dx:dx^:...:dx^=X:X^:...:X^; 
eniitur 

oXj       '        dx^      ^  ax^      " 

sive  ille  Ipsiiis  x  valor  suppeditabit  aequationis  diiferentialis  partialis  (1)  solu- 
tioiiem,  Scilicet  non  fit,  ut  aequatio  antecedens  ex  aliis  «  —  1  aeqaationibus 
integralibus  datis  fluat,  quippe  e  quibus  supponitur  non  deduci  posse  alteram 
aequationem  a  Constantibus  arbitrarÜs  liberarn.  Eritque  solutio  illa  aut  parti- 
ciilaris  aut  singularis,  prout  aequatio  a  Constantibus  arbltrariis  libera,  cuius  ope 
ipsa  X  per  reliquas  variabiles  expritnebatur,  in  aequationem  inter  quantitates 
/i)  fsf  ■  ■  ■)  A  redit  aut  non  redit.  lain  dernonstrabo,  etiani  systema  aequar- 
tionum  integralium  proposituin  iisdein  casibus  aut  particulare  aut  singulare  fore. 
Substituamus  enim  euin  ipsius  x  valorem  in  n — 1  aequationibus  integralibus, 
quariim  ope  Oonstantes  arbitrarlae  eliminabantur ,  simulque  in  functionibus  X^, 
X«,  .  .  .,  X„:  aequationibus  illis,  ut  n  —  1  Constantes  arbitrarias  involventibus, 
complete  integrantur  aequationes  differentiales 

(8)     dx^  :  dx^  ■  ...  :  dx^  =  X^:X^:,..:X. 

Unde  quibuscunque  aequationibus  integralibus,  n — ^1  Constantes  arbitrarias  in- 
volventibus, semper  haec  forma  conciliari  potest,  ut  earum  una  exhibeatur  una 
variabilium  x  per  reliquas  variabiles  x,,  x^,  etc.,  reliquae  n — 1  aequationes 
autem  sint  Integralia,  completa  aequationum  differentialium  (8),  in  quibus  ille 
ipsius  X  valor  in  functionibus  X,,  X^,  .  .  .,  X„  substitutus  est.  Ponamus,  aequa- 
tionem illam  a  Constantibus  arbitrariis  vacuam,  e  qua  valor  ipsius  x  petitus  est, 
redire  in  aequationem  aliquam  F  =  0,  designante  F  quantltatum  f^,  f.,,  . ,  .,  f„ 
functionem.  Designantibus  F,  Fi,  .  ,  .,  -f'„_i  earundem  /",,  f.,,  .  .  .,  f^  functiones 
a  se  iiivicem  independentes,  dabitur  aequationum  diiferentialium  propositarum 
(7)  integratio  completa  per  formulas 

(9)    F=c,    -F,  =«,,    .  .  .,    -?;_,  =  "„_!, 
designantibus  ce,  ti,.  etc.   Constantes    arbitrarias.      Ex    aeipiationc   F^a  petito 
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ipsiiis  X  valore  eoque    in    functionibus  F^,  F.,.  ... 
stituto,  evadunt 

^,  =  «,,     F,  =  a^,    .  .  .,    F^_ 

Integralla  completa  aequationum  differentialiain 

dw  :  ife„ : . , . ;  dx    =  X  :  X  : .. 


qnae  cum  aequationibus  differentialibus  (8)  supra  consideratis  conveniiint  pouendo 
a  =  0.  Unde  ponendo  a  ^  0  in  aeqiiationiim  differentialium  propositaruin  Inte- 
gralibus  eompletis  (9),  prodit  systema  aequationum  integralium  propositarum. 
Quippe  quae  redibant  in  aequationem,  qua  ipsa  x  exprlmitur  per  reliquas  va- 
rlabiles  et  quae  cum  aequatione  F^  0  conveniebat,  atque  in  aequationum  diffe- 
rentialium (8)  Integralia  completa,  quae  ex  aequationibus  F,  =  «,,  F<,  =  «s,  . . ., 
F^_,  =  a„_i  obtinentur,  eliminata  x  ope  aequationis  Ji"  =  0.  Unde  aequatio- 
nibus differentialibus  (7)  integratis  systemate  aequationum,  n  —  1  Constantes 
arbitrarias  involventium,  quotles  aequatio  eliminatione  Constantium  arbitrariarum 
proveniens  redit  in  aequationem  inter  ipsas  /j,  f.j,  .  .  .,  f„,  illud  aequationum 
integralium  systema  erit  particulare,  utpote  e  completo  proveniens  tribuendo 
Constanti  arbitrariae  valorem  particularem.  Hinc  vice  versa,  si  illud  aequa- 
tionum integralium  systema  non  est  particulare,  aequatio  eliminatione  n — 1  Con- 
stantium arbitrariarum  proveniens  non  redit  in  aequationem  Inter  quantitates 
/■,,  /'s,  ...,  /„,  Ideoque  solutlo,  quam  suppeditat,  aequationis  differentlalis  par- 
tialis  (1)  erit  singularis.  Cuiusmodi  solutione,  cum  secundum  antecedentibus 
probata  efficiatur  M  =  oo,  demonstratum  est,  quod  proposltum  erat,  quoites 
systema  oequationum  differeniiaHum  vulgar'mm  integretur  systemate  aequationum 
singulari,  numerum  Constantium  arbitrariarum  involvente  unitate  minorem  quam 
compktum  invohit,  Constantium  arbitrariarum  eliminatione  provenire  aequationem, 
qua  Multiplicator  systematis  aequationum  differentialium  abeat  in  inßnitum.  Et 
in  hac  propositione  supponitur,  quantitates  X,  Xj,  etc.  ita  a  denominatoribus 
purgatas  esse,  ut  earum  nulla  pro  lila  aequatione  integrali  seu  solutione  singu- 
lari infinita  evadat. 

Propositionis  antecedentis  alla  haec  est  demonstratio,  Integratione  com- 
pleta exprimantur  a;, ,  3^5,  ...,  .r„  per  a:  et  Constantes  arbitrarias  ß,,  (i^.  . . .,  ß„, 
Ponamus,  aequationibus  differentialibus  satlsfieri  posse  statuendo  /?,,  /?.,,  , . .,  ß„ 
esse  Ipsius  x  functiones;    sequitur  e  formula 

d^.  dar.  dx.  c'x 
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-X.  8x.  dw  dx.  8x. 

At  eliminando  quantitates  ß^,  (i^,  . . .,  [i^  sequitur  ex  aequationibus  ititegra- 
libus  [>0Rttis 

X  Bx, 

quippe    quod    prodire    debebat    poneiido   ß-,,  ß^,  . .  .,  ß„   esse   Constaiites;    illis 
autem  eliminatis  quantitatibus,  perinde  est  sive  constaiites  sive  variabiles  fLierint, 
Substitiiendo  aequationera    antecedentem   eruitur  pro    singulis    ipsius  /  valoribiis 
Sx.  6x.  8x. 

Ut  satisfiat  it  aequationibus,    quae  ponendo    i^  1,  2,  ....  n   ex    aiiteeedente 

fluunt,    neque  siinul    sit    dß^  =  dß-,  =  ■■■  =  dß„  =  0   sive  ß^.  ß., ß,„   Coii- 

stantes  sint,  evadere  debet 

dx,      dx,,         dx 

Quoties  poscitLir,  ut  fiinctiones  ß^,  ß^,  .  .  .,  ß„  involvaiit  n  —  l  Constantes  ar- 
bitrarias,  non  fieri  potest,  ut  aequatio  (11)  in  relationem  inter  solas  variabiles 
ßi,  ß'i,  ■■•,  ßn  redeat,  sed  fieri  debet,  ut  e  (11)  petl  possit  ipsius  x  valoi-  per 
Au  ßi,  ■•'■,  ß»  expressus:    quo  Substitute  in    quantitatibus  -kw- ,  habebuiitur  e 

(10)  n  —  l  aequationes  difFerentiales  primi  ordinis  inter  quantitates  /?i,  ß.^,  ...,  ß„, 
quibus  coraplete  integratis  prodibunt  n — 1  aequationes  inter  quantitates  ß^. 
ß-ii  ■  •  •,  Äi  '*  — 1  Constantibus  arbitrai-iis  affectae.  Quibus  n — 1  aequationibus 
iuneta  aequatione,  qua  x  per  ßj,  ßs,  .  .  .,  ß„  exprimebatur,  ipsarumque  ßj. 
ß^,  etc.  loco  substitutis  variabilium  x,  Xi,  ....  x„  functionibus,  quibus  per  inte- 
grationem  corai>letam  aequivalent,  obtinetur  systema  aequationum  integraliuui 
singularium,  n  —  l  Constantibus  arbitranis  affectum.     Fit  autem  seciindum  §.  G 

designante  C  quantitatum  ß^,  ß.^,  .  .  .,  /?,  functionem  atque  ju  aequationum  dift'e- 
rentialium  propositarum  Multiplicatorem.     Unde,  cum  supponatur,  aequationem 

(11)  non  redire  in  relationem  inter  quantitates  ß^,  ß^,  .  .  .,  ß„,  porro  ipsam  X 
non  infinitam  evadere,  sequitur  e  (11)  ft  ^  oo,  q.  d.  e. 

rv.  4G 
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Secimdura  ea,  quae  §.  7  tradidi,  Multiplicator  itf  systematis  aequationum 
differentialiHm  post  earum  integrationem  completam  factam  sie  enii  potest, 
Sint  nirsus  Integralia  completa 

/■,  =  «„  /,_«„  . . .,  /„=«., 

eorum  ope  exprimatur 

1  r  sx      ex,  ex„  i 

X  i  die  ö«j  dä;^    } 

per  X,  e,,  a.,,  .  .  .,  «,.     Qua  expressione  integrata  ipsius  X  respectu,  prodeat 

seciindum  §.  7  erit  Multipiicator 

^yCx,/,,/,,...,/-,)^ 

Haec  quantitas  ut  infinita  evadat  per  solutionem  seil  aequationem  integralem 
singularem,  hoc  est  per  solutionem  seu  aequationem  integralem,  quae  iion  re- 
deat  in  aequationem  inter  solas  quantitates  /j,  f^,  ...,  f„  (quod  semper  fieri 
vidimus,  quoties  omnino  eiusmodi  aequatio  singularis  exstat)  ex  ea  aequatione 
talis  provenire  debet  valor  ipsius  x  per  quantitates  f,.  f.j,  .  . .,  /„  expressus, 
quae  quantitatem  ^(x,  f\,  f^,  .  .  .,  f„)  reddat  infinitam.  k  fortiori  igitur  pro 
eo  ipsius  x  valore  infinita  evadere  debet  quantitas 

ciun  generaliter,  quoties  pro  certo  ipsius  x  valore  infinita  evadat  functio  aliqna 
<f(x),  pro  eodem  etiam  infinita,  evadat  functio  -^  vel  adeo  — f-~*)-  Supponimus 
autem,  aequatione  singulari  non  in  infinitum  abire  quantitatem  X,  unde  haec 
emergit  Propositio. 

Propositio  11. 
„Quoties  exstat  solutio  singularis  aequationis  differentialis  partialis 

pro  eadenx  fit 

dx      öx,  ax 

-^ — 1-^ — I — i--ä —  =  ^■'' 

öx  ox  ex 


*)  Demoiistrationem  hiiiiis  proposilionis  quivig  sibi  siipplere  potest. 
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Difficilius  videtur  solidis  argumentis  evincere  pi'opositionem  inversaiii, 
videlic;et  quoties  aequatio 

ex      dx^  dx^ 

suppeditet  aequationis  differentialis  partialis  (1)  solutlonem,  eam  fore  singitlarein. 
Neque  video,  solidaai  dari  demonstrationem  in  casu  elementari  aequationis  diffe- 
rentialis primi  ordinis  inter  duas  variabiles,  cum  in  demonstrationibas  passim 
traditis  minus  recte  supponatur,  functionem,  quae  pro  k  =  0  evanescat,  semper 
evolvi  posse  secunduin  ipsius  «  dignitates  positivas. 

Sub  finem  demonstretur  de  Multiplicatore  nostro  haec  gravissima  Proposltio. 

Propositio  III. 
„Quoties  aequatio  M^O  aut  M  ^  oo  est  aequatio  legitima,  semper  ea 
suppedüat  solutionem  aequationis  differefntialis  partialis,  seu  aequationem  inte- 
gralem systematis  aequationum  differentialium.  vulgarium,  cuius  M  est  Multi- 
plicator. " 

Sit  M  aut  -j-7-  aequale  functioni  u,  ita  ut  aequatio  ^t  =  oo  alterutrani 
signiiicet  aequationum  M^  0  aut  --j^  =  0.  Eam  aequationem  legitimam  dico, 
si  eins  ope  quaeque  variabilium,  quas  continet,  determinatur  ut  functio  reli- 
quarum,  eiusque  differentialia  quoque  prorsus  defiiiiantur  differentialibus  reli- 
quarum  variabilium.  Statim  patet,  non  esse  legitimam  aequationem  «  =  oo,  si 
est  u  =  \;  sed  eo  dicendi  modo  etiam  non  erit  legitima  huiusmodi  aequatio 
— =  0,  quippe  qua  non  definitur  y  ut  ipsius  x  functio,  sed  enunciatur  tantum, 

x-\-y  esse  functionem  quamcunque  per  Constantem  infinite  magnam  multipli- 
catam;  neque  definitur  ipsius  i/ inerementum,  quod  capit,  ubi  x  in  x-{-dx  abit, 
cum  aequatio  x-\-y  ^  oo  salva  maneat,  s\.  x  et  y  incrementa  quaecunqiie  a  se 
independentia  capiunt.     Addo,    si  ex  aequatione  u  =  oa  fluat  variabilis  x  valor 

per  Xi,  x^,  .  .  .,  x„  expressus,  fractiones       ■  -  : -— -   per  aequationem  u  =  oo  in- 

finitas  evadere  non  posse,  cum  negative  sumtae  aequentur  differentialibus  par- 
tialibus  functionis  variabilium  ic,,  X2,  . .  .,  x„,  cui  x  aequalis  invenitur.  His  prae- 
paratis,  propositio  tradita  sie  patet.  Secundum  aequationem  differentialem  par- 
tialeni,  qua  31  definitur,  sequitur  ex  aequatione  u  ^  (x> 

46* 
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(12) 


3,1 


— X 

8j; 

-X. 

3*. 

sx 

ex 

-+■ 

■•+ 

"S7 

lam  si  SLipponitur,  uti  supra,  aequatioiie  u  ^  qo  nullam  quantitatum  X,  Xj,  . . .,  X„ 

...  .  .  .  öX.      8\c,gu 

irifinitam    reddi,    quaelibet    quantitatum    ad    dextram     „    '  : — p- —   pro  !s  ==  oo 

evaiiescit.  etsi  -^— '-  pi"0  ^(  ^  oo  mfinitum  fiat.     Quod  sufficit  probare  de  qiian- 

dX,      ölogM  ,       du       du 

titate  ^i; — : — TT--  ■,   cum  tractio  —, —  ;^r —  valorem    nnituin  habeat.      (generale 
ox^         ox^  öx.      öx 

aiitem  habetur  lemma,  cuius  demonstrationi  difficultatibus  non  obnoxiae  hie  bre- 

vitatis  causa   supersedeo,    si   hinae  fnnctiones  pro   certo  variabüis   valore  altera 

mßnita  fiat,  altera  finita  maneat,  prioris  difei'entiak  pro  eodem  variabilis  valore 

infinite  maius  /ore  quam  posterioris  differentiale.     Petendo  autem  ex  aequatione 

u  ^  oo  valorem  ipsius  x^,  pro  eo  ipsius  x^  valore  secundum  suppositionem  factam 

X  finita  manet.  dum  logM  mnnitus  evadit,  unde  tractiones  — -s—  : — ^ ideoque 

BX,         SlogM  TT      n        ' 

etiam  l'ractiones  —pr, — : — 7< pro  ?f  =  oo  evanescunt.     Unde.  evanescente  aequa- 

öa:.  ax       ^  ■' 

tionis  (12)  parte  dextra,  aequatio  7t  =  co  giippeditat  aequationis  differentiaHs 
partialis  (1)  solutionem,  ideoque  etiam  aequationeni  integralem  systematis  aequa- 
tionum  difFerentialiuin  vulgarium  (7). 

Notione  aequationis  legitimae  supra  propositae  solvitur  paradoxen,  quod 
in  tbeoria  integrationum  singularium  obvenit.  Constat  enim,  rarissime  aequa- 
tiones  differentiales  gaiidere  integrationibus  siiigulaiibus.  At  methodus  Lagran- 
giana  quandam  prae  se  fert  generalitatis  speciem,  qiiae  in  errorem  inducere 
possit,  ac  si  de  quavis  integratione  completa  deducere  liceat  singularem.  Sei- 
licet  111.  Lagrange  de  aequationibus  y  =  f(x,  a),  -J-  =  0  ipsam  a  eliminare 
iubet;  at  in  rarissimis  casibus,  quando  y  =  f(x,  a)  est  aequatio  integralis  com- 
pleta, Constante  arbitraria  «  affecta,  fit  -^  =  0  aequatio  legitima,  qua  sola 
hie  uti  licet.  Idem  ad  methodum  valet,  qua  supra  de  systemate  aequationum 
integralium  completarum  deduxi  aequationum  integralium  singularium  systema, 
(juod  numerum  Constantium  arbitrariarum  unitate  minorem  implicat. 


Hosted  by 


Google 


AEQUATIONUJI  DIFFKÜENTIALIUM  YULGARIUM  APPLICANDI. 


Caput    s  e  c  n  n  d  LI  m. 

De  usu  novi  Multiplicatoris  in  aequationibiis  diflerentialibus 
integraiidis.    Principium  Ultimi  Multiplicatoris. 

5.9. 

De  Miiltiplieatorc  aequatioiium  difterßntialium  ti'ansformatai'uni  e  propositariim  derivando. 
In  aequationibus  differentialibus  propositis 

loeo  variabüium  3;,  x,,  .  .  .,  x„  aliae  intvoducantur  w^  w,,  .  .  ,,  w„,  quae  sup- 
poniintur  datae  variabilium  x,  .t^,  ...,  x,  fiinctlones  a  se  independentes,  unde 
etiam  x,  X,,  .  .  .,  x„  erunt  quantitatum  lu,  iv,,  .  .  .,  lo,^  fiinctiones  independentes. 
Cum  fiat 


dw.  =      —'-  (te-j — 


'-  (Ix  -\ i--ä— -  ^^„> 


sequitiir  ex  aequationibus  (1): 

(2)     dio:diü^:...:dw^  =    W :  V[\  : 
ponendo 

ubi  zl  faetor  adhuc  indeterminatus  sit.     Porro  fit 


öf  ■ 


dx. 


K  dw  J   dx. 


siqiiidem  uncis,  quibus  includimus  differentiaiia  partialia,  innuimiis  functiones 
differentiaiidas  per  uovas  variabiles  wj,  lOi ,  . . , ,  w„  exhibitas  esse.  Anteeedente 
fbrmula  substituta  et  advocata  (3),  sequitur  pro  qiiacunqiie  functlone  f: 


.df_ 


S1 


(4) 


•-^■-^ 


A^y<%y-^<^\ 


Aequationitm  (1)  Maltiplicator  M  definiebatur  aequatitme 


(      öt  öf 


■•+x 


a/i 


.  s/    a/, 


SImiliter  datiir  aequationiim  (2)  Multiplicator  N  per  formnlam 
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'M  --(i-)(4)-(^)-  " 

At  secimdum  propositlonem  notain  (De  Deterin.  Finict  §.  11  Pi'op.  IL)  fit 
(  ,^Sf      Sf,         df. 


I  3»       3«;,        Si. 

■  &"■  a.r, 


(1-)(>1-I^1---^ 


Unde  e  (4),  (5)  obtinetur  pro  quacunque  functiooe  f: 


(8) 


a.«    a«.-,      a».  ,  .  /  a/  -i /-  a/,  -i     i-  s/.  i 


_!L](^       _ 

■  dx  '  öj:,  ■■■  a«.  ".^  \  du-  J\a<üJ'"\dv, 

Quam  fornuilam  comparando  cum  (6)  sequitui-,  ^wWto  in  formnja  (3) 

[Det.  Funct.  §-9(3)],  ß,eri   N  =  M,    sive  aequationum  differenticdimn  proposi- 
tarum  (l)  atqti£  transfoi'viaiarum  (2)  eiindem  fore  Multiphcaiorem. 

Servando  factori  J  valorem  (9),  cum  sit  idem  M  aequationum  (1)  et  (2) 
Multiplieator,  fit  e  pi-oprietate  Multiplicatoris  fundamentali 

I  äx  '   öx.  "   ox 

(10) 


CU) 


1  ax 

ax 

V  8iv  ) 

-.(1^ 

..fl'SW'X 

/•aw. 

fdW  \^ 


At  ponendo  M  pro  fiinctione  indefinita  f  in  foi'mula  (4)  fit 

Unde  de  aequatione  (l  l)  per  J  divisa  detrahendo  aeqiiationem  (10)  et  dividendo 
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per  M  eruitiir : 

ex         6X,  ex  i  ((  dW\       /■6W\  /^W\^ 

Quae  est  formula  memoratu  digna,  in  qua  X,  X,,  ,  ,  .,  X„  sunt  functiones  quae- 
cunque,  ipsae  autem  z/,    W,    W,,  . .  .,    W„  formulis  (9)  et  (3)  definiuntur. 

Si  qimntitates  W,  W^,  etc.  per  factorem  commiinem  z/  divtdimus,  per 
eimdem  multiplieandus  erit  aequationum  (2)  MiiltipHcator.  Unde,  si  deiinimus 
quantitates    W;  formula 

3w.         dw.  dw. 

aequationum  differentialium 

,hr:dw   ■....:  dw    =    W :  W,  :...:  W^ 


erit  MultipUcator  J.M.     Ponamus 

potenint  aequatlones  diffei-entiales  (1)  sie  proponi: 
dv  dx. 


unde  sequitur 


e-iv.  dw. 


Aequationum  (1)  MuUipUcatorem   in  seqnentihus  ctiam  appellabo  MuÜipli- 
catorem  aequationum  (13).     Unde  antecedentibus  inventa  sie  poterunt  enunciari: 

Propositio  T. 

„Designantibus    X,  X^,  . . .,  X^   variabiliuni   x,  .t,,  ...,  x^  functiones 

quaslibet,  proponantur  aeqnationes  differentiales 

dx  da;,  dx 

-i-  =  X,     ^  =  X,     .  .  .,     -    -"-  =  X  , 
dt  'dt  '  'dt  "' 

quarum   sit  M  Multipiicator;    in    quibus    aequationibus   ipsarum  x,  x^,  ete, 

ioco  aliae  introducantur  variables  w,  w^,  ...,  w„;   quo  facto  si  obtinentur 
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aequationes  differentiales 

dw  dir,  dw 

(14)     -j—  =  W.     — -'-  =  W,,     .  .  .,     -3-^  =  W  , 

^     ■'      dt  'dt  "  'dt 

harum  aequationiun  Multipiieator  erit  A.M,  posito 

1  (  ^^  \  (  ^^1  ' 


dw    a>i-       du; 

^^f: ,_ i " 

dx        6x  8a; 


öx   \/  ö^j  \ 


Ubi  rursus  quantitates  Wf  forinula  (3)  definimus,  fbrmulam  (12)  sie  pro- 
ponere  licet. 


u\,  ponendoque 


Pr. 

OpO 

Sit 

io 

IL 

„Ipsaram  x,  x, , 

,  .r„  ioco  intrc 

idueendo  w, 

5  h 

Sir, 

a» 

dz 

=    VH, 

'l}i 

■&; 

'""^K 

ex  aequationibus  differentiaiibus 

d.e 

=  X. 

dx^ 
~di' 

-  = 

z, 

d 
■  ■  ■'    1/ 

proveiiiant  s 

iequeiite; 

d>r 

"dV  '' 

=  H' 

dv^ 
dr 

-  = 

W 

.  .  .,     ^^ 

erit 

f  dx      ex, 

-A \- 

^K 

-j.= 

{(- 

dW  \ 

+1  a„- 

In  antecedentibus  siipposituin  est,  neque  ipsas  X,  X,,  etc.  implieare  va- 
riabilem  t  neque  eam  variabilem  afiicere  relationes,  quae  inter  variabiles  pro- 
positas  X,  Xj,  . . .,  x„  atqae  novas  ic,  ti\,  ...,  tP„  int-ercedunt.  Si  quantitates 
X,  Xi,  etc.  praeter  variabiles  x,  x^,  etc.  ipsa  quoque  t  afficmntm;  aeqiiatimium  (13) 
Mtcitipiicatorem  eimdem  dicere  placet  atque  aequattonum 

(15)     di:d.v:dx^:...:dx^^  ==  1  :  X:  X^; ...  :  X^. 
Designantibus   x,  x,.   etc.   ipsarum   t,  lo,  u\y  . .  .,  it\,    sive    w,   Wj,    etc. 
ipsarum  t,  x,  x-^,  ...,  x^  functiones,  ponamus  rureus,  ex  aequationibus  differen- 
tiaiibus (13)  vel  (15)  sequi  aequationes  (14)  sive  aequationes 
(10)     dt:d>r:dw^:...:dH-^  =  1:  W:  W\:...:  W^, 
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atque  aequationum  (15)  Multiplicatorein  esse  M,  aequationum  (16)  MiiltipH- 
catorem  ^.M.  Quibus  statutls,  secimdum  anteeedentia  ad  rtH-2  variabiles  ara- 
plificata  erit 


\  dw,  )       \  dw 


Sed  habetur  \-ßr)  =  1,    ("^ — )  =  0,  unde 

Hinc  sequitar,  Propositionem  I.  ad  eum  quoque  casum  valere,  quo  quantitates  X, 

X^,  etc.   atque  functiones  novis  variabüibus  aequandae  u-,  w,,  etc.  praeter  ipsas 

X,  x,,  etc.  variabili  t  afficiuntur. 

Si  tantum  pro  parte  variabilium  aliae  introducuntur,    ipsius  z/  expressio 

simpllcior  evadit,     Propositis  enim  aequationibus  (13) 

dx  dx.  dx 

-^~  =  X,     -~'-=^X, —^  =  X. 

dt  'dt  '■  dl 

quarum  est  M Multiplicator,  si  tantmn  loco  variabilitim  x,  x^,  . .  .,  a;„  aliae  intro- 
ducuntur w,  Wi,  .  .  .,  ?f^,  ita  ut  aequatioiies  differentiales  transfonnatae  fiant 

dw  dw,  dv; . 

dt  '  dt  >'  dt  ■"' 


dt             '  -"+''          dt                !'+'' 

jt 

n> 

harum  Muitiplicator  J.M,  posito 

— {^)(^r)-(^)- 

i 

3zh 

'  du> 

Öa, 

'^"3w^ 

'&r 

Sj^, 

"^ 

sieuti  ex  expressione  generali  ipsius  z/  patet  ponendo  w^+i^x^^i,  tv„_^^  =  x^,^^,  etc. 
Quae  formulae   variis  applicationibus   idoneae  sunt. 

§.  10. 

Muitiplicator  aequatioaum  differentialium  ope  latogralium  completorum  reductarum  e 

Multiplicatore  propositarum  eruitur.     Pro  reductionibus  diversia  Multiplicatores  alii 

de  aliis  deducuntur. 

Per  formulas  §.  pr.   traditas  facile  solvitur  quaestio,   si  aequationum  dit- 

ferentialiuni 

(1)     d^:dj^^:...:d.v^^  =  X:X^:...:X^ 

IV.  47 


Hosted  by 


Google 


370  THF.ORIA  XOVI  JfUr/riPtJCATORIS  SYSTEMATI 

inventa  siiit  m  Integralia 

designantibus  a,  «j,  ...,  «,„_,  Constantes  arbitrarias,  aequationum  diffei-entialium 
ope  illorum  Integralimn  reductarum  Muitiplicatorem  e  Multiplicatore  proposi- 
tarum  investigandi.  Sint  enim  lo^,  w„^,,  ....  w„  aliae  variabilium  x,  x^^  . . .,  x„ 
functiones  a  se  ipsis  et  ab  ipsis  lo,  Wi,  .  .  .,  'U},„_^  independentes,  inter  quas 
propositum  sit  aequationes  differentiales  exhibere  reductas.  Poterunt  w;,  «;,,...,«'„ 
ipsarum  x,  x^  .  .  .,  x^  loco  pro  variabilibus  in  calculum  introduci.  Quo  facto 
secHndum  §.  pr.  abeunt  aequationes  differentiales  vulgares  (1)  in  sequentes: 

siquidera  statuitur 

(      dii\  oic.  8w  1 

Poiiendo  factoi'em  z/,  quem  ex  arbitrio  deterniinare  licet,  fier'i 

r  6x  \  C  6^,  \      f  ox  \                          1 
(5)    ^  =  ^±   --.---   U-'----^—= ^ ^ -. , 

"^ "~"  ö«       dx^         8x^ 
vidimus    §.  pr.,    Multiplicatorem    aequationum    differentialium    propositarum  (1) 
eiindem  evadere  atque  Multiplicatorem  aequationum  transformatarum  (3).    Unde, 
designante  M  aequationum  (1)  Multiplicatorem.  identice  erit 
(d(MW)\      {  d(MW.')\  {  d{MW\\ 

(«  (-V^)+(^,r^)+-+(~V  )  =  "' 

qua  in  formula  M,  W,  IF,,  ....  W,,  per  variabiles  w,  w!,,  .  .  .,  w„  expressae 
finguntur.  At  cum  sint  (2)  aequationum  differentialium  (1)  Tntegralia,  scquitur, 
esse  V7,  Wi,  ...,  w;,„_,  soiutiones  aequationis  differentialis  partialls 


IL^T  ^^...^x  M^ 


-+x,-^+...+x-Si-  =  o, 


unde  patet  e  formula  (4),  identice  fieri 

(7)     W=0,     W^=0,    ....     vr_,  =Ü. 
Unde  aequatio  (6)  in  hane  reducitur; 

In  aequatione  antecedente  expressae  sunt  ü/Tl'^,,,  üf  TF,,,.,.,,  etc.  per  w,  u-^,  .. 
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sed  differentiationes  partiales  solarum  w,„,  ic,„_f_,,  ....  w„  respeeta  transiguntur. 
Unde  in  aequatione  praecedente  ipsis  w,  Wi,  ...,  w^_i  substituere  licet  Coii- 
stantes  arbitrarias  aequivaleiites  a,  a,,  . , .,  a,„_i.  Idem  si  facimus  in  aequa- 
tionibus  differentialibus  (3),  obtinemus  aequationes  difFerentiales  per  inventa  Inte- 
gralia  (2)  reductas 

(9)  dw^^  :  dw^_^^^  :...:  dw^  =  PK,, :  W^^_^^  :...:  W^, 
in  qaibus  sunt  W„^,  W^m+i,  ■  •  -,  W^  ipsarum  ic„,,  if,„+i,  .  .  .,  w„  et  Constantium 
arbitrariarum  a,  «i,  .  .  .,  «„,_,  functiones,  in  quas  quantitates  (4)  per  inventa 
Integralia  (2)  abeunt.  Simulqtie  docet  aequatio  identica  (8),  ipsum  M,  per  w„,, 
w;„,+i,  ,  .  ,,  v}„  atque  a,  «,,  .  .  .,  «,„_,  expressum,  fore  aequationum  quoque  re- 
duct-aruni  (9)  Multiplieatorem. 

Antecedentibiis  valores  quantitatuiii  TF;  per  talem  factorem  A  multipli- 
cavi,  ut  aequationum  differentialium  (1)  atque  (3)  Multiplicator  M  idem  fiat. 
Si  in  formulis  (4)  hunc  factorem  omittimus  sive  omnes  quantitates  W^  per  fac- 
torem J  dividimus,  ipse  M  per  eundem  multiplicari  debebat,  sive  aequa- 
tionum (3)  vel  (9)  Multiplicator  poni  debebat  A.M  (§.  9).  Quod  si  facimus, 
antecedentibus  inventa  sie  proponere  licet. 

Propositio  I. 
„Aequationum  differentialium 

dm  :  dm^  :  ... ;  dw^  =  X  :  X^:  ...  :  X^, 
qiiarum  sit  ü/ Multiplicator,  inventa  sint  m  Integralia 
w  ^  ß,     M!j  =  ß, ,     ....     '^,„_,  =  a,,_,, 
quorum    ope    variabiles   x,   3:,,   .  .  .,  a'„    omnes    exprimantur   per   Cotistantes 
arbitrarias  ci,  «, ,  ,  .  . ,  tf„,_i  atque  variabilium  x,  ^c, ,  ....  x„  functiones 


ponendü 


du:  dw.  dw 


dabuntur  inter  variabiles   vc,,,,   «?„,4.,,   .  .  .,   w„  aequationes  differentiales 
dw^^ :  dw_^^^^  :...:  dw^  =    IT,,  :  IK,,,_^,  : . . . :  W_^, 

harumque  Multiplicator  erit 

J.M, 

47* 


Hosted  by 


Google 


372  THEOKIA  NOVJ  MUI.TiPI.lCATORIS  SYSTEMATI 

siqnidein  ponitur 


^± 


dx  dx, 


du- 


Qtiae    est   Propositio    in    theoria    Multiplicatoris    fimdamentalis.      Deter- 
minans  iriversum,  quo  /J  exprimitur,  sie  quoque  scribi  potest: 

l""        dx       dx^         dx^  j     ' 

cum   permiitatione  functiormm   w,  w,,  etc.    välor  Deterrainantis    tantiim  signum 
mutare  queat,  quod  hie  non  curamus. 

Pro  ipsis   w„,.   V!,„_^.,,   .  .  .,   tt\  etiam  n  —  m-l-1  quantitates  e  numero  ipsa- 
rum  X,  X..  .  ,  .,  .-r,  sumere  licet.     Si  statuimus 


f  Sx       ^,\/  dx       ^-\        f     Öx       \ 


fit 

(10) 

I  -i^-±- 

Porro  e  (4)  obtinetm- 

»',,_  =  X,     W^^_ 
Hinc  eruitui'  haec  Propositio. 

Propositio  IL 
^Aequatiotium  dififerentialium 

dx:dx^  :  ...  ■  dx^  =  X  :  X^:  ...  :  X^, 
qnarum   M  est  Multiplicator,  inventis  m  Iiitegralibiis 


W  ■■ 


si    exhibentur    a;„_,„^.,,    *:„_,„_,_£,    .  ,  .,  x„    per  x,  x^,    .  .  .,  x,^^    atque    Con- 
stantes  arbitrarias  a,  a^,  .  .  . ,  cc,„_i ,  aequationum  differentialium  reductaruin 

(ij; ;  f/.B|  : ...  :  dx     ^    ^X:X:...:X_ 
evadit  Multiplicator : 
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(                   5w;                   dv3  dw        ■)"' 

=  M\2±.    --„ ■  ^ ^ ■■-    ■->,■'"--       -" 

Si  eaedem  aequationes  differentiales  propositae  per  diversa  Integralium 
systemata  reductintur,  Multiplicatores  diversorum  aequationum  differentialium  re- 
ductarum  systematum  ex  eorum  uno  deduci  possunt.  Qua  in  re  semper  sup- 
ponitur,  umimquodque  Integrale,  quod  reductioni  inservit,  siia  affici  Constante 
arbitraria,  ideoque  aequationes  differentiales  reductas  omnes  ingredi  Oonstantes 
arbitrarias,  quibus  Integralia,  quorum  ope  reductio  effecta  est.  afficiuntur. 

Sint  enim  rursus  Integralia  reductioni  adhibenda 

atque  aequationes  differeutiales  reductae,   intof  variabiles   «'„,,   ^t■,„^.|.   ....   w„  ex- 

hibitae. 

(11)     o'(t',„  :  rf«-^,,_^,  ;...:(/«■„  =-    W„  :  H';__^,  :  ...  :  W^, 

Eaedem  aequationes   differentiales  propositae  (1)   ope  Integralium 

redueantiir  ad  has,  inter  variabiles  m^,  7f(._^,,  ....  v^  exhibitas: 

(12)     du^:du^^^:...:du^=    Ü^:  l\_^^i ...:  U^. 
Sit  M  Multiplicator  aequationum  differentialium  propositarum,  sint  respeetive  jV 
et  Ä"  Multiplicatores    aequationum   differentialium  reductaruin  (11)   et  (12):    erit 
secundum  Prop.  I. 

(13) 


^'="\^^tr 

Sa, 

"~dv 

■i=M\^±^- 

a«, 

s». 

Stt-, 

■  &,  ■ 

(14)       a:=  A'-  — 


6u      ÖMj         du^ 


Quae   Ibrmula  suppouit,    in   aequationibus    differentialibus  reductis(ll)  et  (12) 
ita  definiri  (piantitates   differentialibus  proportionales,   ut  fiat 
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Si  ipsae   w;,  iv-^,  ...,  w„  per  ii,  ti^,  .  .  .,  m„  expi'iinuntiir,   formulam  (14)   notae 

Propositionis  beneHcio  (D.  F.  §.  10  (5))  concinnius  sie  exhibere  licet: 

dw      dw,         dw 
(15)     A-=A-±^.^...^. 

Quae  formula  generalis  duos  amplectitur  casus  particulares,  alterum,  quo  aequa- 
tiones  differentiales  proposttae  per  eadem  Integralia  redueuntur,  sed  reductae 
inter  diversas  variabiles  exhibeiittir,  alterum,  quo  per  divei-sa  Integralia  reductae 
inter  easdem  variabiles  exhibentur. 

Etenim  ponendo  k  =  m  atqiie 

sequitur  e  (15),  si  eaedem  aeqiiationes  differentiales  propositae  per  eadem 
Integralia 

redueantiir  ad   }i  —  m  aequationes    differentiales    inter    n  —  7n-\-l   variabiles  k',„, 

w-Wi)   ■  ■  ■■   W'„  vel   ad   alias   inter  variabiles  M,„,   w,„_^i,   .  .  .,  ^*„,   iierl 

dto        dw    , ,         dw 
(If.)     A-  =  A-±^.^...^, 

ubi  wi„,  w„+,,  .  .  .,  w„  expressae  supponuntur  per  variabiles  m„,,  m„^.i,  .  .  .,  "„ 
atque  Constantes  arbitrarias  ß,  «, ,  ....  «,„_, . 
Si  vero  rursas  k  =  m  atque 


vel  si  aequationes  differentiales  propositae  per  hoc  m  Integralium  systema 

aut  per  hoc 

redueuntur  ad  n  —  m  aequationes  differentiales  diversas  inter  easdem  n^m-f-l 
variabiles  w,„,  «>„,+,,   .  . .,  u\:  abit  formula  (15)  in  hanc: 
öw     dw,        dw    , 

(17)  i^=A-±^.^...-g^, 

siquidem  in    formando  Determinante    functionali    supponitur   express^    esse  tv, 
W|,  .  . .,  Mi„,_,    per    variabiles    iv„^,  m',„+i,  .  .  .,   u\    atque   Constantes    arbitrarias 
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§.  11. 

Principium  ultimi  Multiplicatoris  sive  quomodo  coguito  Multiplicatore  systematis  aeqiiatioiium 
Differential ium  vulgarium  ultima  integratio  ad  Quadratuias  revocatur. 

Propositionum  I.  et  IL  §.  pr.  prae  ceteris  memorabilis  est  casus  m  =  n^l, 
quo,  Omnibus  praeter  uimm  inventis  Integralibus,  una  integranda  restat  aequatio 
differentialis  priini  ordinis  inter  duas  variabiles.  Eo  casu  Multiplicator  aequa- 
tionis  differentialis  reduetae  redit  in  Multiplicatorem  Eulerianum,  qui  eam  per 
se  integrabilem  reddit  sive  ad  Quadraturas  revocat.  Unde  ponendo  n  =  m  —  l 
e  Propp.  I.  et  IL  §,  pr.  memorabUes  prodeunt  Propositiones,  qiiae  noviim  con- 
stituunt  principium ,  e  quo  Calculus  Integralis  band  pariini  incrementi  capit. 
Quod  principium  ultimi  MultipItGatorts  appellare  coiivenit. 

Propositio  L 

„Fropositis  iiequatioaibus  differenüalibus 

dx :  dw^  •....:  dm^  =  X:  X^: ... :  X^^, 

haheatur  Multiplicator  M  sive  solutio    quaecunque    (icquatioim   differentialis 
partiali'i 

d{MX)         a(iV/X,)  3(^ViXJ    ^ 

porro  inventa  sint  IntegraUa  praeter  unum  omnia 

w  ^  a,    tüj^=^a^,     -  -  .,     ■«'^_3  =  (E^_2 ' 
designantibus  a,  etc.  Coiistantes  arbitrarias,  quibus  ipsae  functiones  w,  w^,  etc. 
non  a/ßciantur;  simitis  ex  arbitrio  duabus  ipsarum  x,  x, ,  . . . ,  x„  ßinctionibus 
w„_i,  «;„,  ßat 

dw, 

erit  ultimum  Integrale 

'  M\  Wdw„_ 


f: 


dw      ßw, 
dx       8x 
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Propositio  11. 
„Inventis  aequationum  differentialium 

dx  ;  dx^  ■....:  do!    =  X  ;  X^  ;  . . . :  X 
IntegraUbtis  praeter'  unum  omnihm 

w  ^  a,    u'j  ^  ßp     .  .  .,     «"„„a  =  «^_^, 
ac  designanie  M  so/utionem  quamcunque  aequationis  diffei'entialiti  partiulis 
8{MX)         d(AfX^)  S(MXJ 


a-t     ^     a»,     ^ 

ää,. 

<ixp7'i>miniur 

■r.„     .,,,     .   .  .,     X,,      X, 

X,,     M 

per  X  et  Xi  (Uque  CoiisUmtex  arhärmias 

erit  ultmui  aeguado  intef/ra/k 

f          i(|X,(ii— JdtJ 

__ 

/              dw      dw.         dw^  ^ 

-*  d^,  ■  d^,  ■■■   a« 

In  duabus  Propositionibus  antecedentibus  quantitas  siib  integrationis  signo  po- 
sita  evadit  differentiale  eompletuin,  ubi  expressiones  in  bina  differentialia  ducta 
per  easdem  duas  variabiles  exhibeittur,  inter  quas  aequatio  differentialis  reducta 
locum  habet.  Similiter  in  sequentibus,  etsi  pressis  verbis  non  adnotetur,  quoties 
formula  integralis  Constanti  arbitrariae  aequiparatur,  innuitur,  sab  signo  inte- 
grationis  baberi  differentiale  completuni. 

In  Propp.   antecedentibus  loeo   divisionis  per  Deterniinantia  i'anctionalia 

dw     8w^  dw^ 

~         dx       öj^i  dx^       ' 

dw      ÖW!|         ^^„—« 

etiam  multipUcatio  institui  potuisset  per  Deterniinantia  funetionaiia  sensu  in- 
verso  formata  (Det.  Funct.  §.  9).  Quod  ubi  fit,  erit  in  altera  Propositione 
ultima  aequatio   integralis 

posito 
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(2) 

^ 

^_^  8.c.^     8x^         6x^          8x           Bx, 
Ba        Ba^          ^'^„—•i        ^"'.i— 1       "^"-'b 

f_    Bw   Bw,     ö«--„r' 

^r^~~B^'^"'~B^\    ' 

vel  in  altera 

(3)    /AU(X^r/:r—XdxJ  =  Coiist.. 

(4)    d  = 

^± 

öa;^      dx.^         Bx^             \      ,     Btv      ÖMJ,         ölt 
Ba       da,         Ba    „          T"  Bx       dx          Bx 

In  fonnandis  Detenninantibus  functionalibus  (2)  et  (4)  supponitui-,  aiit  ipsa  sj  —  2 
Integralia  dari  novasqiie  quoque  variabiles  itv, ,  v;^  per  x,  .t,  ,  .  . . ,  x„  expressas 
esse,  aut  per  integrationes  transactas  variabiles  omnes  expressas  esse  per  binas 
M'„_, ,  M?„  vel  x,  x^  atque  per  Constantes  arbitrarias,  quae  singalis  integratioiiibus 
accedunt.  Generalius  si  reductio  ad  aeqiiationem  differentiaieiTi  primi  ordinis 
inter  diias  variabiles  efficitur  ope  ii,—  \  aequationum  integraliiim  qaarutncuiique 

n  =  o,    77^  =  0 rf„_,  =  0, 

quae  afticiiintiir  totideiri   Canstaiitibns  arbitrarüs 
poni  poterit   in  ün-miila  (2) 

(5)  d 
vel  In  tbrmula  (4) 

(6)  J 

(Cf.  D.  F.  §.  10).  Formula  antecedens  prae  eeteris  cum  Iructu  adhibetnr. 
Aequationibus  enim  integralibus  inventis,  saepissime  per  varias  eliininationes 
eiusiöodi  formas  induere  licet,  pro  quibus  Determinantia  functionalia,  quae  nu- 
meratorem  et  denominatoreni  fractionis  antecedentis  constituunt,  sine  iiioleatia 
inveniantur.  Coniraode  etiam  adhiberi  potest  ad  Determinantia  functionalia  for- 
nianda  Propositio,  valorem  Determinantium  functionaliuni 

Bw      BiOj        dw^  8w      Bif  Sw  _, 

"        Bx       Bx^  6x^  '       " "~  Bx.,      öx.^         Bx^ 

IV.  48 


Bn 

2±  ■^-  ■■ 

an, 

du     Bn, 

~        Bx^      Bx^ 

öu     Bn, 

--   Sa     •    5«,     ■ 

Bx        dx 
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non  mutari,  si  ante  differentiationes  partiales  transigendas  f'unctio  qiiaeqite  n:-^  ope 
aequationum 

(7)     w  =  a.     *ü|^K|,     .  .  .,     w,_,  ^  ß-_| 
imitatioiies  quascurique  subeat.     Inservire  possunt  aequationes  (7)  a<l  eliminandas 
e  quaque  fiinctione  w,  vartabiles 

Quo  facto  si  abit  -«.-,  in    /J,,  erunt 

il— «  =  0,     /7j  — (t,  =  ü,     .  .  .,     /7^_.,  — «,_^  =  0 
aequationes   integrales,    qnales    [)er   integrationem    i?t   eliniinationeiii    stiecessivani 
inveniuntur.     Porro  fit 

dx„      dx.^  dx^^  Bx        dx  _.  Sx., 

(Of.  §.  3.)  Si  vero  adhibentui-  varlabiliuni  expressiones.  quales  ex  eliminatioiie 
successiva  prodeunt,  videlieet  ipsius  x„  expressio  per  x,  .i',,  ....  a'„_|,  et;  ipsius 
.T„_,  expressio  per  ,r,  a\,  .  .  ..  .r„_.,.  «,  «,,  etc.,  abit  Deterininans 

in   prodiictiini 


iibi   iincis   innuo,   esse  x„_,-  ipsarum  x,  .r, ,   ....   .''„_,._|,   ic,   rt, n,   t'nnetionei». 

Qnibiis  substitutis  in  (4),  fit 

f  dx   \  f  d^;    ,\       (  Öd-,     \  1 

(")  ^  =  (75r)(-s»7-)-(7,-e-)  =    5«    3n,—Tm;i^  ■ 

8x    '  dx  dx 

Hinc  sequentes  eniei'gimt  Pj-o|*ositiones. 

Fropositio    III. 
..Aequatioiiinn  (Itli'freiitiaiinui  vulgarinin 

-/.(•:-/.(— ...w/.r,  =  X:X^:  ...:X,. 
qnarum  M  est  Multiplicator,    inventis    per   integrationem    et   elimiiiationeni 
Muccessivam  aequationibus  integi-alibus  praeter  unani  oinuibus 
/7  =  «,    /7,  =  ß, ,     ....     n    ,.  =  «    ., , 
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tibi    17;    est   fiinctio    vai-iabilium  x,  .t,,  .  .  .,  :c^„;   atqiie    Coiistantiuin    arbi- 
trariarum  «,  «, ,  .  .  .,  «,_i :  fit  ultima  aeqnatio  iiitegralis 


i- 


M\X^dx—Xda^^\ 


en    Bn^ 


Propositio  IV. 
„Aequationiim  differentialiiim  VLilganuiii 
die  :  dj;  :  ...-.dx    ^  X. :  X.  : 


quanim  M  est  Miiltiplicator,    inventts  per  iiitegrationein   et   eliininatioiiem 

successivam  expressionibus  ipsius  a\  per  x,  i\.  .  .  .,  x^_■^  atque  Constantetii 
arbitrariara  a;  ipsius  ,r„_,  per  x,  Xj,  ...,  x„_^  atque  Constant^s  arbitrarias 
a,  cf,,  etc.,  deniqiie  ipsius  x«  per  x,  x^  atque  Constantes  arbitrarias  «, 
ßi:  -  ■  ■.  ««_;;,  dabitur  aequatio  inter  .r  et  x^  per  formuluin 

In    utraque   Propositione  functioiies  sub    signo    integratlonis    ope    aequa- 
tionum  integTaliain  iiiventarum  per  x  et  x,  expritnendae  sunt. 

Quod  e  Multiplicatore  aequationum  differentialium  propositanim  eruitur 
Multiplicator  aequationis  differentialis,  in  quam  post  inventa  praeter  unum  omnia 
Integralia  problema  redit,  id  eo  maioris  momenti  est,  quia  huius  ultimae  aequa- 
tionis differentialis  prinii  ordinis  inter  duas  variabiies  valde  latere  potest  Multi- 
plicator,  dura  systematis  aequationum  dÜferentiaüuin  propositarum  sponte  se 
offert.  Veluti,  quod  in  gravissimis  quaestionibus  evenit,  si  ipsarum  X,  X,,  eti.'. 
expressiones  ita  sunt  comparatae,  ut  identice  habeatur 
ßX        ÖX  '     dX 


d.<:  ^  dx,   ^    "^  e^ 


=  0, 


aequationum  differentialiuni  propositarum  Multiplicator  imitati  aequalis  evadit: 
aequationis    autem    posti'emo    integrandae   Multiplicator  secundum    antecedentia 

aequatur  Determinanti  functionali,  cui  valor  coraplicatus  competere  potest.  Casu 
ilio  particulari  in  quatuor  Propositionibus  antecedentibus  ponere  licet  M=:l: 
quod  ubi  ex  gr.  in  Prop.  IV.  faciraus,  emergit  liaec  Propositio: 

48* 
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Propositio  V. 

„FropotiaitttiT  aequationes  differentiales  simultaneo,e 
dx:dx^:...id.v^  =  X;X,  :...:X  , 

desiffnantibus  X,  X-^,  etc.  varinbÜiinn  x,  x^,  etc.  fwictlones,  pro  quihm  identicn 
habeatur 

ex      sx  ox 

-^ h^^H h   ^-  -  =  0; 

inventis  aequationum  proposituruni  n—l  Integralibtis ,  n — 1  Constantes  arhi- 
trarias  a,  «,,  .  . .,  a„_„_  mvohentibus,  exprimantar  X  et  Xj  atque  rariabiks 
A'a,  i'g,  . .  .,  x„  per  X,  Xj  (itqtie  Utas  Constantes  arbitrarias  a,  fi,,  .  .  .,  «„_.: 
et-it  iiltimum  Integrale 


:  CoiLSt., 


iibi  cxpressio  sub  inleep'ationis  signo  differenttale  completam  existit." 

Propositionis  antecedentis  afferam  exempla  pro  //  =  2  et  /;  =  /?. 
I.      „Proponantur  aequationes  differentiales 

<l.^,:>lyuh  =  X:  Y :  Z, 
tlesignantibiis  X  P,  /T  variabilium  x,  y,  :  fiinctiories,  pro  qiiilxis  identice  liaf 

ex      dY      ez 

öx  dg  dz 

inveiito  uno  Integrali  iuvolvente  Ootistantem  arbitrariani  a,  exprimantur  A', 
Y,  z  2)er  ;f,  y,  a,  erit  altei'um  Integrale 


C  dz 

I -^— {  7(7^ — Xdg\  =  Const." 


da  ' 
IL      -Pi'oponanttir  aequationes  differentiales 

dt-.dx-.dy-.dz  =   T.X:  Y.Z, 
designantibiis    7',  X,   V,  Z    variabiUiim    ^  .r,  )/,  z   functiones,    pro    qiiibus 
identice  fiat 

BT        6X_       ÖF      _Ö^  __ 
6t  dx  dg  dz  ' 

Inventis    duobus  Integralibus    involventibus  Constantes   arbitrarias   a  et  ß, 
exprimant.ur  T,  X,  y,  z  per  t,  x,  a,  ß:  erit  tertiura  Integrale 
8z         dg      dz  ' 


m 


]iXdt^Tdx)  =  Const" 


l  da      dß         dß      da) 
Quae  exempla  non  sine  molesto  calculo  verificantur. 
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§■  12. 

Quibus  casibuH  Multiplicator  aequationum  differentialiuin  per  aequationex  iiitegralew 

purticulares  reductaram  ex  aequationum  differentialium  propositaram  Multiplicatore 

eruitnr.     Priiicipium  iiltimi  Multip]iuatoi-is  «ine  Determinantiiiiii  adinmento 

comprobatum. 
Si  tiequatioiies  integrales,  aequationibus  differentialibus  reLlucemiis  iulSii- 
bitae.  siiiit  particulai-es,  in  genere  non  licet  Mtiltiplicatorem  aequationum  iliffc- 
reiitialiiim  rednetarum  e  Multiplicatore  propositarum  deducere.  In  Prop.  11. 
§.  10.  iniaö  docet,  quomodo  aequationum  differentialium  propositarum  rt  reduc- 
tartiiii  Miiltiplicatores  a  se  invicem  peiideant,  possunt  quidem  Oonstantibns  ar- 
liitrarii;*.  quibus  Integralia  afficiuntur,  valores  particulares  ti-ibui:  supponitur 
autem,  ipsa  cognita  esse  aequationum  differentialium  propositarcmi  Integi'alia  ge- 
neralia.  Quae  tarnen  suppositio  necessaria  non  est.  Etenim  si  aequationes  inte- 
grales redtictioni  ndhibendae  alia  post  aliam  investigantur,  suffieit,  unamquamque. 
aequatiouem  Integralem  inventam  ita  comparatara  esse,  nt  differentiata  ])Cr 
aequationes  differentiales  propositas  identiija  reddatur,  simul  onmibus  ipsom 
praacedetitihns  aequationibus  integralibus  accitis.  Neque  vero  propositum  ku<'- 
cederet.  si  ex  aequationibus  integralibus  reductioni  adhibitis  duae  pluresve  ita 
comparatae  essent,  ut  quaeque  earum  differentiata  per  aequationes  differentiales 
propositas  identica  reildi  non  possit,  nisi  simul  omnes  reliquae  aequationes  inte- 
grales, nuilo  ordine  observato,  in  auxilium  vocentur. 

Antecedentia  cum  e  formulis  traditis  patent  tum  opc  Propositiimis  ele- 
mentaris  directe  demonstrantur,  quoties  aequationes  integi'ales  alia  post  aliam 
inventae  ad  variabiles  successive  eliminandas  adhibentur.  Sit  enim  aequationum 
diffei-entialium  propositartmi  pi-imum  Integi-ale  inventum 

F  =  if.; 

cujus  ope  e  quantitatibus  A',  A'i,  ....  A„_,    eliminetur  .t„.     Ponendo  m  =  i   in 

Prop.  IL  §.  10  sequitur,   MulüpUcatorem  aequationum  dlfferentiaUum  rrdnciarHi» 

(1)     tlx-.da:^  :...:(^_,  =  X  :  X,  :...:X„_, 

('.'/'■ 
iwaiitiri   Mulii,pUc'<ti>ri   <:equatloii)i.m    differentialium   jirDpoxiJirrurn   d'.nso  per    --,     - 

sira  q'iiiniiitati 

M_ 

e'F  ' 
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in  qua  vanahiHs  x^  fer  aequottonem  F  =  a  eltminanda  csf.  Ouiistans  «  in  h;ic 
Propositione  fundamentali  arbitraria  est  ideoqiie  valor  ei  quiciinqne  tribiii  potcst 
particularis. 

Tribiito  in  funetlonibLis  X,  X,.  ....  A',_,  Constanti  a,    quiuu  iinplicant, 
valore  particuiari,  sit  aeqiiationuiii  (1)  Integrale 

Fj    =    Mj. 

Quod  rion  trit  Integrale  aequationtim  differentialium  propositai'uui.  Quippe 
aequatio  dF,  =  0  per  aequationes  ditterentiales  propositas  identica  iioii  redditiir, 
nisi  siinul  Constans  «  ubique  functioni  F  aequatur.  Qiiae  Oonstaiitis  a  eliiiii- 
natio  ubi  fit  in  functione  F, ,  aequatio  F,  ^  a,  evadit  Integrale  aequationiim 
differentialium  propositarum.  Sed  ea  Constantis  a  eliininatio  fieri  non  potest, 
si  ei  in  aequationibus  differentialibiis  reductis  (1)  tribuitur  valor  partieiilaris, 
neque  igitur  eo  casn  ex  aequationum  differentialium  i-eductariun  Integrali  Inte- 
grale propositarum  restituere  licet, 

Eliniiiiata   x^_,     ope    aequationis   7-',  =  «,,     «ibtinentiir   e    (I)    aequationes 
dift'erentiales  deniio  i-eductae 


(2)     d^  :  di-^ :...:  £/j;_^  =  X:X^: 


Quarum  Multiplicator  seeundum  eandem  regulani  derivatnr  e  Multiplicatore  aeqna- 
tionüm  (l),  atque  hie  e  Multiplicatore  aequationum  differentialium  propositarum 

oF 
erutus  est.    videlii-et  dividendo  per  ^^^ ,    inide  ]irodit  aequationum  (2)  Multi- 
plicator 

M 


er    oF, 


quae  quarititas.  variabilibus  x„  et  ,T„_i  per  aequationes  F=fi,  F,  =:  a,  elimi- 
natis,  solarum  x,  x^,  ....  ,i'„_^  t'unctio  evadit.  Unde  aequationum  differentialium 
(2)  erutus  est  Multiplicator,  quamquam  reductio  facta  est  per  duas  aequationes 
F  =  et,  F,  ^  ai.  quarum  tantum  altera  est  aequationum  diffei-entialium  propo- 
sitarum Integrale,  alt-era  non  est  neque  ad  tale  revocari  potest,  si  Constanti  a 
tributus  est  valor  particularis. 

Itui'sus  tributo  Constanti  «,  valore  particulan  quocunque,  aequationum  (2) 
quaeratur  Integrale,  quo  invento  aequationes  differentiales  (2)  ulterius  reduci 
possunt,  reductarumque  per  eandem   regulam  constabit  Multiplicator.      Sie  per- 
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f^'eni^o  successive  eriiantur  m  aequationes  integrales 

(3)   F=M,   -?;==«,,   .  .  -,   -?■„_,  =  «„_,, 

in  qiiibus  «,  f^i,  .  .  .,  «,„_,  sint  Constantes  particulares  quaecunque;  quaruui 
aequationum  integralium  ope  revocatis  X,  X,,  . . .,  J^„_,„  ad  solarum  x,  x,, . . .,  ,r„_,„ 
l'unetiones,  aequationum  differentialium,  ad  quas  suecessiva  eliminatione  per- 
venitur, 

(4)     ./^  :  t?.K,  :  . . .  :  dx^_^„^  =  X  :  X,  r  . . .  :  X^._,,, 

i'i-uitiii-  Multiplicator 

M 


dF    dF^        dF^___\    "' 

qiiae  qiiantitas  et  ipsa  pei"  aequationes  (3)  ad  solarum  x,  ,r,,  .  .  .,  ,r^_,„  tunc- 
tionem  i-evocanda  est.  Aequationes  (3)  reductionibus  successivis  inservientes 
hie  ita  {^oinparatae  stillt,  ut  quauqiie  7'',  =^  f;,  sit  Integrale  aequatiotium  difteriMi- 
lialiuin 

'/^  :  dd!^ : ... :  i-U^_.  =  X  :  X^: ... :  X^_  , 

varia!)i!ibuK  x„,  .('„„j,  .  .  .,  ■i:„_^^  e  X,  X,,  .  .  .,  X„_^  eliminatis  ope  aeijuatiominL 
ij)sAui  h)  =  a-,  praeeedentium 

i.-=  u,     F^  =  «,,     .  .  .,     F._^  =  u^_^. 
Si  m^n — 1,    formula  (5)  suppeditat    Multiplicatoreiii    aequationis  ditterentiaüs 
primi  oi'dinis  inter  (luas  variabiles  x  et  x-^ 

(Ö)    X^dx—Xch:^  =  Ü, 
([uae  post  inventas  aequationes  integrales 

(7)     F=a.     ■^"■i  =  «p     ■  ■  ■:     -^'„_.  =  'f„_, 
uniea  integranda   restat.      Multiplii-atore  sie  invento 

M  

"dF'""eF^  BF~ 

dx^      dx^_^         Sx., 

iaeva  pars  aequatioiiis  ((j)  evadit  differentiale    eonipletLini .    unde   eins  iiitegj-atio 
ad  Quadraturas  revocatur,  sive  fit  ultima  aequatio  integraüs 
M(X^dj!—Xdx^) 
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Qua  in  l'oi'iiiiila  adiuiuento  aequationuni  integraliuiii  iiiventariini  (7)  (|tiantitatf[s. 
snb  integi-ationis  signo  m  differeiitialia  dx  et  dx,  diictae,  per  solas  ,r  et  .r,  ex- 
(jriuieiidae  sunt. 

Ouin  antecedeiitibiis  Constaiites  «,  c,,  . . .,  a„_^  sint  partieiilares  qiuiecunqne, 
eai'um  valorem  etiaiii  generalem  seu  indefinitam  servare  licet,  quo  facto  for- 
mula  (8)  i-edit  in  Prop.  III.  §.  pr.  Viee  versa  Prop.  III.  §•  pr.,  in  qua  cle- 
sigiiant  K,  ß,,  ....  a„_.,  Constantes  arbitrarias,  eum  quoque  ainplectitur  casum, 
quo  post  quamque  novam  inte<frationem  Coiistariti  arbitrariae,  qua  afficitur, 
valoi-  tribuitup  particularis.  Quod  intelligitur  observando.  aequationibua  diffe- 
rentialibus  Constantes  arbitrarias  involventibus,  idem  earmn  Integrale  obtineri 
posse,  sive  ante  sive  post  integrationem  Constantibus  arbitrariis  illis  valores 
particulares  tribuas. 

Necessariuni  uon  est,  ut  quaeque  nova  aequatio  integralis  itiveiiiatur  ut 
Integrale  ipsarum  aequationum  differentialium,  ad  quas  propositae  rediiciintur, 
eliniinato  per  aeqiiationes  integrales  antea  inventas  aeqtiali  variabilium  numero: 
generalius  ea  esse  ]if)terit  Integrale  aequationum  differentialium  propositarum, 
per  aequationes  integrales  ante  ipsam  inventas  quociinque  modo  transt'onna- 
taruiii.  Aequationum  enim  differentialium  propositarum  per  Integrale  i*'  =  a  trans- 
formatiiruni  sit  Integrale  F,  ^  «,;  aequationum  differentialium  |)ropositaruni  per 
binas  ae<]iiatioiies  F^a,  F^  =  «,  transforniatarum  sit  Integrale  F-^^a^^  per 
tres  aequationes  F  =  «,  F,  =  «,,  F^  ^  a^  transformatarum  sit  Integrale  F.,  =  «,. 
et  ita  porro,  ubi  Constantes  a,  «,,  etc.  poterunt  arbitrariae  esse  sive  particu- 
lares quaecunque.  Quibus  positis,  ex  aequatione  integrali  F  ^  et  et  aequatio- 
nibus  differentialibus  propositis  sequi  debet  dFy  =  0;  unde  per  aequationein  F=  a 
eliminata  x„  e  functiombus  X,  X^.  .  .  .,  X„_,,  fieri  debet  F,  =  a^  Integrale 
aequationum  ditVei-entiaüum 

Ex  aequationibus  integralibus  F=ci,  F,  =  cc,  et  aequatioiiibus  differentialibus 
propositis  sequi  debet  (/F,  =  0;  unde  per  aequationes  F  =  «.  F.  ^=  a^  eliminatis 
x„  et  3;„_i  e  functionibus  A'  A', ,  ....  X„_.,.  fieri  debet  F.j  =  «.  Integrale  aequa- 
tionum differentialium 

dx:  (b-^  :  ...  :  iU\^_.,  =  X  :  X^:  ...  :  X  _.. 

et  ita  porro.  Geueraliter  si  primum  t'unctioues  Fj,  F.,,  etc.  ratioue  ilta  geiie- 
raliori,    qua  eas  detinivi,    obtinebantur.    ae  deinde   e    quaque  F^  eliminantur  .r„, 
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3^«-j!    •  ■  ■!   ^n-i+i    per    aequationes    F  ^=  cc,    F,  ^  a,,   .  .  .,   F^_,  =  a,_,,    eaedem 
functiones  F,  F„  F^,  etc.  prodeunt,  quas  in  formulls  (5  et  8)  eonsidevavi.     Ea 
autem  reductioiie  adhibita,  abit  Determinans  fuiictionale 
dF      ö-P,  öF,_j 

in  Simplex  productum 

dF     ÖF,         aF^_, 

quod  formulae  (5)  denominatorem  afficit  (§.3).  Unde  si  functionibus  F.  F^. 
i*a,  etc.    generaliorem  signilicationem  sei-vare  plaeet,   formula  (5)  evadere  debet 

^^^  oF      dF^  8F^_^ 

ideoqiie  etiam  formula  (8) 

r  M\X,dx—Xdx,\ 

(10)     [  ^^gt-    'si.\  3F,_,      =  ^»"'- 

Definitiü  functionum  /'',  i*', ,  etc.  ampleetitur  casum ,  quo  omnes  aequationes 
Fi  =  K;  sunt  ipsarum  aequationum  diff'erentialium  Integralia  generalia.  Unde  c 
simplice  Propositione  elementari  tradita  derivatur  principium  ultimi  Multiplica- 
toris,  si  reductio  ad  aequationem  diffeventialem  primi  ordinis  inter  duas  varia- 
biles  per  Integralia  generalia  fit,  simiilque  monstrantur  casus  maxime  generales. 
quibiis  invenire  liceat  ultimum  Multiplicatorem,  etsi  aequationes  integrales  re- 
ductioni  adhibitae  sint  particulares. 

Addam  demonstrationem  Propositionis  fundamentalis,  qua  antecedentibus 
vidimus  principium  ultimi  Multiplicatoris  via  maxime  elementari  adeoque  absque 
uUo  Determinantium  adiumento  superstrui. 

Propositio. 

„SU  F  solutio  quaecunque  aequationis 

ÜX  '     ÖiB,  "     Ö«, 

exclusa  Constante;  sit  porro  M  solutio  quaecunque  aequaHonis 

d{MX)       a{Mx;)  öcmxj 
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Constante  non  exdusa:  posito 

ipsisque  N,  X,  Xj.  . .  .,  X-i  P^>'  .f>  ■i'n  ■  ■  ■!  ^^-i,  P  expressis,  fit  N  so- 
lutio  aequationis 

d(NX)         öfiVX)  ÖfA'X    ,) 

+  -     '        '     +-•■  +  -   \     ""'      =  0." 

Demonstratio. 
Ponatur 


differentiando  variabilis  :r„  respectu   aequationem   i(]enticam 
prodit 


dx  '■   ox  "   ox 


öx  '    ö^i  '   dx^ 

8X      dF         ÖX,       dF 

Innuendo  uneis,  quibus  differentialia  partialia  includantur,   cxhiberi  X,  X,,  etc. 
per  X,  X,,  . .  .,  x„„,,  F,  fit 

ex      j-  ex.  \  dF      /  ex.  \ 

Quam  formulam  in  aequatione  praeeedente  substitiieiidü  atque  per  ti,  dividendo 
pi'odit 

I  dX  \   dF       I  ex,  \   dF  t  SX   \   dF 

Haec  faniinla  detrahatiir  de  sequente,   qnae  ex  ea,   qua  M  definitur,  fluit, 


HX-?'°?iV-+X  .^'5S-^- 


ax      dx,  ax. 
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mulque  observetur,  haben  pro  indicis  i  väloribiis   1,  2,  ...,  n  —  1 

SF 


prodit  ponendo   =  iV: 


{ 3X\    ( ax,\  t  sx. 


.  0. 


ologA' 


dloiN  l„  BF       ^    SF  „    SF\ 

öF      1       dj;  '   ax^  "  öx  ) 

aggregato  in  1 — -^ — 1   ducto  identice    evanescente.      Uiide  aequatio  antecedens 
sie  quoque  exhiberi  potest: 

/  ax\    /  ax  -,  dx  _, 

quae  per  iV  multipÜcata  suppetlitat 

quae  est  formula  demonsti'anda. 

Vidimus  supra,  Propositione  antecedentc  iteratis  vicibus  adliibita  erui 
aequationum  difterentialium  reductarutn  Multiplicatorem  e  Multiplicatore  propo- 
sitarum.  Sed  ad  hunc  finem  non  necesse  est,  ut  hie  ipse  cognoscatur,  sed  siif- 
ficit  eius  cognoscere  valorem,  quem  per  aequationes  integrales  reductioni  ad- 
hibitas  induere  potest.  Si  problema  ad  aeqiiationem  differentialem  primi  ordinis 
inter  x  et  .)■,   revoeatum   est.   definitiii'  M  aeqiiationibiis 

49" 
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1  /  ax      ax, 
xia.  +  a.,  +■■ 

3^. 

Xrf«  =  Xrf«,, 

(11)     {        dw 

in  quibus  JJ05/  differentiationes  pardales  factas  eliminandae  sunt  x.^,  x^,  .  .  .,  x„. 
Si  aequationes  integi'ales,  quarum  ope  rediictiones  et  eliminationes  propositae 
operantur,  particulares  sunt,  evenire  potest,  ut  e  formulis  (11)  eruatur  valor 
ipsiiis  J/ad  formandum  ultimum  Multiplicatorem  requisitus,  neque  tarnen  inveniri 
queat  ipsius  M  valor  generalis  sive  ipsanim  aequationum  differentialium  pi-opo- 
sltarnin   Miiltipilcator.     Directe  aequationis  differentialis 

X^dx^Xdx^  =  0 
defiiiitur  Multiplicator  P  per  Ibrmulam 


(12) 


dlogP 


(  dX        3X, 


in  cuius  dextra  parte  X  et  Xj  ante  differentiationes  partiales  transi()endas  per 
solas  X  et  x^  exprimendae  sunt.  Potest  autem  evenire,  ut  via  non  pateat,  qua 
ipsum  fe  (12)  eruatur,  dum  ipsius  ilf  determinatio  per  formulam  (11)  in  promptu 
est.  Quae  adeo,  nuUis  cognitis  aequationibus  integralibus,  in  amplis  gravis- 
simisque  problematis  succedit,  unde  pro  quibuscunque  aequationibus  integralibus 
reductioni  adhibitis  sive  completis  sive  dicta  ratione  inventis  particularibus 
ultimus  Multiplicator  constat. 

§.13. 
De  usu  Multiplicatoris  iü  integvandis  systematis  quibnsdam  aequationum  differentialium 
specialibus. 
Systema  aequationum  differentialium  propositarum   ita  comparatum  esse 
potest,   ut  ultima  Integratio   sponte    in  Quadraturam  redeat.     Quod  evenit,    si 
unius  variabilis  differentiale  tantum,    non   ipsa   in  aequationibus  differentialibus 
invenitur.      Ponamus,  ipsam  x  esse    variabilem,   a  qua  siraul  omnes  functiones 
vacuae  sint  X,  A',,  .  .  .,  X^:   redire    constat  integrationem  n  aequationum  diffe- 
rentialium inter  n-\-l  variabiles 

(1)     dx:dx^:dx.^:...:,lx^  =  X:  X^:  X.,: ,..  :  X^ 
in  integrationem  n^\   aequationum   differentialium   inter   /;  variabiles   unamque 
Quadraturam.     Integratis  enim  aequationibus 

(2)     d^^  ■.dx_^:...:d^,^^  =  X^i  X,: ... :  X  , 
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quae  sunt  n — l  aequjitiones  differeiitialew  inter  n  variabiles  Xy,  X.,,  .  .  ,,  x^,  t'x- 
hibeii  potei-uiit  variabiles  x^,  x.;,  .  .  .,  x„  per  earum  üna.ni  veliiti  x^•.   uiide,  kx- 

pressa  -y-  per  Xi,  liabit  simpIex  Quadratura  ipsius  x  vEtlorein 
(3)     X  =  ^  — ^-^  +Const. 

lam  cognito  aeqnationum  differentialium  (1)  Multiplicatore  quaeritur,  quemnam 
ex  eo  fructum  ad  integratioiiem  perfieiendam  percipere  liceat,  cum  ultima  inte- 
gratio  sua  sponte  in  Quadraturam  redeat.  Quod  ut  cognoscatur,  inter  duos 
casus  distinguendum  eiit,  prout  datus  aequationum  differentialin  in  (1)  Mnltipli- 
cator  a  variabili  x  afiiciatur  sive  non  afficiatur. 

Aequationum  differentialium  (2)  systema  vocabo  proprium,  quo  distin- 
guatur  a  systemate  proposito  aequationum  differentialium  (1),  cuius  integratio 
componitur  ex  integratione  systematis  proprii  et  Quadratura,  Si  datus  syste- 
matis  propositi  Multiplicator  M  et  ipse  a  vaiiabili  x  vacuus  est,  idem  erit  sy- 
stematis proprii  Multiplicator.  Tum  enim  evanescente  terniino  — i-— ^- ,  satis- 
faciet  aequationum  differentialium  (1)  Multiplicator  aequationi 

enix,)      d(MX,)  d(MX ) 

eadem  autem  aequatione  definitur  aequationum  differentialium  (2)  Multiplicator. 
Quoties  igitur  datus  systematis  propositi  (1)  Multiplicator  et  ipse  variabili  x 
vacat,  systematis  proprü  ultima  integi-atio  ad  Quadraturas  revocari  potest,  sive, 
quod  idem  est,  systematis  aequationum  differentialium  prapositarum  duae  ultimxie 
integrationes  per  Quadrataras  ahsolvuntur. 

Vice  vei-sa  si  datur  systematis  proprii  (2)  Multiplicator  iV,  qui  erit  so- 
larum  variabiliam  x^,  x«,  . .  .,  a;„  finictio,  idem  erit  systematis  propositi  (1)  Mul- 
tiplicator. Evanescente  enim  termino  — ^ — ■  ,  functio  N,  quae  huic  aequa- 
tioni satisfacere  debet 

_    d(NX^)        öCA'X^)  d(NXJ 

etiam  huic  satisfaciet,  qua  systematis  propositi  Multiplicator  definitur, 
_     diNX)         d(NX,)  ö(A'XJ 
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Iriventis  :iüteii]   (imrilbus  systematis   propni  Intefjfiulibus 

(4)     /■,  =  «„     f,  =  «.,     .  .  .,     /._,=«._,, 

ubi  Constantes  arbitrarlae  «,  etc.  dextrain  aequationum  partein  occupaiit,  eiit 
aequatloriuiii  (2)   Miiitipllcator 

(o)     N=  :£±  -  -- - '"-1-. 

Qui  igitiir  systeiuatis  (juoqiie  j)i'Opos!ti  Multipllcator  erit.  ünde  si  systeniatis 
propositi  datiir  Maltiplicator  M,  variabilem  x  implicans,  simulque  systema  pro- 
prium complete  integratuni  est,  duo  innotescunt  systematis  propositi  Multiplica- 
tores  M  et  N.  Quibiis  cognitis.  secundum  §.  4  systematis  propositi  constabit 
Integrale 

,,,    w  1     ^  ,   s/,    sf,      a/._, 

'*''   TT  =  iJC       a^  •^"■■^rj  =  '^°""- 

Quo  Integrali  dabitiir  X  per  ic,,  .r^,  .  .  .,  x„,  sive  ope  Integraliuiu  (4)  expressis 
x^,  x^,  . .  .,  x„  per  x^,  dabitiir  x  per  a:,.  Ünde  s*  innotescit  systematis  propositi 
Mulliplicator  variabüi  x  affectus,  post  systematis  proprii  integratioiiem.  comp/etam 
non  amplius  opus  erit  Quadratura,  quam  formula  (3)  poscebat  ad  inveniendum 
ipsius  X  valorem  per  Xj  expressuin. 

Fieri  potest,  ut,  solo  cognito  systematis  propositi  Multiplicatore  variabiJi 
X  affectü,    absque   ulla   integi'atione  eruantur  systematis  proprii  unum    plurave 

Integralia.  Expi'essa  enini  jjer  (4)  qiiantitate  -y-  per  ,x',,  «,,  k.,  ....  ct^_^.  in 
luiictione 

post  iactam  integratioiiem  Oonstaiitium  «, ,  r;..  etc.    loco  restitiiamiis  t'unctiones 
/i,   /';,   etc.;   quo  facto   prodeat   varlabiiiuiii  .r,,   a'.,.   ...,   .r„   l'unetio 
r  Xiiü, 

erit  e  (3),  designante  ß,  novam  Coiistantem  arbitrariam, 

systeniatis  propositi  Integrale.  Sit  nirsus  variabÜiuin  x,.  x.^,  ....  ,r„  fiinctlo 
A'  systematis  proprii   ideoqiie   etlam  systeniatis   propositi  Multiplicator,    erit  e^e- 
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cuiidiim  ^.  4  expressio  generalis  Miiltiplicatons  systematis  proposit.i 

M=  77(^-5,/,,/^,, ...,/_,).A-. 
Cognito  igitLir  valore   ipsms  M,   variabili  x  affecto,    erit  — ä"        'ipsafum  x—^, 
/i!  /i)  ■  ■  ■•  fn-x  fLinetio 

UiuU^  ponenclo 

^'^     '     da:        "  "■ 
atqiie  ex  bac  ae(;[uatione  qiiaerendo  ipsius  x  valoreiii  per  »,  o:^,  s\,,  ....  x^  ex~ 
pressum.  prodit 

..  =  i-+«;-C«,^,, /■„..., /■,_,), 

designante  y  certam  ipsaram  u,  /i,  /;,  .  .  .,  /„_,  i'uiictioiiem.  Quaerendo  igitur 
e  (7)  ipsius  x  valorem  per  u,  ,r, ,  .Tg,  ....  3;„  expressum,  atque  in  ea  expressione 
ipsius  u  loco  ponendo  varios  valores  constantes  arbitrarios.  diiferentiae  quanti- 
tatum  provenientium  erunt  solarum  /*,,  f^,  . .  .,  /„  fniictioiies,  ideoque  Coiistan- 
tibus  arbitrariis   aequiparatae   suppeditabunt  systematis    pi-oprü  Intogralia.     Me- 

thodus  hie  tradita  semper  succedit,  si  non  tantum  M  sed  etiani  — q7~~  ipsam 

X  involvit  atque  tp  non  solius   u  vel  •/'   non  solius  x  —  |  functio    est.      Quoties 

autem  <I>  =  — ^ —  solius  x  —  ^  functio  est,   erlt  -^—  ipsius  *1>  functio.      Unde 

e  systematis  propositi  Multiplicatore  cognito  M  semper  deducere  licet  absque  inte- 

gratione   systematis  propiii  unum  plurave  Inteijralia,   quoties  — ^—j —  non  ipsius 

°^   -  functio  est.    Similiter  demonstratur,  cognito  systematis  propositi  hitegmli, 

variabili  x  affecto,  v  ^=  a,  designante  a  Constantem  ai-bitrariam,  ex  eo  semper  de- 

rivari  posse  unum.  plurave  systematis  proprii  Integralia,  iiin  -3—  ipsius  v  functio 

Sit.  Nam  cum  esse  debeat  v  quantitatum  x  — |,  /i,  /j,  ....  /„_i  functio,  ex 
aeqiiatlone   v  ^  a  sequitur  liuiusmodi 

unde  eruendo  e  v  =  a  ipsius  x  valore  in  eoque  ponendo  ipsius  «  loco  varios 
valores  constantes  arbitrarios,  differentlae  expressionum  provenientium  Constan- 
tibiis  arbitrariis  aequiparatae  suppeditabunt  systematis  proprii  Integralia. 
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Ut  habeatiir  exemplum,  quo  systematis  propositi  Multiplicator  ■  variabili  a: 
affectiiB  innotescit  ideoqiie  post  systematis  propra  integrationem  compietara  ipsa 
X  per  x^,  x^,  ..-,  x„  absque  Quadratura  exprimitur,  ponamiis  J^=  1  simulque  fieri 

desigiiante  c  quaiititatem  constanteiii ;  quod  inter  alia  evenit,  si  X,,  X^.  etc. 
variabilium  x^,  x-,,  etc.  fiinctiones  sunt  lineares.  Dabitur  systematis  propositi 
Multiplicator  per  formulam 

'"°,g"+o  =  0.     und.     «=,-. 
Hinc  sfqiiltur  e  (6)  sumendo  logaritlimos : 

Cognitione  igitur  Multiplicatoris  in  hoc  exemplo  non  i-eductionera  acquationis 
differentialis  ad  Quadraturas  sed  Quadratui'am  lucramur. 

Antecedentibus  demonetratum  est,  si  aequationum  diferentialium  (1) ,  in 
quibus  X,  Xi,  etc.  solantm  a;,,  x^,  .  - .,  x„  fiinctiones  sunt,  deiur  MuUipUcutor  et 
ipse  variabiU  x  vacans,  diius  postremas  integrationes  per  Qtiadraturam  absolvi;  si 
Multiplicator  variahili  x  afficiatar,  ultvmam  aequationem  integralem  ipsam  sine 
Qtiadratura  obtineri.     Quae  Propositio  sie  amplificatur, 

Ponamus,  fiinctiones  X„,^.,,  A'',,,^^,  .  .  .,  X^  vacuas  esse  a  variabilibus  x, 
x^,  ...,  x„„  simiilqne  X,  X^,  .  .  .,  X„,,  nisi  ab  üsdem  variabilibus  vacuae  sunt, 
certe  satisfacere  conditioni 

ex        ÖX  8X 

Eo  casu  aequationes  differentiales  propositae  (1)  sie  traetabimtur,  ut  priinuin 
aequationum  differentialiLini   inter  solas  x,,^_^_^,  x,„_^^,   .  .  .,  x^  locum  habentium 

(8)  d-j:^^  ,  ,  :  *^^,„,  <■ :  ■  ■  - ;  dx^  =  X^^       :  X^^^   ^ :  ...  :  X^ 
quaeraiitur  Tntegralia 

(9)  f^  =  a,.     f.,  =  a.^ /„_„,_,=«„_„,_,, 

eorumque  ope  exprimantui- variabiles  x,„j^^,  a'„,+2i  -  ■  ■>  ^k  pßi'  eai''i'ii  unam  x,,,^.,; 
quibus  tactis  superest,  ut  integrentur  aequationes  differentiales  inter  ipsas  .r, 
^•^1)  •  ■  ■!  ^m+i  locum  habentes 

(10)     da:  -.dx^:...:  dx^^^_^^  =  X:X^:...:  X„,^, . 
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Per  conditionem  (7)  constat,  aequationum  differetitialmm  propositarura  (1)  Multi- 
plicatorem,  a  variabilibiis  ;r,  x,,  —  :e„,  vacuura,  eundem  esse  atque  aequationum 
difFerentialium  (8)  Multiplicatorem,  et  vice  versa  harum  Multiplicatorem  Ipsarum 
quoque  aequationum  differentialium  (1)  Multiplicatorem  esse,  Designante  enim 
M  quantitatem  a  variabilibus  x,  Xj,  .  .  .,  x,,^  vacuam,  sequitur  e  (7) 
8(MX)  d(MX,)  d(MX  ) 

ox  Qx^  ax 

linde  pro  eiusmodi  ipsius  M  valore  conditio,    iit  M  aequationum  (1)  sit   Multi- 
plicator, 

convenit  cum  conditione,   ut  M  aequationum  (8)  Multiplicator  ait, 


dx  dx 


-.  0. 


Aequationum  differentialium  (10)  semper  assignare  licet  Multiplicatorem. 
Nam  cum  ipsarum  ^„,+3,  3:,„+3,  .  . .,  ^»  expressiones  per  .x',„+,  e  (9)  petitae  ab 
ipsis  X,  x^,  ...,  x,„  vacuae  sint,  conditio  (7)  valebit  etiam  post  harum  expres- 
sionum  substitutionem.     Qua  substitutione  cum  X,,,^,  in  solius  x,„^_,    functionem 

abeat,  valebit  etiam  aequatio  (7).  si  loco  ipsai'um  X^  ponitur  -=-^ —     Unde  se- 
quitur, aequationum  differentialium  C[{)')  Mu/üp/icu/orcm  esse   ■ Qua  de  re 

aequationum   differentitdium  (10)  ultima   intef/ratio   seniper  soHs   Quadraturis  ab- 
solüitur. 

Si  datur  IMuItiplicator  aequationum  differentialium  propositarum  (1),  va- 
riabilibus X,  Xj,  ...,  x,„  non  affectus,  idem  erit  aequationum  (8)  Multiplicator, 
ideoqiie  eo  casu  cum  aequationum  (8)  tum  aequationum  (10)  ultima  integratio 
Quadraturis  absolvitur.  lam  vero  sit  aequationum  diflferentialium  propositarum  (1) 
datus  Multiplicator  M  variabilibus  .r,  j;,.  .  .  .,  'x,„  affectus,  Inventis  aequationum 
differentialium  (8)  Integralibus  (9),  earum  fit  Multiplicator 

idemque  ex  antecedentibus  fit  Multiplicator  aequationum   differentialium   propo- 
sitarum (f).      Quarum    igitur   cognitis   dnobns    Multiplicatoribus    M  et  K,    datur 
IV.  50 
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absque  Quadratura  Integrale 

A'               1                  ^/"i          ^U           ^L-..-i 
-JT-  =  -irr^~~"  -Si  -^ 7. ■  ■  •  — %r^ =  Const. 

Quod    substituendo    ipsarum  a:^^_2,  ^„,+3}  ■  ■  ■>  ^n  valores    per  x„,+i   exbibitos   in 

aequationum  (10)  Integrale  abit.     Harum  aequationum  praeterea  vidimus  ultimam 

integrationem  Quadraturis  absolvi.    linde  propositis  aequationibiis  differentialibus 

dx :  dXj : ...:  <Lc^  ^  X:  X^: ...  -.  X  , 

in  quibus  functiones  X,„_|_j,  X„._i_2,  ....  X,  variabilibus  x,  a:,,  .  .  .,  x„^  vacant 
simiilque  fit 

dx      dx,  dx 

-^ H^^r^H h-^— ■    =  0, 

si  datur  Multiplicator  et  ipse  variabüibus  x,  x^,  ,  .  .,  a:,„  vacans,  duae  integra- 
tiones  per  Quadraturas  absolvuntur;  si  vero  datus  Multiplicator  variabüibus  x, 
Xi,  .  .  .,  x„  afficitur,  una  aliqua  aequatio  integralis  absque  omni  Quadratura 
eonstabit  atque  altera  integratio  Quadraturis  efiicietur, 

Antecedentia  exemplo  esse  possunt,  ad  aequationes  differentiales  inte- 
grandas  e  Multiplicatoris  cognitione  semper  fruetum  aliquem  percipi,  etsi  ultima 
integratio  absque  eius  auxilio  Quadraturis  absolvi  possit.  Neque  nessarium  est, 
ut  in  antecedentibus  aequationes  (4)  sint  Integralia  ipsarum  aequationum  diflfe- 
rentialium  (2),  vel  aequationes  (9)  sint  Integi-alia  ipsarum  aequationum  diffe- 
rentialium  (8).  Nam  secundum  ea,  quae  §.  12  tradidi,  Constanti  arbitrariae  post 
quamque  novam  integi-ationem  accedenti  valorem  tribuere  licet  particularem 
quemcunque.  Sufficit,  ut  quaelibet  aequatio  f^  =  Const.  sit  Integrale  aequa- 
tionum differentialium  quocunque  modo  transformatarum  per  aequationes  inte- 
grales ante  eam  inventas 

/,  =  «„  /,  =  «„  . . .,  /•,_,  =  «_„ 

in  quibus  ad  dextram  habentur  qiiantitates    constantes  quaeeunque  particulares. 
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Caput    t  e  r  t  i  u  m. 

Theoria  Multiplicatoris  systematis  aequatiomim  differentialium 
ad  varia  exempla  applicata. 

§.  14. 
De  Multiplicatore  systomatia  aequationum  differentialium  cuiuslibet  ordinis. 
Aequationum  differentialium  systema,  quo  altissima  quaeque  vai'iabiüum 
dependentium  differentialia  per  differentialia  inferiora  ipsasque  variabiles  expri- 
muntur,  constat  in  systema  redire  aequationum  differentialium  primi  ordinis,  si 
cuiusque  variabilis  dependentis  differentialia  altissimo  inferiora  ipsis  variabilibas 
adscribantur.  Designantibus  enim  x,  y,  etc.  variabilis  independentis  t  functiones, 
proponantur  inter  t,  x,  y,  etc.  aequationes  differentiales 

(1)     ^^  =  A,     ^=B,    etc.; 
^  ^      <lf^  dt" 

ipsaeque  A,  B,  etc.  non  altioribus  afficiantur  differentialibus  quam  (p^  1)'°  ipsius 

X,  (q — 1)'°  ipsius  y,  etc.     Patet,  habende  pro  novis  variabilibus  dependentibus 

differentialia,  quae  Lagrangiano  more  per  indices  denoto, 


'^  ~  dt  '    ^    ~   dt'  '     '  '  ''     ^^'       "  dt"-''   '    ^'"' 
aequatioiiibus  differentialibus  (!)  has  alias  substitiii  posse  primi  o 


(2) 


dt :  dx :  dx' 

■.dy.dy' 

=  1  .■  ^'  :  «" 


...:rf^(*-«)  :  di/l«-i' :  etc. 
...:  i/(9-^'    :  B  :  etc. 


Quibus  in  aequationibus  variabilium  numerus  suminam  ordinuni  altissiniorum  dif- 
ferentialium  in  (1)   unitate  superat. 

Muitiplicator  aequationum  differentialium  primi  ordinis  (2),  cum  quibus 
aequationes  differentiales  (1)  conveniunt,  etiam  a  me  in  sequentibus  appellabitur 
aequationum  (1)  Muitiplicator.  Unde  ut  omnia  theoremata  de  Multiplicatore 
aequationum  differentialium  primi  ordinis  in  duobus  Capitibus  praecedentibus  in 
medium    proiata    ad    Multiplicatores   aequationum   differentialium    cuiuslibet   or- 
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dinis  (1)  appliceiitur,  sufficit,  ut  pro  aequatlonibus  ibi  propositis 

sumantar  aeqiiationes  (2). 

Si  aeqiiationes  differentiales  primi  ordinis  (2)  et  (3)  inter  se  eomparamus, 
videmus  in  illis  specialitatem  quandam  formae  locum  habere,  videlicet  quanti- 
tatum  primis  differentialibus  proportionaüum,  quae  generaliter  variabilium  func- 
tiones  sunt,  maximam  partem  in  ipsas  abire  variabiles,  neque  vero  in  eas, 
quarum  differentialibus  proportionales  ponuntur.  Quo  habitu  speciali  fit,  ut 
aequationum  (2)  Multiplicator,  quem  aequationum  (1)  quoque  Multiplicatorem 
voeo,  definiatur  formula,  quae,  tantopere  licet  aueto  in  (2)  variabilium  numero, 
non  pluribus  constat  terminis,  quam  si  ipsae  primi  ordinis  fuissent  aequationes 
differentiales  propositae  (1).  Consideremus  enim  forniulam  ad  definiendum  aequa- 
tionum (3)  Multiplicatorem  propositam  §,  7  (4): 

dX        6X^  dX^  ,/logjW 


(*)    -;>-.-  + 


Ö«,     ~^      '^  d^  da:  ' 


Si    pro    aequationibus  (3)    sumiraus    aequationes  (2),    fit    J.' =  t,   X- 
variabilibus  x^,  x,,,  etc.  substituendae  sunt 

X,    x',    x",    .  .  .,    x<-^-''i,    x(p-'\ 

fj,    y',     y'\     .  .  .,     y*''~^',     y^''~'\     etc.; 

functionibus  denique  X^,  X^,  etc.  substituendae  sunt  quantitates 


lam  in  (4),  quoties  est  X^  una  e  variabilibus  x,  x,,  x^,  etc.,  ab  ipsa  X;  diversa, 

dX.         . 
evanescit  terminus     ,— '   ,  uti  generaliter  fit,  si  functio  X,  ipsam  X;  non  implicat. 

Unde  sumendo  pro  (3)  aequationes  (2),  abit  aggregatum  (4)  in  hanc  expressionem 
simplicem : 

6A  dB  _        dhgM 

Ö^^')  "^  5/^-i>  "'"*'■  ~  dt      ■ 

Hac  formula  Multiplicator  M  definitur  systematis    aequationum    differentialium 
cuiuslibet  ordinis  (1). 

Sequitur  e  (5),   quoties  siraul   ipsum  A  a    differentiali  {p — 1)'°  ipsius  x, 
ipsum  ß  a  differentiali  (q  —  1)'"  ipsius?/,  etc.  vticuum  sit,  sive  genendius,  quoties 
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aggregatum 

dA  dB 

identice  evanescal,  statui  posse  M  =  l.  Si  aggregatum  (5)  non  identlce  evanescit, 
ad  indagandum  Multiplicatorem  circumspiciendum  erit  differeiitiale  completum, 
cni  idem  aggregatum  sua  sponte  vel  etiam  per  aequationes  differentiales  pro- 
positas  aequetur. 

§.  15. 

Priiicipjum  ultimi  Multiplicatoris  systemati  aequatioiiiim  diffeventialiuin  cuiuslibet  Ofdinis 

applicatum. 

Äequationum    differentialium  propositannn  (I)  §.  pr.  Integralibiis  praeter 
unura  Omnibus  inventis,  quantitates 

f  j  -\      I  "^J     ■^'     -^  '     ■   ■   ■ '     ■^         ' 

omnes  exprimere  licet  per  duas  u  et  r,  pro  quibus  sumere  licet  binas  e  quan- 

titatibus  (A.)  vel  earum  functiones  quaslibet.     Differeiitialia  -j—  et  —r- ,  substi- 

tuendo  differentialibus  x'-^\  y'-^\  etc.,  si  opus  est,  valores  A,  B,  etc.,  et  ipsa 
aequantur  quantitatum  t,  x,  x',  etc.  functioiiibus.  Quae  functiones,  Integralium 
inventorum  ope  jJer  tt  et  v  expressae,  si  denotantur  per 

„ du        ^ t/i! 

dabitur  inter  u  et  v  aequatio  differentialis  primi  ordinis,  ultima  quae  inte- 
granda  restat, 

(1)     Vdu—  Udv  =  0. 

Secundmn  ea,  quae  §.11  tradidi,  cognito  äequationum  difterentialium  proposi- 
tarum  Multiplicatore  M,  erui  potest  factor  N,  qui  eius  ultimae  aequationis  difte- 
rentialis  (1)  laevam  partem  efficiat  differentiale  completum,  quem  ultimum  Multi- 
plicatorem appello.  Habendo  enim,  qttod  per  Integralta  inventa  licet,  quantitates 
(A.)  pro  ßmctionibus  ipsarum  u  et  v  Constantiumque  arbitrariarum,  quas  Inte- 
gralia  implicant,  earumque  functionum  formando  Determinans  J,  fit  ultimus  Mulit- 
pKcator  N=  ä.M. 

Principium  ultimi  Multiplicatoris ^  quod  Propositione  antecedente  continetur, 
etiam  sie  concJpi  potest: 
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dwiso  uitimae  aequationis  differentialis  (1)  MuitipHcatore  per  Determinans  J, 
conditionem  Euler ianam  pro  MuitipUcatore  valentem  transformari  in  aliam 
conditionem  ab  Integralihus  reductioni  adhibitis  tndependentem,  cui  /o7-mu- 
landae  suffidant  solae  aequaimies  differentiales  proposiiae. 
Videlicet  aeqaatio  conditionalis,  cui  aequationis  (1)  Multiplicator  N  satisfacere 
debet,  fit 

djNU)       d(NF)   __ 
'ßu"'"^'    dv       ~  ^■ 
Quae,  ponendo 

»1-        ^^ 
"=    A 

et  substituendo  Constantibus  arbitrariis  funetioues  quantitatum  (-4.)  acquivalentes, 
transformabitur  in  baue: 

cui  formandae  sufficiunt  aequationes  differentiales  propositae  (I). 

Sint  J7i  =  0,  Hg  =  0,  etc.  aequationes  integrales  reductioni  adhibitae 
binaeque  aequationes,  quibus  ?(  et  v  ab  ipsis  t,  x,  x',  etc.  pendent,  sive  etiarn 
aliae  quaecunque  aequationes  cum  illis  aequivalentes :  constat  e  Determinantiuin 
functionalium  proprietatibus,  aequari  J  fractioni,  cuius  denominator  sit  func- 
tionum  Hl,  Hi,  etc.  Determinans  formatum  quantitatum  (A.)  respectu,  numeratoi' 
autem  earundem  functionum  Determinans,  quantitatum  u  et  v  ConstanHumque 
arbi^ariarum  respectu  formatum.  Si  pro  w  et  u  ipsae  sumuntur  t  et  x,  pro 
aequationibus  H^  =  0,  11^  =  0,  etc.  solae  sumendae  sunt  aequationes  integrales 
simulque  ^  et  a:  in  binis  Determinantibus  formandis  de  numero  variabilium  tol- 
lendae  sunt.  Porro  aeqaatio  (1)  in  hanc  abit: 
dx^  Vdt  =  0, 
ubi  V  est  ipsius  -, '  valoi-,  Integralium  inventorum  ope  per  t  et  x  expressus. 
Sl  aequationes  JZ,  ^0,  Hä  =  0,  etc.  inventae  sunt  per  integrationem  successivam, 
ita  ut  in  quaque  aequatione  insequente,  in  qua  nova  accedit  Constans  arbitraria, 
simul  unius  variabilis  differentiale  altissimum  ad  ordinem  proxime  inferiorem  sit 
depressum,  alterutrum  Determinans  in  unicum  terminum  abit.  Sic  proposita 
unica  aequatione  differentiali  n"  ordinis  inter  t  et  x 

d"ie    /  dx  d""  x\ 

~~d/."    ~  'l,'  ■^'   "^'  ■■■'    ,jf"-<  }' 
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iiitegratione  Huccessiva  inventae  sint  aequationes 


(2) 


-fM', 


dt 


=  /;_A^' "!'«.'■■■' "«-,)' 


,  quibus  «I,  «2, 


ß„_i  sunt  Constantes  arbitrariae:    simp]iciter  erit 

cum    alterum   Determinans    in    ipsam    unitatem    abeat,      Si    functio  /  a 

^  vacuum  est,    fit  aequationis   differentialis  propositae  Multiplicator  ^  1. 

dt"  ' 
Quo  igitur  casii  hoc  eruitur  ultimum  Integrale: 


ipso 


rät,  _ ^t2_ _ 

J  da       8a, 


ö/„_ 


-\ßw—f^_^(t,  Ol,  «,,  «2,  ...,  «,_i)Ä]  =  Coost, 


ubi  {[uantitas  sub  integrationis  signo,  pei-  t  %t  x  expressa,  fit  differentiale  com- 
pletum.     Ut  per  solas  t  et  x  exprimatur  valor  prodncti 

dtt^      da^        ^"n— 1  ' 

suffieit,  ut  in  eo  successive  siibstituantur  differentialium      ---r  ,    — izr^i  ■  ■  -,   — - 

dt  dt  dt 

valores  /j,  f-t,  .  -  .,  /„_, . 

§■  16- 
Formula  symbolica,  qua  Multipüoator  systematis  aequationum  differentialium  impliciti 
doüniri  potest. 
Aequationes  ditferentiales,   e  quibus  petantur  altissinioruin   differentialium 

valores 

(1)  dv'f^Ä,    \ß)  =  B,    etc., 

ponamus  forma  dari  implicita 

(2)  y  =  0,        \p  =  0,      otü. 

E  (]uibus  aequationibus  ut  eruantur  valores  differentialium  partialium 

SA  dB 

--^—, — TT  1  -^r-> — T^  >     etc.. 
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quarum  sumroa  aequat 

ipsuiii 

(3) 

dtp 

d<p 

nee  noii 

1 

8q) 

(5) 

dip 

THEORIA  NOVI  31  CLTiri  IC  ATORIS  SYSTEMATI 


_dtp_ 


etc., 

etc.     etc. . 


dip 


foi'iiioque  aequationes 


(5) 


I ..+«,..+.. 


Yy-  =  /?, ,     etc.     etc., 


=  0, 


^-«^-i-K|t: 

\öw-h6jW,H \-ßv+ß^v^-^---  =  0. 

Resolutione  aequationum  (5)  si  determinantur  ^(,  it^,  etc.   iit  functiones  lineares 
(juaotitatum  v,  Ui,  etc.,  erit,  quod  ex  elementis  calcuH  diöerentialis  sequitur, 
8A  _  _  _ÖM_  dB      __    Su^ 

unde  pi'odit 

(7)    dhgM  = 


du, 


lairi  e  forinulis,   quas  de  aequationum  linearium  resolutione   et  Determinantium 
proprietatibus  tradidi,  sequitur,  si  in  aequationibus  lii'iearihis  (5)  poiwtur 

a^dt^=Sa^,    etc., 

ß^dt  =  ob       etc.     etc., 


(8) 


,. 


\ßdt  =  ib. 


fi&ri 


(9) 


j"  ÖM 


:  -SlogJJitaö,... 


Unde  formuia,  qua  Multiplieator  i/definitur,  proponi  potest  hae  forma  symhoUca: 

(10)    d\QgM  =  d\o^2±a\.... 
Cui  forinulae  ea  inest  signifieatio,  ut,  variando  per  regulas  notas  ipsum  IgJTiii«^!,., 
atque  elementorum  variationibus  singulis  substituendo  valores  (8),  obtineatur  ex- 
pressio  ipsi  d\ogM  aequalis. 
Si  statuitur 

ia(lt—X(hi  =  An.     a  dt^Äda,  =  J«,.     etc.. 


(11) 


\.ßdt—ldb=  db,     ß^dt- 


=  Jb..     etc.     etc., 
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charactei'isticae  S  substituendum  est  ?^d-^A,  unde  abit  (10)  in  hanc  formiiUiin: 

(12)     d\ogM=  Xd\i}g2±ah^----\-J\og2±ab^..., 
sive,  designante  X  Oonstantem : 

*  ,z(log^±„6,,.. 

Quae  fonnnla  cum  comraodo  adhibetur,  quoties  variatiomim  /ia,  zib,  etc.  va- 
lores  valoribiis  variationum  rf'ö,  Sb,  etc.  sirapliciores  sunt. 

Sint    n  aequationes    differentiales    inter    t  et    variabiles    depcndentes  -■c,, 
x^,  .  .  .,  x^  proposltae 

(14)    y,  =0,    ys  =  0,    ...,    y,  =  0, 
sintque  aitissinia  differentialla  in   üs  obvenieiitia    et  qiioi'um   valores   ex   iis   pe- 
tere  liceat 

Statuendo  secundum  antecedentia 

fit 

Aecuratius  examinemus  casum,  quo  fit 

(17)     «!;>  =  afl, 

unde  elementa  o^''  ad  numerum  ——^ — ^  i-educere  licet.  Differentialia  partialia 
uncis  includendo  aut  non  includendo,  prout  ista  reductio  i'acta  est  aut  non  facta 
est,  habetur,  si  *  et  k  inter  se  diversi  sunt, 

/  eR  \  _  dit       eR      (  dR  \  _    dR 

\  Ö4')  }  eafi  '^  daf     \  dap  )  ~   "daf 

Designante  R  Determinans 

R  =  2^a[a^'...n<^>, 

constat  per   notas  Determinantiuiu  proprietates ,    si   aequationes  (17)    locum  ha- 
IV.  51 
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beüiit.  etiam  fieri 

QU  ßlt 

unde 

Cum  in  symbolis  adhibitis  variationes  rf«!''  vel  z/aS,''  ab  ipsis  a'^'  independentes 
sint,  ex  aequationibus  (17)  iion  etiam  variationum  aequalltas  sequitur,  unde  in 
formanda  Determinantis  variatione  pro  diversis  haben  debent  tfi7[*'  et  äaf^  vel 
iiai''  et  z/öf ,  ideoque  post  institutam  ipsius  R  variationem  demum  aequationuni 

(17)  usus  faciendas  est.  At  observandum  est,  in  Determinantis  variatione  bi- 
norum  elementorura  a'C  et  af'  variationum  tantum  summara  obvenire,  emn  per 

(18)  et  (19)  habeatur 

Quae  tbrmula  docet,  in  Determinante  R  etiam  ante  eius  variationem  instituendam 
poni  posse  a^' =  a'p,  modo  ipsi  da^'^  =  JV/f  tribuatur  valor  ^\<ia'i'-\-'h.i,f''\. 
Quoties  igitur  aequationes  (17)  locum  habent  sive  fit 

valebuiit  adhuc  aequationes  (16).  etsi  Determinantis  elementa  ad  numernm 
---,-,  —  -  inter  se  inaequaliura  revocentur,  dummodo  statuatur 

Quod  si  if/itur  iiequationes  differentkfles  itropositae  (14)  üa  coviparalae  sunt,  ut 
haheatnr 


'Vi                 <"f, 

,';■''         aJ''> 

^-1"- 

am, 
id — i 

(lesigiumle  ?.  ( 'onstuntem,  ecanescet  varlatio  A  dahitiirque  MuUvpllcator 

r     e^i"'.'     ö^K)       a^i-«")  J 

Cuius  Propositionis  applicatio  infra  dabitur. 
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Observo  Ipsum  R  pro  Deteniiinante  futictionali  haberi  posse;  erit  enim 
It  functioiiLim  <p^,  <f.^,  ,  .  .,  ^^  Determinans,  si  sola  altissima  differentialia  x'-"''\ 
x^"'\  etc.  pro  variabilibus  sumuntur,  qaarum  respecta  Determinans  formetur. 
Qnarum  variabilium  valores  cum  supponamus  ex  aequationibus  (14)  peti  posse, 
non  fieri  potest  ut  Determinans  R  identice  evanescat;  alioquin  enim  functiones 
(p-i,  y^,  etc.  earum  variabilium  respectu  non  a  se  invicem  independentes  forent, 
(V.  Comm.  de  Det.  Fund.  §§.  3  sqq.)  Si  vero  per  ipsas  (14)  evanescit  Deter- 
minans R,  id  indicio  est,  duo  valorum  variabilium  systemata  inter  se  aequalia 
evadere,  unde  aequationum  praeparatione  quadam  opus  est,  qua  radicibus  du- 
plicibns  libereiitur. 

lam  praecepta  generalia  variis  applicabo-  exemplis. 


§.  17. 
De  Multiplicatore  systematis  aequationum  differentialium  liiiearium. 

Proponantur  aequationes  differentiaies  lineares  priini  orditiis 


dt 

=  A\ 

"i+A 

*'^-t-- 

■  +  /1, 

'. 

= 

X,. 

IT 

=  A\ 

■',+K 

ä:..-\- 

■+^; 

^'n 

= 

^s, 

=  A 

'i:,+  A[ 

^^..-h- 

■+4 

**'i 

= 

X., 

(1) 


quarum  Cogfficientes  Af  solius  t  functiones  designant.     Systematis  aequationum 
(1)  Multiplicator  M  deiinitur  tbrmula  difFerentiali 


dlogj/ 
'dt 

1 8X      ax, 

ax 

= 

-  m;    +  a:;   +■ 

■+4" 

unde 

Ilac  tbrmula  cognito  M.  sequitur  e  §.  15,  st  aequationes  diffei'entiales  lineares  (1) 
per  quascmique  n — 1  aequationes  integrales,  n— \  Comiantibm  arbitrarÜs  affectas, 
ad  unicam  aequatioiiem  differentialem  pimi  ordinis  inter  duas  variahiles  redu- 
cantur,    eius   qwjque  ultimae   aequationis  infegrationem  per   Quadraturas  absofri 

51' 
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dt 

—  — i-i>i+^"j!-i — ^4"V.i- 
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posse.     Quod  hactenus  non  constabat,  nisi  aequationes  quoque  integrales  rediic- 
tioni  adhibitae  lineares  erant. 

Aequationibus  (1)  alterum  systema  aeqnatioiiitm  differeiitialium  lineaniim 
coniugatum  est 


(3) 


Aequationibus  (1)  respective  per  y^,  y^,  .  ■  -,  y^  atque  aequationibus  (3)  respec- 
tive  per  X-y,  x^,  ...,  x„  multiplicatis  omnlumque  aequationam  provenientiura 
additione  facta,  termini  ad  dextram  positi  omnino  abeunt,  expressio  ad  laevam 

autem  fit  dilTerentiale  a<i;gi'egati  Xjy-^-i-x^y-i-i 1--^,^„;    unde  integratione  facta 

eruitur 

(4)    ^,^,+^.i>/,-\ H^,j/„  =  Const. 

Quot  habentur  aequationum  (3)  solutiones  particulares,  tot  forinula  (4)  suppedi- 
tantur  aequationum  (1)  Integralia,  et  quot  habentur  soliitiones  particulares  aeqiia- 
tionum  (1),  tot  eadem  formula  suppeditantur  aequationum  (3)  Integralia.  Aequa- 
tionum (3)  Multiplicator  invenitur 

unde  binorum  systematum  aequationum  differentialium  linearium  iiiter  se  con- 
mgatorum  MidtipUcatores  M  et  N  valorihis  reciprocds  yaiident. 

Functionum  ?/[,  y,,,  ,  .  .,  i/„  denotemus  n  systeniata  a  se  independentia  per 
y(*),    ^w,    .  .  .  ,   yf\ 
tribaendo  successive   indici    superiori  k  valores    1,  2.  ....  ;*.      Unde    aequatio- 
num (1)   proveniiint  /'  Intc<>Talia  huiusmodi 

designantibus    «,,  a^,  ,..,  «„  Constantes   arbitrarias.      Seuutidum  Multiplieatoris 

definitionem,  initio  huius  Commentationis  adhibitam,  fit 

(  df,      dl,        df 

M  =  2±-- — ~ 

(5)     J  ÖX|      o.e.,         dx^ 
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Unde  obtinetur  formula 

(6)  i-±i/,>;'. ,.!/<-> 

Quae  sie  directe  demonstratnr. 


,-J\A\+J:;+■■■-^Al••\d, 


Designante  enim  R  Detei-minans  ad  laevam,  fit 
,  dB 


dR  -- 


d!fP 


iyf> 


dj/P 


\A,j/['-\-A^  .(/!/H \-A(''/^'\dt, 


extensa  duplici  suinmatioiie  ad  oranes  indicum  i  et  L  valores  1,  2,  .  .  .,  n. 
Sammando  primum  indicis  k  respectu,  evanescunt  terminl  in  AI,  A.',  etc.  ducti 
praeter  eos,  qiii  in  Ä\''  dacuntur, 


8K     (..1  1. 


=  ~A^\Rdi, 
sieuti  notis  DeterniinantiLim  proprietatiI)iiR  patet,     Hinc  altera  sLimmatio  indicis 
i  respectu  instituta  suggerit 

iiR  =.  — |j;+a;'h — h^i"'l-RA 

cuius  aequationis  integratione  fonnula  (6)  obtinetur. 

Si  aequationes  differentiales  lineares  proponuntiir,  quae  altiora  quam 
prima  differentiajia  involvunt,  secundum  §.  14  (5)  statim  earum  quoque  Multi- 
plicator  obtinetur.     Brevitatis  eausa  duas  tantnm  consideremus  aequationes 


--A'j:+A\ 


* 


_'l!l__ 


■■+A_ 

^   -  dr   - 

■■+B      ^'TÄ. 
"  ■'  dt"-'    ' 

''       dt" 


in    qiiibus  Coefficlentes   A,  /l, ,   etc.    solius    t    t'üiictiiMies    (lesiiiii.mt;    tit    earum 
aeqiiationam  MuJtiplicator 

Poriaiims,  addeiido  ae<juiitioiies  (7)  ivspective   per  /  et  /(  iiiultiplieatas  produc'i 
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aeqiiationem  per  se  integrab'ilem :  secimduni  conditioiies  integrabilitatis  fierl  debet 

iW  dt"''  dt'^' 

y  df  dt"-'  dt--'  K      ^      ih 

quod  est  aequationum  differentialium  systema  proposito  eoniugatuiii,  Quod,  si 
^  et  5  inter  se  inaequales  sunt,  non  ea  gandet  fornia,  qua  §,  14  supposiii 
aequationes  differentiales  exhibitas  esse,  videlicet  ut  altissima  differetitialia  in- 
veniantur  per  inferiora  ipsasque  variabiles  expressa.  Si  ;->>?,  ut  ea  forma 
obtineatur,  aequatio  posterior  p  —  q  —  \  vicibus  iteratis  differentianda  est  et 
aequationum  ope  provenientium  eliminaiida  sunt  e  priore  ipsius  fi  differentialia 
superiora  (</  —  ])'°.  Hac  eliminatione  priorem  aequationeni  novi  non  ingrediuntur 
terniini  (/)  —  l)'"  ipsius^  differentiali  affecti,  unde  in  ea  iinmutatus  manet  imiciis 

terminuti  differentiale  '■■    iniplicans 

dt"-'  ^ 

"-'  dt"" 
Porro  in  aequatione   postenore   nniciis   pxtat   terininii^r;  ipso  — ^^-   atfectus 

-«'  A^- 

Unde  seeundum  §.  14  aeiiuationiini  (8),  dicto  modo  praeparatanim.  eruitm- 
Multiplieator 

N  ^  r        '^ 
Videmus    igitur,    bina  quoque    systemata  eoniugata  (7)  et  (8)  Multiplicatoribiis 
reciprocis  gaudere.     Similiter  pro  pluribus  aequationibus  demonstratur,  in  syste- 
mate  conlugato  per  eliminationes,  ad  formam  normalem  obtinendam  instituendas, 

hos  non  mutari  terminos.  qui  valorem  ipsius  — -^ —  afficiunt,  unde  facile  se- 
quitur,  binorum  systematum  coniu<;atorura  Multiplicatores  semper  evadere  inter 
se  reciprocos. 

Observo.  formam  normalem  aequationibus  (8)  conciliari  posse  sine 
differentiationibus  et  eliminationibus,  cum  earum  loco  hoc  pateat  substiliü 
posse  systema  aequationum  differentialium  linearium  primi  ordinis  inter  p-\-q-{-i- 
variabiles : 
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(9) 


Aequationes  (9)  oodem  gaudent  Multiplieatore  iV  supra  invento.  Qiiod  adnotari 
meretur.  Nam  valor  supra  inventus  iV  Miiltiplicatori  aeqnationum  (8)  con- 
veniebat  siipponendo  eas  lociim  tenere  aequationum  differentialium  primi  ordinis, 
in  quibuR  praeter  t,  ^,  fi  pro  variabilibiis  habeantur 


,1t 
rfl, 

,(■+'-,1 

,fH-J,l 

''Vi 

d,, 
dt 

dt 

=  —\A?.-i-A'ti\, 

=  —\B^_,,i+B;_ 

dt  ' 

=  _|ßi+g',,|. 

(J) 


dt' 


dum  ae([uationes  (9)  sunt  inter  t, 


dt- 
2,  ft  i 


liasqiie  variabiles 


iß) 


Aiiis  autem  variabilibus  introductis  vidimus  in  secundo  Capite  imitai-i  Multipli- 
catorein,.  videiicet  eum  dividi  per  novariim  variabiliuin  Determinana ,  Ipsanim 
formatum  variabilium  respectu,  quarmn  loeo  introductae  sunt.  Unde,  cum  ntrique 
aequationum  systemati  idem  conveiiiat  MiiJtipIicator  N,  sequltur,  si  quantitates 
{if)  per  t,  X,  ft  et  quantitates  (Ä)  exprimantar,  Determinans  quaiititattini  (ß), 
ipsarum  (A)  respectu  formatam,  aequari  Constanti,  ac  reapse  aequalc  inve- 
iiitur  unitati. 

§.  18. 

Aeqiiatiüucs  ditfcretitiales  .secuiidi  ordinis,  quarum  assijinare  ÜL'of  Multiplicatarera. 

Exempla  Ealoriana. 

Pauüo  im]norabor  applicationi  theoriae  novi  MultipHcatoriw  ad  aequationes 

(Uft'ereiitiales   scclukII   ordinis   inter  diias    variabiles,    qiii  est   casus    simplicissinnis 
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post  aeqiiationes  Differential  es  primi  ordinis,  ad  quas  Eulerianiis  Miiltipiicator 
refertur.     Ac  primiim  per  theoremata  §§.  J4,  15  tradita  patet, 

^si  propomtur  aequatio  -r^-^A-^-  -|-ß=0,  in  gtiaAsolmsx,  B  utrinsque 
X  et  y  functiones  quaecunque  sunt,  atque  integraüone  prima  eruatur  -^  =  u, 
designante  u  variabUium  x  et  y  et  Conslantü  arbitrariae  a  fnncfionem,  fore 
ahei'um  Integrale 

\/:J'^'''.-^^,jy — M(?^^  ;=  Const." 

Quantitatem  sub  maiore  integrationis  signo  esse  differentiale  coiiipletiim,  sie; 
vei'ificari  potest.  Nam  ut  aequatio  differentialis  proposita  proveniat  differen- 
tiatione  aequationis  -^  =  k,  locnm  habere  debet  aequatio  identica 

d.z  dy 

Qua  ipsiiis  c!  respeetu  difftJi-entiata  et  per  e^'^'^  raiiltiplicata,  pi'odit 

quae  est  conditio  requisita,  ut  qiiantitas 

differentiale  completum  sit. 

Generalius  e  §§.  14,  15  seqiiitnr,  xi.  proponatur  aeqwäio 

in  qua  et  (f  et  B  variahilium  x  et  y  functiones   quaecunqite  sunt,   atque  integra- 

tione  prima  inventum  sit  -^-  =  u,  designante  u  variahilium  x  et  y  et  Constantis 

arbitrariae  a  ftmctionem,  ßei'i  uequationem  inter  x  et  y  quaesitam 

(2)    J>^(rf(/-Mrf*)  =  Const. 

Aequationis  (1)  tractavit  Eulerus  specimina,  quibus  et  integratio  prima  successit 
(Cf.  Calc.  Iiitegr.  Vol.  II.  Sect.  I.  Cap.  VI.  §§.  91')  sqq.).  At  aequationes  diffe- 
rentiales  primi  ordinis,    ad  quas  ea  ratione  pervenit,    tanta  irrationalitate  erant 


Hosted  by 


Google 


AEQL'ATIOXCM  DIFFKRKXTIALIUM  VULGAKICM  APPLICANDI.  409 

implicatae,  ut  de  integratione  direeta  desperans  alia  artlficia  circumspexent. 
Atque  missam  facto  IntegraU  iiivento  contigit  ei,  aequationes  differentiales  se- 
cundi  ordinis  propositas  difFerentiando  alias  deducere  lineares,  Cogfficientibus  eon- 
stantibus  affectas,  quarum  iiota  iiitegratio  propositai-um  quoque  ei  suppedi- 
tavit  integratioiiem  completam.  At  per  anteeed entern  formnlam  (2)  illarum 
aequationum  differentialium  primi  ordinis  quamvis  compÜeatarum  assignare  licet 
Multip] icato res.  Adiungam  ipsain  variabilium  separationem ,  qua  elucescat,  re- 
vera  adiectis  illis  Multiplicatoribus  aequationes  sponte  integi-abiles  fore. 

Exempla  Euleriana    forma  paullo  generaliori  exhibebo,   qiind  sine   cal- 
culi  compjicatione  fieri  polest. 

Exemulum  I. 

(b  et  c  Constaiites.) 
Secimduin    Eiilerura    aequationis   propositae   fit  Integrale  prinunn,    quod 
si  piacet  diff'erentiando  coinprobare  licet, 

designante  a  Constantem  arbitrariam.     Cuius  aequationis  resolutione  eruatuv 
dy 

designante  v  radicem  aequationis  cubicae 

Coniparando  aequationem  differentialem  propositam  cluii  (1)  tit 

cp  =  21og!/,    ^''  ^=  y", 
unde  sccunduni  (2)  inveiiitnr  altenim  Integrale 

J^'-g^-«?/— "f/-^)  =  j  -qI  iy^y -'-•''•>■■)  =  fönst- 

Fit  aiiteni  e  (3) 

Sc  1 


da  Zvv^2bxx,+y{by  —3c«) 

Quem  aequationis  ydi}  —  vclx^  0   Multiplicatorem    esse,    propter   ipsius    r   irra- 
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tionalitatem    non  facile  cognoscitur,    et    minus    adhuc    separatio    variabilium   in 
proniptu  est.     Quam  sie  assequor. 

Äequationem  (3)  bene  vidit  Eiilerus  hac  ratione  exhiberi  posse; 
(4)     /■-/■'./■"  =  a, 
posito 


f 

=  ,+  ,,j+-- 

r 

=  '■+>■« +ir- 

f 

=  «+>."  )l+-°„ 

designantibiis  X,  X' ,  X"  radices  diversas  aequationis  cubicae 

linde  X-hX'-hX"  =  0.  XX' X"  =  c.     Ex  aequationibus  (4)  et  (ö)  sequitur 
df  _  df         df"        da 


da  " 


3«  da  6a 

1 

'  'Yf"^'~f+fT ' 


l'r+f"'PHT 

fieri  debet  differentialc  completiim.     Tnvenitiii'-auteni  e  (ö): 

.!t/' -/")  =  ('■■ -i  "  X*- *  <'•'■) . 
iif'-f    )  =  (i"-i   Xds-l'di:), 


Hiqaideill   ponltur 
atque  adnotatur  iieri 


;.-p'_j")+i"(i"„i)+;.'"(;.-Ä') 
Hinc  snbstitutendo  X"  =  — (^  +  /.')  tit 

^(i,,i)-vj^)  =  X  [{f+f"yif-J(ff")\ 


Hosted  by 


Google 


AKQUATIONÖM  DIFFERENTIALIÜM  VL'LGARIUM  APPLICANDI.  411 

unde  denuo  substituendo,  qiiod  e  (4)  sequ'itur. 

■Uff) = -ff-  ^ ,  <'(/"/")= -rr-  -f , 

eruitur 

ydy—vdx         _    1    \  Xdf         l'df\ 

Quod  per  se  integrabile  est  atque  nihilo  aequiparatum  integratumque  suppeditat: 
quod  alterum  Integrale  est. 


J»i/._'.»sr  _(,„„,,_ 


Exomplum  IL 

{a,  h,  c  Constantes.) 
Secundum    Eulerum     hiiius    aequationis     integi-atione    prima    obtinetur 
ydy  —  vdx^=Q,  designante  r  radicem  aequationis  biquadraticae 

(7)    („„-4i)y'-2(<.t^'+».'-4faf)+(  "^''y'"^''  )'  =  " 

atque  «  Constantem  arbitrariam,     Comparando  aequationem  differentialem  pro- 
positam  cum  (1)  fit 

if  =  iog;/,     ef  =  y, 
unde  e  (2)  einiltur  aequatio  integralis  inter  x  et  y  quaesita 
C    du  , ,  ,  ,        fdv      ydy — vdo!  ^ 

Ponanius  <i  ^  Ä-{-^',  b^/.Ä',  abit  (7)  in  hanc  fonnam: 


Ponatur 
unde 


(8)     {  f,;^ 


(9)   ,— ;.'^  =  (j--;.'>,   .-i*  =  ('.'-'.>■, 


=  p-f-p ',    «  =  Xf-\-X'j. 


I  n.r+y>.--f   =-  y^ryf"     VV-p-Vi-P   =-:^|^ 
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abit  (8)  in  hanc  aequationem 

Hinc  fit 

(12)   >,  =  Yi:i-rfp^yt'+-Ä'Jy, 

slqaidein  ponitui" 

E  formulis  (9)  et  (13)  sequitur 

dp  Dp'  1  Sv 

da  6a  X — 'f'      ö«  ' 

öe    ^  ^*'    „  -^ 

linde  e   (13)  obtinetnr 

I       5c  1 


CI4) 


)/       da  %(i  —  X")\l'f"\J£-\-Xff—lp'^t'-\-V'p'f'\  ' 

qui    tieri   debet  Muitiplicator  aequationis  ydy—üdx=0.     Äc   reapse   iovenitLii- 
e  (10)  et  (12): 

Hd,j-vd!,  =  {     — '!j'--r-+   .ri^-'vrr-,  liyi+"^-f'P+.yi^'t'y>'  | 

Uiide    per    factorem   (14)    atqiie    substitutionem  (9)    aequationem    differentialeni 
i/f/j/  —  r.üx^i)  in  aliam  mutainus,  in  qua  variabiles  separatae  sunt, 


Cnins  intej^i-atione   prodit: 

(VÄ>'+ys'+;t»'7* 

Ponendo  autem 

("l/Ä+]/F)(/4-wH-yX).'.^  =  J, 
(yi_yr)i/+o— yu'.-j;  =  B, 

fit  e  (10)  et  (11)  post  calculos  facileK 
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-h'p 


AB+c 

2(,X~i.'),j  • 
A  C—c 

2(;:-i')j  ■ 


Unde  aeqnatio  integraüs  inventa,  sie  exhiberi  potest: 
iÄB+J^  ^        ,^_,- 
{ÄC—cf^  '^  ^    ■ 

iibi  ß  est  nova  Constans  arbitraria  atque  quantitas  v,  quae  ipsas  A,  B,  C  af- 
iicit,  est  radix  aequatioiiis  biquadraticae  (7),  porro  A  et  ^ '  sunt  radices  diversae 
aequationis  qnadraticae  A^  —  aX-\-b  =  0. 

IntegrationeiD  bis  duobus  exem23lis  praestitain  etiaiu  assequi  liciiisset  po- 
iiendo  ciun  Eulero  dx  =  ydt,  et  aequationem  differeiitialem  secundi  ordinis 
exemplo  primo  propositam  seinel,  exemplo  secundo  propositain  bis  differentiando, 
ita  ut  t  pro  variabili  independente  habeatur.  Quo  facto  respective  pervenituv 
ad  aequationes  diiFerentiales  lineares  tertii  et  quarti  ordinis,  quae  Coefficientibus 
gaudent  constantibus  notisque  methodis  integrantur. 

§.  19. 

De  Mulfiplicatore  systematk  aequationum  differciitialium  vulgarium,  quoJ  nieiliante  solutioiie 

completa  unius  aequationis  Jift'erentialis  partialis  primi  ordiniy  integratur. 

Systema  aequationum  differentialiura  vulgarium  proponatui-  hoc: 


C-i) 


ubi  if  est  funetio  quaeeunque  quantitatum  §,,  q^,  . . .,  §„,  F,  pi,  p^,  . . .,  jK-    Desig- 
nante  il/ aequationum  (1)  Multiplicatorem,  secundmn  formulas  nosti-as  generale»  fil 

dt  "  dp.dq.  "^   l  dq.dp.  '^^'  dVdp.  J^    dv 


dt 

j-asp 

1  3}, 

+R 

T)rl' 

äq, 

dt 

_  e,, 

dp, 
dt 

1  (i% 

+J'l 

3y>  1 

'IT 

''P. 

dt      ~ 

+A 

dV 

H h^ 

5, 
"TS 

• 

\P1- 


6p^ 


+P2- 


-H hp„ 


dp^i 


ÖV 
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tribuendü  indiei  i  valores  1,  2.  ....  n.  Unde,  reiectis  teniiinis  se  dft>triientibLis, 
ohtinetur 

«/log  3/    _  ^  Sf 

^^^    ^'"dt  dV  ' 

Quae  evanescit  expressio,  st  ^  ipsa    V  vacat.      Quoties  igitur  fimctio  (f  ab  ipm 

V  vacua  est,  aequationum  (1)  MuUiplicatorem  tinüalt  ueqvare  licet. 

AequatiormiTi  (1)  habetur  Integrale  uniim 
{^)    <P  =  ^ 
designante   /(  Cünstantetii.      In   ea  aequation«   ponatur 

er  dV  dV 

f*    '''=11^'     '''  =  ^'     ■■■•     ''■=%.' 

obtine-tur  aequatii)  dift'erentialis  partialis  priiiii  ordinis,  in  qua  F  est  functio 
nuaesita  atque  q,,  q-j.  .  .  .,  q„  sunt  vai-iabiles  independentes.  Faciamus,  inventani 
esse  eius  aequationis  differentialis  partialis  solutionem  quamcunqne  V,  dico  aequa- 
tiones  (4)  totideni  esse  aequationes  integi'ales,  quibus  aequationes  differeiitiales 
vulgares  (1)  gaudere  possint.  Nain  differentiando  ex.  gr.  earum  ]3nuiani 
B|  ^  0  et  substituendo  aequationes  differentiales  (1)  prodit 

Ciii  aequatioiii  aatisfit  substituendo  ipsarum  p^,  p^.  etc.  valores  (4).  Nimiruni 
e  suppositione   facta  aequatio  (3)  identica   evadit  substituendo  (4)  solutionisque 

V  valorem,  eam  autem  aequationem  identicam  ipsius  ^i  respectu  differentiando 
prodit  aequatio,  in  quam  abit  (5)  per  aequationes  (4).  Itaque  fieqiurtioues  (4)  una 
atm  ipsa  aeqvatione,  qiia  V  per  q^,  q^,  ....  ?„  deßiiin  ponittir,  comfitmint  sy- 
stema  )t+l  aeqvntiouuw  integndimn  idqve  tale,  e  qvo  differentiando  ipsasqxie 
aequationes  'differentiales  propositas  substituendo  deducere  imn  ficvt  aeqtfadoi'cs  inte- 
grales novas.  Scilicet  aequatiüiies  provenientes  (.^)  per  illas  ;;+!  aequationes 
identicas  fieri  vidimus. 

Constans  k,  ubi  sei-vat  significationein  generalem,  ingredi  debet  solutionem 

dV         . 

quamcunque  V,  unde,  data  V,  differentiale  quoque  partiale  -^j-  assignare  licebit, 

quod  per  z  designabo.     Erit  per  (1),  (.3),  (4) 

fR-\       ''^    _  V     ^ÜL    -^  —  ^^   _l!f    -  =  1  _    ^^    ^ 

(_n;   -Yt—'-'Bkeq.' dp.       £h       at' ^  ev '■ 
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ö  V 
Öi  solutio  V  aliqiiaiii  involvit  Constantem  arbiti-ariam  cc  atque  poiiitiii'  -^ —  =  y, 

similiter  erit 

^'^     "ät    ~*    6ttdq.    "dp.    '"r?«  vV''  dV''- 

Scilicet  l'iinctio  (f,  substituendo  datam  soliitionem  V  atque  poncudo  jj,  = -^  , 
Ideiitice  aequatur  Constanti  h  ideoque  post  eam  substitutionem  differentiata 
ipsius  h  respectii  unitati  aequatur,  differentiata  ipsius  «  respectu  evanescit.  E  (2) 
et  (7)  sequitur 

ideoque  fit 

desigiiante  ß  Gonstaiitem.  Haec  formula  doeet,  Multiplicatoiu  M  coiiipetere 
valorem,  qui  per  aequationes  integrales  (3)  et  (4)  aequetiic  qiiantitati  \-^ —  [  . 
Ohservü  adlmc,  e  binis  ibrmulls  (6)  et  (7)  sequi 

ydz^zdy  ^^  ydt, 
unde,  desigriante  U  functionem  quantitatum  i/  et  s  homogeneam  rationalem 
(—1)"  ordinis,  assignari  poterlt  integrale  ,/ ?7<i;.  Si  solutio  V  plures  Oonstantes 
arbitrarias  involvit,  totidem  habebuntur  aequationes  (8),  binarumque  divisione 
obtinebuntur  aequationes  integrales,  inveutis  (3)  et  (4)  accedentes,  Si  functio 
<f  ab  ipsa  V  vacua  est  ideoque  M^=  \,  aequationes  (8)  per  se  sunt  aequationes 
integrales. 

Si  habetur  solutio  completa  V  ^  F,  n  Constantew  arbilrarias  «,,  rc.^ (<„ 

iiivolvens,  poniturque  -^ —  =^  «,-,  fit  systema  aequationum  integraliuni  coinpletarinii : 


(9) 


(  „     ,.      ^       öi^  ^       8F  ^  8F 

l^-"^""'  -sT""'=°'  ivT""^""'   ■■■■   "si.^''-^^' 


designantibus  ß^,  /?,,  ,  .  ..  /^„_^  alias  Oonstantes  arbitrarias.  Si  ex  his  aequa- 
tionibus  petuntur  valores  quantitatum  h,  «,-,  ßt,  atque  functionum  iis  aequiva- 
leiitium  formantur  Determinantia  partialia,  in  quibus  una  quantitatum  q^,  p^,  )' 
pro  Oonstante,    reliquae  pro  variabilibus  habentur,   ea  aequare  debent  quanti- 

tates    ad    dextram    aequationuiii    differentiallum  (1)  positas.    In  MiilfÄpUcatorem 
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diictas.     Supursedei'e  resolutioni  aeqnationum  (9)  et  imniediate  fuiictioimin  F—  V, 

-p, |)i,  etc.  sLimere  possumus  Determinantia  partialia,  dummodo  ea  dividimus 

per  eanmdem  fnnctioniim  Deterrainans.  quantitatutn  h,  «,,  ß;  respectu  formatum. 
Qua  de  re  Cap.  I.  egi.  Determinantia  functionalia  hie  obvenientia  in  alia  sini- 
pliciora  redeunt,  propterea  quod  qiiantitates  V,  p^,  p^,  .  .  .,  p^  tantum  in  n-hl 
pnoribus  aeqnationum  (9),  quantitates  ß^.  ß-,,  .  .  .,  /?„_,  tantuin  in  n — 1  poste- 
rioribus,  singulae  in  singulis  reprehendimtur,  Sic  Determinatis ,  quantitatum  /(, 
«;,  ßi  respectu  formatum,  quod  per  v  designabo,  aequatur  Determinanti  func- 
tioniini   iib   i[]sis  ß,   vaciiarum 

dF_        8F_  dF 

dq^  '      %2  '    '  '  '  '      ^?n  ' 
solarum   h    et  «,,   ce.^.   ....   a„   respectu    formato.     Detei'mirians   partiale,    in   quo 
7„  pro  Constantii   habetur  et  quod   per  (5,,)   designabo.    aequatur   Determinanti 
t'unctionuin 


l'orraato  solarum  respectu  7,,  q^,  .  .  .,  5„_i.  Per  theorema  aiiteni  in  Comnieiit. 
de  Detei'mvmntilnis  fanctionalibus  comprobato.  quoil  Determinantia  spectat  func- 
tionum  communi  denominatore  praeditarum,  fit 

posito 


ubi  fbrmantur  Determinantis   Q„  termini  permutando  omnimodis  functiones  u^, 

«,,  ....  M„.     Substituendo  autem  valores  jl  =  ^ —  et  differentiationuni  ordinem 

•"  '      "  ca. 

inverten<lo  sequitur,  Di'.tenniiuüis  Q„  fieri  Determinans  /unctioimm 

'       ö?i  '       ^?a  '     ■  ■  ■  1      dq^_^  ' 
quaiddatum  «,,   u.,,   .  .  .,   «„  respectu  formatum.      lam  aequationem   iilenticain 
/  „     dF      dF  dF\        , 

i^F 

diflPerentiando  respectu  quantitatum  h,  k,,  «,,,  .  .  .,  <:„.  quibus  ipsae  F,  -q  — ■  »^tc. 
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afiiciiintur,  scribendoque    ''  et  j),-  ipsarum  F  et  -^ —  loco,   obtineiitur  inter  in- 

cognitas  -T^y  et  -5 —  aeqiiationes  «  +  1  lineares,   quarum   resolittione  invenitur 

09    _    Q, 

'^  ~  ^' 

unde 

Eadem  ratione   generaliter,    ubi  vocamus  (^,.)  fLiiictionum  (9)  Determinans    par- 
tiale,  in  quo  q,  pro  Constante  habetur,  inveiiitur 

Voeando    W  functionum 

dF         dF  dF 

dq^  '       öj.,  '     '  ■  '  '       dq^ 

Determinans,   quantitatum  «,,  cr^,  ...,  «„    respectu  formatum,    eanindem  »-4-I 
aequatiomim  linearium  resolutione  eruitur 

ar  -  ^- 

Functionum  (9)    Determinans   partiale   (/\),     in    quo   p„   pro   Constante    habetur, 
aequatur  Determinanti  functionum 

dF         M,  w^  u^_^ 

6q^  '       ^„  '       M     '     '  '  '  '         u      ' 
quantitatunj   i/i,   5^,   .  .  .,   q^  respectu  formato.      Invertendo    autem  ordinem    dit- 
fereiitiationum  in    difFerentialibus  ipslus  -^ —  atque    siiniles  adhibendo  formulas 

earum,   quibus  supra   (q„)   ad  Q„  revocavi,   redit  <(^„)   in  differentiam  Deter- 
rainantis  P„  functionum 

dq,   '       dq^    '     ■  ■  ■  '       Sq^    ' 
quantitatum  q„,  «[,  a.^,  .  .  .,  a„   res^jectu  formati,    atque  Determinantis  fiinctio- 
nalis  modo  adhibiti    W  per  -^ —  multiplicati,  sive  fit 


(^)"(J'.)  =  i=.-|f.H'=P-y.H'. 
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Adiicieiido    autem   ]i-\-l    aequationibus    linearibus  commemoratis    aliani    prove- 
nientem  ex  aequatione  (p  :=  h,   quantitatis  q„  respeetii  differentiata,  eruitur  per 

eliminationem  quantitatum    „^  ,     ^-     ,     ^  ,  •  ■  • ,  -^-  '• 

Unde  fit 

(Pj        fS^l^'f''.  W'i  i8F\-^tStp  Stp  ] 


eademque  ratione  obtinetur  generaliter,    ubi   {p^)  est  functionum  (9)   Detenni- 
nans  partiale,  in  quo  liabetur  Pi  pro  Constante: 

Quae  pauUo  rlit'ficiliora  erant   indagatu,     Fostremo   f'iinßtiontim  (9)  Determinans 
partiale  (V),   in  quo   habetur    V  pro  Constante,  aequale   eiit  functionum 


Determinanti.  quantitatum  q^,  q^,  .  .  .,  q„  respectu  t'orniato.  Quod,  adhibendo 
notationem  supra  traditam,  fieri  jjatet 

unde  secundum  (10)  invenitur: 

Formulae  (10),  (11),  (12)  docent,  functionum  ad  laevam  aequationum  (9)  posi- 
tarum   Determinantia    partialia   aequari  quantitatibus  ad    dextram    aequationum 

differentialium  (1)  positis,  per  factoreni  cominunem  j-^ — [  multiplicatis.  Ea 
Determinantia  partialia  autem  sunt  ut  diflFerentialia  rfg',-,  rfp,-,  dV.  Unde  ante- 
cedentibus  continetur  demonstratio  directa,  aequationes  differentiales  propositas 
e  formulis  (9)  differentiatis  per  aequationum  linearium  resolutionem  fluere  easque 
Multiplicatore  gaudere  |-^ — [     ,    qualis    e    formula  (8)   obtinebatur.     Quam  de- 
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monstrationem    hie   breviter    indicasse  placuit,    cum   ad    ilJustrandam    Determi- 
nantiuni  theoriam  faciat. 

Casu,  quo  <p  ab  ipsa  F  vaciia  est,  cum  cognitus  sit  Multiplicator ,  vi- 
deamus,  quid  sit,  quod  ea  eognitione  lucremur  in  exemplo  simplicissimo,  quo  ra  =  2. 
Tributo  Constanti  h  valore  particulari,  substituamus  aequationi  <f  ^=  h  aiiam, 
qua  ipsius  ^a  valor  per  q^,  q^,  p^  exhibetur,  ita  ut  aequationes  difFerentiales 
pi'oponantur  sequentes: 

dp.,  dp 

(13)     dq^ :  dq^ :  dp^  =  ^g-~  ;  — 1  :  —  -g^  ■ 

Quarum  Multiplicatorem  patet  unitati  aequari,  cum  summa  differentialium  quan- 
titatum  ad  dextram,  respeetive  secundum  q^,  q^,  p,  sumtorum,  evaneseat.     Unde 
si  post  primam  integrationem  exprimitur  ^i   per  q^,  q^   et  Constantem  arbitra- 
riam  «,  secundum  principium  ultimi  Multiplieatoris  fit  alterum  Integrale: 
rdp^   f  dp. 


(")  /ist 


dqA  ^  Const. 


Sub  integrationis  signo  haberi  ditferentiale  completum,  e  Lagrangiana  aequa- 
tionum  differentialium  partialium  theoria  sie  probatur.  Nam  cum,  expressis  j),  et 
^3  per  q^  et  q.^,  fieri  debeat  p^^dq^^-^- p^dq^  differentiale  completum  atque  p^  per 
?n  9?)  Vi  expressum  detui',  pro  pi  talis  sumi  debet  quantitatum  g^  et  g^  functio, 
quae  satisfaciat  conditioni 

Sq^  6p^  öq^  dq^ 
Qualem  functionem,  e  theoria  aequationum  differentialium  partialium  primi  or- 
dinis  Unearium  constat,  e  quocunque  Integrali  aequationum  differentialium  vul- 
garium  (13)  erui.  Quod  ubi  Constantem  arbitrariam  «  implicat,  eandem  impli- 
cabunt  valores  ipsarum  p,  et  p^  per  ^i  et  q^  exhibiti,  qui  expressionem  Pidqi-\- p^dq^ 
integrabilem  reddebant.  Qua  secundum  Constantem  a  differentiata,  rursus  pro- 
dire  debet  expressio  integrabilis,  sive  expressio 

5j)|  5ji„      dp  dp    I  dp,,        \ 

evadere  debet  differentiale  completum.  Q.  D.  E.  Simul  videmus,  Integrale  (14) 
obtineri  aequiparando  novae  Constanti  arbitrariae  differentiale  partiale  solutionis 
V=^/{p^dqj-hp^dq^],  ipsius  ce  respectu  suratum,  id  quod  cum  supra  expositis 
convenit. 

53* 
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§■  20. 

De  Multiplicatore  aequatiotium  differßntialiuni  vulgaiium  systetnatis,  quod  mediante  solutioDe 

completa   problematis  Pfaffiani  integratur. 

Problema    Pfaffianam   voco    integrationem    singularis  aequationis   dif- 

f'erentialis  linearis  primi  ordinis  inter  nuinerum  variabilium  parem  per  semissem 

aequationam  finitarum  numerum.     Sit  aeqaatio  difFerentialis  singularis  proposita 

(1)     0  =  X^da:^-hX.,dx.,-\ |-X,„,.te,„,, 

designantibus  X,,  X^,  etc.  variabilium  x,,  x.^,  .  .  .,  x^«,  tünetiones  quascunque. 
Qua  integrata  per  numerum  m  aequationum,  totidem  Constantibus  arbitraiiis  affec- 
tarum,  demonstravi •/)«/)■.  Grell.  VoL  XVJJ.  pi/g.  148  sqq.  (cf.  h.  Vol.  p.  112  sqq.), 
praestari  integrationem  completam  systematis  aequationum  differentialium  se- 
que  litis: 

(2) 


1  Ji,<;<  =     . 

+  « 

,  ./'.'■ 

.,  -H«! 

,(i[,+  - 

■■+0, 

du,. 

1   X.dt  =  -» 

,,/(.■, 

+a. 

_,i-,+- 

■■  +  «., 

..M. 

Ix    dt   =    -0 

■       d. 

»  -„ 

./, 

ex.       dx^         _ 

Dedi  in  Diario  Crell.  Vol.  Il.pgg.  354  ^qq.  (cf.  h.  Vol.  p.  2(5  sqq.)  resolutionem  alge- 

braicam  generalem  aequationum  lineariuni  ad  instar  aequationum  (2)  formatarum. 

Cuius  ope  exbibit^  aequationibus  differentialibus  forma  proportionum  nobis  usitata 

(4)     dx^-.da:^:...  '-flx.^^^^  =  A^^:  A^:  ...:  A.^^^^, 

investigemns  forniuiam,    qua  aequationum  (4)   Muitiplicator  definiatur,   sive  va- 

loreni  expressionis 

dA,          dÄ,  ÖA..  d\ogl\l 

Co)       ^    ■--{--^ 1 1-    a-^^  =  —A.-  -,    --■ 

Auspicabor  ab   aequationum  linearinm  (2)  resolutione,   quae  sie  proponi  potest. 
Deriventiu"  de  producto 

alii  similes  termini,  mutando  indices  2,  3,  .  .  .,  2m— 1,  2m  i-espective  in 
3,  4,  ...,  2m,  2,  eandemque  indtcum  comrautationem  repetendo,  donec  ad  ter- 
niinum  primitivurn  reditur,  id  quod  suggerit  2m— 1  tenninos  diversos.     Ea  ra- 
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tione,  indicLiin  certo  ordlne  proposito,  si  quisque  eoriim  in  proxlun;  seqiientem, 
ultimus  in  primum  mutatur  idque  repetitur,  dum  ad  ordinem  indiciim  primi- 
tivum  reditui",  dicam  indices  cyclum  percurrere.  Postquaio  e  producto  propo- 
sito 2m  —  1  termini  deducti  sunt  per  eyclum,  quem  indices  2,  3,  ....  2m 
fecimus  pereuri'ere,  rursus  in  eorum  termiiiorum  unoquoque  ponamus  indices 
2m — 3  postremos  eyclum  percurrere,  unde  nanciscimur  terniinorum  numerum 
(2 m  — 1)(2 m  —  3).  In  eorum  terminorum  unoquoque  vui-sus  ponamus  indices 
2?7i  — 5  postremos  cyclum  percurrere,  erit  terminorum  diversorum  provenientium 
numerus  totalis  (2m— 1)(2to  — 3)(2m^ — 5).  Ita  pergendo,  donec  postremo  soli 
tres  indices  postremi  cyclum  percurrant,  producta  3.5...(2m  — l)  ex  uno 
pi'oposito  deducta  erunt,  quorum  omnium  aggregatum  R  vocemus.  Sit  ex.  gc. 
■m  =  3,  erit  R  aggregatum  qtiindecim  tenninorum 


quorum  quinque  in  prima  verticali  ex  eorum  uno  derivantur,  identidem  mu- 
tando  indices  2,  3,  4,  5,  6  in  3,  4,  ö,  6,  2;  terni  iuxta  positi,  indicibus  tribus 
posterioribus  cyclum  percurrentibus,  ex  uno  eorum  fluunt.  Aggregatum  R  fit 
denominator  communis  expressionum  algebraicarum,  quibua  valores  incognitartim 
exhibentur,  Numeratorum  autem  Cogfficientes,  qui  ducuntur  in  terminos  ad 
laevam  aequationum  lineanum  constitutos,  sunt  ipsius  R  differentlalia ,  quanti- 
tatum  a^j^  respectu  sumta,  ita  ut  aequationum  (2)  resolutione  proveniant  valores 


(5») 


dR 


X.- 


dR 


X 


R- 


dR 


Aggregatum  R  gaudet  proprietatibus  plane  analogis  eai'um,  quae  de  Deteriiil 
nantibus  circumferuntur.  Quarum  gravissima  ea  est,  ut  hmis  iiidicum  1,  2,  . . .,  2i) 
iiäer  se  permutatis  .nnmf  omnes  ipskis  R  lermim  vahres  oppositos  iiidiumt  ideoqu: 
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„.,      n  dR  dR  BR 

'  '  '>'   da  .         ^''  da., .  ^'"•'   ca. 


ipsuTn  R  in  valorem  oppositum  aheat.     Porro  fit 

et  quoties  i  et  k  inter  se  diversi  sunt, 

,,,     ^  SR  BR  8R 

ubi  terminus  in  17^;  ductus  ommittendus  est.     Designantibus  i,  i',  i",  etc.  indices 
inter  se  diversos,   si  sunrnntiir  differentialia,  partialia 

dR  d'R 

da...  '        da.., da.......    '     '^'" 

ea   erunt  aggregata  ad   instar  aggregati  R  formata,    respective    reiectis  Cogffi- 
cientium  blnis,  qnatnor  etc.  seriebus  cum  horizontalibus  tum  verticalibus,  mtque 

d'R         _         a^fi         _         d'R 
da.  ..da.,;...,  da.  ...da..,. ..  da.  ..„da..  .„ 


(S) 


His  rebus  praemissis,  quarum  demonstrationein  alüs  relinquo  vel  ad  aUum  locuni 
relego,  Multiplicator  quaesitus  sie  irivenitur.  Sequitur  e  (5*),  siquidem  signo 
summatorio  subscribuntur  indices,  quorum  respeetu  sumraatio  institucnda  est, 

dx.  dR 

(9)     Ä-^  =  A  =  ^^— X, 


dR 

dA  dA,  dA.,  ^  ~ä^  dR        dX 

ubi  indicibus  «  et  t  tribuuntur  valores  1,2,..  .,  2m,  soJis  ommissis  valoribus 

{ =  a.      Examinemus    formulae  (10)    summam    priorem.      Aggregati  -^ cum 

terminus  nullus  affieiatur  elemento,  cuius  alter  index  est  «  aut  /,  fit 

.,  dR 

da^.  e'R         5«,., 

8x.  ii    da..da.,      dx,     ' 


summatione   duplici  ad   omnes  -^^ y\- '—  combinationes  extensa,   quibu^ 

indices  k  et  /  valores  obtinent  et  inter  se  et  ab   Ipsis  «  et   i  diversos.     E  for 
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Inda  antecedente  sequitiir 

g  dR 

da  ,                     d'R          da., 
y  Si_  =   y y. 

i  Sx^  ijc,i  da^ßa^       dx.     ' 

ubi  indicum  i,  k,  l  valores  in  quoque   terniino  sub  signo  summatorio  et  iiitei- 

se  et  ab  indice  a  diversi  sunt,  ipsi  i  valores   1,  2,  .  .  .,  2m  conveniunt,  binorum 

k  ^t  l  valores  non  inter  se  permutari  debent.     Unde  triplex  summa  conflatm'  e 

(2ot  — l)C2m— 2)(2m  — 3)    ^       ■  ■     T,  ■  r 

^ ^  T"9  ^ ^  ternimis  huiusmodi 


da^ßa^    \  dx.  a.r^  a.^j    J' 

qui  obt'mentur  sumendo  pro  indieibus  i,  k,  l  ternos  diverses  ex  indicibus  1, 
2,  .  .  .,  et — 1,  «-f-1,  .  .  .,  2m.  At  substituendo  quantitatum  a^j  valores  (3), 
ternoi'um   tenninorum   uncis  inclusorum  summa 

a«,,      a«,,      a«., 

idetitice  evanescit,  ideoqiie  pro  qiioqiie  ipsius  a  valore  fit 

a-f- 

Ca  , 
(11)     ^-^^  =  0, 

sive  formulae  (10)  prior  summa  evanescit.  Alteiius  summae  valor  facUe  in- 
veiiitur  permutando  indices  a  et  i  tbrmulamque  (6)  in  auxilium  voeando,  quae 
summata  pro  omnibns  indicis  i  valoribus  suppeditat 


-£«. 

aR_ 

Hinc 

eniir 

i  fit 

s- 

dR 

dX 

SR 

l  dx. 

Unde 

iara 

formula  (10) 

in  hanc 

abit: 

(12) 

3A, 

S.,     + 

Ciiius  formulae  pars  laeva  cum  secuiidum  (5)  et  (9)  ipsi  —li- 
aequationum  düFerentialium  (4)  Multiplicatorera  statuere  licet 
(13)     M=e--'. 
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Doci.'t  ea  fonniilii,  aequationibus  differentialibiis  (4)  complete  integratis,  ad  eru- 
endaiii  relationeni  inter  (  et  variabiles  ,t,  nulla  amplius  opus  esse  Quadratura, 
sed  valorem  iiitegralis 

f  Rdx. 

\—j-^  =  (H-Const. 

exhiberi  posse  per  logarithnunn  Deteriniriantis  fiinctioninu,  quae  Constantibus 
ai'bitrariis  aequantur. 

Ponamus,  quod  semper  licet,  -Xg«,  =  — 1  sintque  Cogffieientes  reliqui 
omnes  X,,  X,  .  .  .,  Xj,,,^,  a  vai-iabÜi  x.^,,,  vacui,  redit  problema  Pfaffianum  in 
hoc,  ut  expressio  lUfferentialis  2m  —  1  variahilium. 

X^  rfiCj + X^dx.^  _f_ . . .  -1-  Xj^^__^c?^g^^__, 
per  in  —  1  aequationes  finitas  reddatur   diferentiale  completum   dx.^,„.     Scilicet  ea 
re  eff'ecta,  obtinetur  m"  aequatio  per  solas  Quadraturas 

^j^^-f- Const.  =  f\X^dx^-\-X^dx,-^-\—--k-X^^^_^die^^^^_^  ■ 
Eo  casii   evanescLtnt  omnes    quantitates  «;j„,    ideoque    ipsum    qiioqae   dt,    iinde 
aequationes  diflerentiales  (2)  in  has  abeunt: 


1  0  =    a„ 

+    a 
1   '■'■^■i 

l_2    (iCg  +    tf,,,    dä;.-^    H 1-",^5„ 

-H   «gj   dx.^  -4 H«a.s„ 

[_,d^.2_„ 

0  =  ö^,,, 

_,/^,+a^„ 

,-i,2'^s+«2«_i,3'^'^.i+ 

Quarum  una  e  reliquis  fluit,  sicuti  sequitur  summando  aequationes  respective  per 

-t: ,      ^  .  ■  ■  . .  -F. multiplicatas.     Evanescentibus  a,  ,„ ,  evanescunt 

et  ipsum  It  et  omnla  ipsius  i?  difFerentialia  -^ — ,    in  quibus  neuter  indicum  ^ 
et  k  ipsi  27)1  aequatur.     Unde  e  (9)  üt 

A   =.-—        A   =-^  _  A         =    -^^ 

A,_^^  =  X,y1,+X3>d2H h-Xa^-i^,™-,- 

Cum  A.,„,  a  vai'iabili  a:^,,,  vacua  sit,  formula  (12)  abit  in  hanc: 

dA,         ÖA  dA.    , 

(15)    -^-H^-L-i H        ^"-^    =  Ü. 

Quae  dotiet,  uequatiormm  differentialium,  quae  e  (14)  prfjveniuni, 

(16)    <ij:^:rf«;,:...;d^3,„_,  =  J^ :  A, : ... :  ^.,„_,' 
Mu/tiplicatorem  nequari  nintad. 
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Priiicipliim  iiltiini  Multiplicatoris  applicemus  exemplo  siinplicissimo,   quo 
VI.  =  2  sivi.'  quo  aequationes  differeiitiales  proponuiitiir 

ex.^      dx^    ax,      ax^     öx,       5x, 

'''-'■'  öiCj  dx.^    '  Öj^j  ax.^    '  a^.^  dx^ 

Iiiventü  pei"  pritiiam   integrationem  variabilis  x-^  expressione  per  x^,  .c^  et  Coii- 
stanteiii  arbltrariam  ff,    seciindum  principiiim  illud  fit  altera  aeqiiatio   integralis 

r  öx.  f  /  öx,       BX,  \        ( ax,      dx.,  \     1 

Quaiititatei»  sub  integrationis  signo  differentiale  completum    esse,   sie  verifieari 
potest.     Substituta  variabilis  x.^  expressione    per    integrationem  primam  inventa 

In  forniiila  Xi(]Xi~\- X.,dx^-\-X^dx-i,  obtinetur 

/  dx.,\  {  dx.,  \ 

Eiuk-111  expressione  substituta    in  aequationibus  differentialibus ,   prodit   aecjuatio 

dx,      ax.^        ax,  I  ax.^      ax^  |      dx^  r  ex,       ax,  ^ 

a.i-.,  öj?!  äx^    l  dx.^  dx.,   J        dx.^  \  doj^  8x^    I ' 

(|uae    est    conditio,   nt  l'onnula   dift'erentialis  antecedens  sit  differentiale  aliqiiod 
eoniiiietnni  (Lr\.     Si  ipsius  x,  expi-essio  iuipllcat  Constantem  arbltrariam  a,  fit 

dx. 


SX.      dj:,  \            1  dX,         dX, 

a.,-T3..j*.+la.;+'-a.. 

ax^ )    ^ 

-+ 

f  a^x., 

H-X,  !->,■-    •     f/^,+ 

nax^da     ' 

ax.ßa       ' 

-  — 

ax,  \        i  ex,      ex,  \     ^ 

+  ^^,IX,  +  X,ä^. 

da         ■'         ■'      da 

Unde  sequitur,  quod  propositum  erat,  quantitateni  sub  integrationis  signo  aequari 
differentiali  completo,  videlicet  differentlall 

(Bx^  \  dx, 

•'^.-ai^J-'-ai  ■ 

Quod  öl  Igltur   functio  x'^  iuventa  est,    aequatlonem  integralen]  (18)  sie  qiioque 
IV.  :)4 
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repraesentare  licet: 

(19)     X,^^  —  ^P-  ^  Const. 
^     '        3  da  da 

Quae  de  formulis  quoque  generallbus  deduci  potuit,  quas  loco  citato  tradidi  de 

aequationum    differeiitialium  (2)   systemate    per    solutionem    eompletam    aequa- 

tionis  (1)  integrando.     Qua  de  integratione  hac  occasione  novas  addam  Propo- 

sitiones  novasqne  demonstrationes  sequentes. 

§.21. 
CoiiditioHcs  ut  aequatio  difforßntialis  vulgaris  linearis  primi  ordinis  intei"  p   variabiles   per 
paiiciores   quam  ^P  asquationes  iotegraii  possit, 
Ac  priiniim  coniprobabo  Propositionem,  si  aequatio  differentialis  singularis 

(20)     X^dj:^-\-X^da^-\ hX^dx^  =  0 

integretur  per  m  aequationes  quascunque,   eamm  ope  fien,  tit  de  quihusque  m  c 
numero  p  aequationum  differentialium  sequeniium: 

iX^dt  =        *      -\-a^^da!^-i-a^,^dx^-\ ^a^^dx^^, 


(21) 


\X  dt  =  a  ^dx^+a  ^dj!.^+a  ^dx.^-h » 

"            .  '  .            '       .       '  .,                  .           3X,        dx,. 
reliqiKie  p  —  m  sponte  fluant,    ipsis  «i»,   designantwus  quantäates  -^- — 

Cnius  Propositionis  demonstratiotiem  sie  adorno. 
Designo 

per  A,  h'  etc.  indlces   l,  2,  ...,  m, 

per    i,    i'  etc.  indices  m.-'rl,  iiH-2,  . .  .,  p, 

per  k,  k'  etc.  indices  1,  2,  3,  ,  . .,  p. 

Aequando  x-,,  x^, ,  x^  quibuscunque  reliquarum  variabilium  x,„_^.^,  a;,,,.,.^,  ...,  a 

l'unctionibLiSj  abeiint  aequationes  (21)  in  sequentes: 

(22)    0  =  %  =  X^dt—^b^/x., 
siquidem  statuitur 


(23) 
Ponamus  porro 


6x^ 


+".,,- 


(24)    V.  =  Z,  .-^-+X.-„~-  -H...+X    ^^+X, 

'         '  >-    ti.r.  '    H.r  '"  rl.T  ' 
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cvit  Biibstltuendo  (22): 

St 

-  M,  -H  -g tt 

+•••+757' 

S,„+M,,  =  ", 

,*-^< 

;.,&■,, 

posito 

(26) 

''■.1  "  W"   w''"^   '.' 

■+-■ 

St, 

■•+-5r 

■  '„„+'/ 

Substituendo  ipsarm 

n  Aj,.  valores  (23),  induit 

'  Cj, 

,;  valorem  sequentem: 

(2^)    «,..,= 

:    ",„+^0,,,. 

-ar+f.-.. 

-+X<;, 

öive  reponcndo  quai 

ititatum  a^i. 

valores: 

3X, 

ex 

f  SX,        3X, 
l  a«,          Ott,, 

4- 

lax, 

ax  1 

3'. 

+j; 

-}- 

dl,,     dl 

*:-. 

Includamus  uncia  ditferentialia  partialia,  in  quibus  solae  x^  sive  x,„^i,  .r^+j,  ....  x,, 
pro  independentibus  habentur  atque  quantitates  x^  sive  3:,,  3:3,  . .  .,  ,i;,„  pro 
eanim  fiinetionibiis:  ent 

/  dx,  \       ex,  dX,     dx, 

(29)    [^^]  =  -.^-\-^  -~~--^, 
^    '     V  ox^    J         öx.         j^      öd.'^^       öx. 

linde 

/  ex.,  \    /  ex.  \       f  /  ex,  \  e*,      /  ex  \  Sx.  ^ 
C30)  ^-.  =  b^^j--(-e.;-)+f  K^j^-l^j^rr 

ex,,    dx.     dx,,    . 

Id  quod  sequitur,  indicibus  h  et  /t'  in  summa  duphei  ^-^ . -^ ^— ^  mter 

se  permutatis  nee  non  in  (29)  scripto  h'  ipsius  h  loco.  Inventam  autem  ipsius 
Cj.,.  expressionem  (30)  ope  formulae  (24)  sie  exhibere  licet; 

reiectis  qni  se  mutuo  destruunt  terininis: 

d'^x.  6'x, 


01)  «„.,  = 


'  dx.ßx.  ''  dx  dx. 
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Quo  Ipsius  C;.^;  valore  Substitute  in  (25),  eruimus  formulam,  quae  valet,  qtiae- 
cunque  sint  quantitutes  x^  reliquarum  x^  functiones: 

die,  8x^  dx  (l  Bo.  \       i  do.  \\ 

(32)  ^«,+_^.,+...+^„_+„,  =  v"+s\-^y[-^^Yr,. 

Quantitatibus  x,,  per  variabÜes  av  expressis.  cum  fiat  e  (24) 

(33)     X^^x^-\-X.^die.^-\ h'^^^^^,  =  ^WW^m+i+''m+3*''^-«+i'"l ^''\^f' 

si  per  m  aequationes,  quibas  quantitates  x^  per  variabiles  .i'„,+i,  ar,,^,,  .  .  .,  x^, 
(leterminantur,  aequatio  differentialis  (20)  integratur,  singiili  termini  ad  ilextranj 
tbrinulae  (33)  per  se  evanescere  debetit,  sive  fieri  debet 

(34)    ,.^,  =  ,„^,  =  ...  =  „,  =  0. 
Uiide  etiam  aequationis  (32)  pars  laeva  evanescere  debet  sive,  scrihendo  i  ipsiiip; 
%    loco,  pro  quolibet  ipsius  i  valore  fieri  debet 

öx  dx  öx 

Quae  formula  docet,  si  per  m  aequationes  iiitegretiir  aequatio  differeiitialis  (20), 
earuin  aequationum  ope  fieri,  ut  ex  uequationibus 

u^  =  0,         u.,  =  0,     .  .  .  ,     w„,  =  0 
reliqiuie 

sponte  fluant.     Q.  D.  E. 

Si  ^  >  2m,  inter  coßfficientes  ^,,  -X^,  et-c.  certae  quaedam  loCLini  habere 

debeut  relationes,    cum  determinando  »»functiones  ;r,j  .r«,  .  .  .,  .r„,   satlsfieri  de- 

beat  piuribus  conditionibus,  videlicet  ^  —  r/i  aeqtiationibus 

Qx,               öxn  dx 

0^ü^=  X,  -Q~-hX^  -g^A l-^„,-g^-  +^,- 

Qiiae  relationes  obtineri  possunt  e  ibrinula  (32).  Naui  secundum  eani  t'orrnulain 
aequationibus  difFerentialibiis  (21)  sive  aequationibus 

w^  =  0,    w^  =  0,    ....    "^  =  0 
satisfit  per  numerum  2m  aequationum,    videlicet  per  m  aequationes,    quibus  x^, 
X-,.  ....  a;,,,  per  reliquas  variabiles  deteruiinantur ,  atque  m  aequationes  differen- 
tiales  M,  =  0,  «^  =  0,  .  .  .,  «„.  =  0.     Unde  inter  quantitates  X^,  X,  etc.  tales 
locum  habere  debent  relationes,  ut  de  }>  aequationum  (21)  numero  2m  reliquae 
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■p  —  2m  sponte  fluaiit  sive,  ope  2m  aequationum  differentialium  u^~0,  u.^  =  0,  .... 
'hn  =  ö  eliminatis  2m.  differentialibus  dxi.  dx^,  .  .  .,  dx^„,,  reliquae  ;>—  2m  aequa- 
tiones  ditFerentiaies  ttä,,,^,  =  0,  z(s,„+ä  =  0,  . . .,  u^^  Q  ideiiticae  evadant.  Se- 
cundum  observationem  oliin  a  me  factam  in  Diar.  Crell.  Vol.  II.  pag.  352  (cf.  h. 
Vol.  p.  24)  hae  p — 2m  aequationes  post  eain  eliminationem  t'onnam  induiiut 
eaiidem    atque  propositae  (21),  videlicet  fonuam  huinsmodi: 

iibi  /-j  =  — /iv-  Quae  aequationes  ut  ideiiticae  evadant,  evanescere  debent  et 
j)  —  2m  qiiantitates  1')  et  --^ "ÜIAE-  .  z_  qnantitates  f^,,.  Unde  locnm  ha- 
bere deheilt  — - — — — ^^ ~"     conditione-^ ,    uf  aequatio   differentialis    linearis 

primi  ordinis  inter  p  variabHes  (20)  per  m<i\p  aequationes  integrari  possit, 
eaedemque  sunt  conditiones,  quibus  efficitur,  ut  p  aequationes  lineares  (21)  ex 
earum  numero  2m  jluant.  Si  ;>  =  2m-i-l,  prodit  una  conditio  iam  a  Cl.  Pfaff 
oliin  exhibita,  quae,  si  m=\,  notam  conditionem  integrabilitatis  suppeditat, 
Si  y*  ^  2mH-2,  loouiii  habere  debent  tres  conditiones,  quas  pro  m=  1  accit- 
ratliis  exaininemus, 

Sit    igitur  propositum    indagare    eonditiones,    ut   aeqnatio  differentialis  li- 
nearis inter  quatuor  variabÜes 

(35)    X^dx^-\-X^dx,-^X.ßv.^+X^<Lc^  =  0 
iiiiica  aeqnatione  integran  possit.    Qua  aequatione  si  exprimittir  una  variabilium 
.it  per  .!■,,  x^,  x-jf,  proposita  (35)  identica  fieri  debet,  id  quod  aequationes  poseit 
sequentes: 

da!^  Xj  8x^  X„  dx  X. 

^^^^      dx,^~"X^'     ~8^^~'X^'     ~d^^~'T,' 
Secunda  et  tertia  earum  aequationum  suppeditant 

V,      ^''        _    y  (  ^^>  ^.       3^.1        vl^^>  ^.      ^^M 

„    ,  dX  dX, 

l  nde,  ponendo  ".■.t  =  "^r'"  qj-  siniilesqiie   aequationes    de   tertia   et    pi-ima, 
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de  j^riina  et  secunda  aequationum  (36)  deducendo,  obtineiitur  tres  primae  acqiia- 
tioniim  sequentium,  quibus  duas  alias  addidi  ex  iis  provenieiites ; 

(37)      0  =  «,',X,-|-«^_,X,         .     +«,,,X,, 

Ali  easficm  antein  relationes  seciindum  Propositionem  generaletn  siipra  eonditaiii 

pervenire  debemiis,  si  quaertiims  conditiones,  ut  quatuor  aequationum  üneitriinn 

X^dt  =        ,      -\-aj^dii:^-+aj^dx^-i-a^^iliB^, 

X^dt  =  a^^dx^-\-a^,^dx^-\-a^.jdx^  . 

binae  e  duabus  reliqiiis  fluant.  Quod  i-e  vera  fieri,  facile  comprobatiir.  Aequa- 
tionum (37)  quatuor  primae  sunt  notae  conditiones  integrabilitatis  aequationis 
diiferentialis  linearis  primi  ordinis  inter  tres  variabiles,  ex  eadem  aequatione  (35) 
provenientis ,  si  suecessive  a:,,  x^,  x^,  x^  constantes  ponuntur,  Quatuor  illarum 
aequationum  ternae  cum  quartani  secum  ducant,  sequitur.  ni  tres  oeqwttionef 

X,^dx^-irX^dx^-\'X^dx^  =  0, 

Z,<i«,4-X3dic,H-X/^  =  0, 

hahitis  respectii'e  x,,  x^,  X;,  pro  Constantihus,  condäioniinlegrahihtatis  satisfaciani, 
lutnc  quoque  aequationem 

X^d.v^-i-X.^dx.^-i-X./h^  =  0, 
si  in  ea  x^  pro  Constante  habeatur,  conditioiä  intei/rahilüatis  saiisfacliuvm  esse, 
nee  non  aequationem  Xidx^-hX^dx^-i-Xsdxa'i-XtdXi  ^  0,  in  qua  omnes  qualnor 
quantitates  x^^,  x^,  x^,  X4  variabiles  sunt,  unica  aequatione  integrari  passe.  Ut 
ipsa  absolvatup  integratio,  opus  erit  integi'atione  completa  trium  aequationum 
difFerentialium  primi  ordinis  inter  duas  variabiles,  id  quod  simili  ratione  demon- 
stratur  atque  in  tractatibus  Caiculi  Integralis  probatur,  ad  integrandam  aequa- 
tionem differentialeui  linearem  primi  ordinis  inter  tres  variabiles,  conditioni  inte- 
grabilitatis satisfacientem,  requiri  integrationeni  completam  duarum  aequationum 
differentialium  primi  ordinis  inter  duas  variabiles.      Quae   res    in   tr^actatibiis  Ita 
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proponi  solet,  ut  alteram  ne  condere  quidem  liceat  aequationem  differentialem, 
nisi  iam  antea  altera  complete  integrata  habeatur.  At  observo,  si  aeqiiatio  difFe- 
rentialis  mter  tres  variabiles  x,,  x^,  x^,  conditioni  integrabilitatis  satisfaeiens,  est 
X^dx^-\'X.^dx^-\-X^dx^  =  i),  pro  duabus  aequationibus  inter  duas  variabiles  iiite- 
grandis  sumi  posse  has,  quae  separatim  tractari  possint: 

qiiae  e  proposita  proveniunt,  prima  babeiido  ^3  pro  Constante,  seciinda  ponendo 
x,  =  0.  Scilicet  post  integrationem  secundae  in  locum  ipsius  x^  substituenda 
est  ea  quantitatum  x^,  Xj,  x.^  fuiictio,  qnae  per  integrationem  primae  aeqiii- 
paratur  valori  variabilis  x^,  qui  ipsi  a:,  =  0  respondet.  Sirailiter,  si  proponitur 
integrarc  aequationem  inter  quatuor  variabiles: 

X^da^^-^X^dx^  +  X^dx^-it-X^'U^  =  0, 
conditionibus  (37)  locum  habentibus,    pro   tribus   aequationibus    inter  duas   va- 
riabiles, quae  integi'andae  sunt,  sumi  possunt  sequentes  separatim  tractandae: 

X^dx^-JrX^da:^  =  0,     X'^di>:^-i-X^dx.^  =  0,     X^°  die.^+ X^  dx^  =  0, 

in  (juibus  designant  X.^  et  X"  valores,  In  quos  X_,  et  X^  abeunt  pro  .r,  =  0. 
poiTo  X^"  et  X^"  valores,  in  quos  X^  et  -X4  pro  x,  ^  ar^  =  0  abeunt;  deinde  in 
prima  aequatione  x^  et  x^,  in  secunda  x,  pro  Constantibus  habendae  sunt.  Inte- 
grata tertia  aequatione,  ipsi  x,  ea  substituenda  est  quantitatum  Xg,  Xg,  ^,  fnnctio, 
quae  per  integrationem  secundae  aequat  variabilis  X3  valorem  ipsi  x^  =  0  re- 
spondentem;  ac  deinde  ipsi  x^  ea  quantitatum  Xj,  X3,  Xj,  x^  functio  substituenda 
est,  quae  per  aequationis  primae  integrationem  ae<juat  variabilis  x.2  valorem  ipsi 
Xi  =  0  respondentem. 

Propositis  j>  aequationibus  ditferentialibus  vuigaribus  inter  p-hl  varia- 
biles quibuscunque,  aequationes  m  inter  ipsas  variabiles  sunt  integrales  propo- 
sitarum,  si  efficiunt,  ut  harum  numerus  in  e  reliquis  ji  —  m  fluat;  porro  tak' 
coiistituunt  aequationum  integi-alium  systema,  e  quo  per  differentiationem  aequa- 
tionumque  diffei-entialium  substitutionem  aliae  novae  non  obtineantur,  si  earum 
adiumento  non  plures  quam  tn  aequationes  difFerentiales  e  reliquls  fliiunt.  Ante- 
cedentibus  vidimus,  per  m  aequationes,  quibus  integretur  aequatio  differentialis 
vulgaris  linearis  inter  j)  variabiles  (20),  fieri  ut  e  p  aequationum  differentialium 
vulgarium  (21)  numero  m  reliquae  ^  —  m  sponte  fluant.  Unde  si  ^  —  m^m 
sive  p  =  2m,  qui  est  casus  problematis  Pfaffiani,  sequitur,  quascunque  m.  aequa- 
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tiones,  quibiis  iritegretur  aequatio  differeiitialis  linearis  primi  ordiuis  iiiter  2-m 
variabiles 

haben  posse  pro  int<?gralibiis  systematis  2*«  aequationuiii  dift'ereiitialiiim  viilgaritiin 

Xg^dt  =  a^^da!j-{-a^^dx^-\ *"";->,„ '^*-.,„! 

ex  iisque  per  difFerentiatioiiem  tiovas  deduci  non  posse  aequationes  integrales. 
Si  m<i^p  atque  aequatio  (20)  integrari  potest  m  aequationibiis,  vidimue  ^j 
aequationum  (21)  tantum  2m  a  se  independentes  esse,  reliquas  p  —  Sm  ex  iis 
sponte  fluere;  iinde  ex  arbitrio  iis  addere  licet  ^  —  2  m  aeqiiationes  difterentiales, 
nt  habeatur  systema  ^  aequationum  difFerentialium  interp+l  variabiles.  Eo 
casu  aequationes  m,  quibue  aequatio  (20)  integrari  supponitur,  rureus  haberi 
possunt  pro  aequationibus  eius  systematis  integi-alibus,  quaecunque  sint  }>  —  '2m 
aequationes  differentiales  ipsis  (2 1)  ex  arbitrio  adiectae,  cum  illae  in  aequationes 
efficiant.  quod  e  (32)  eequebatur,  ut  m  aequationes  differentiales  ?*,„+,  =  0. 
"»,+2  ^0,  .  .  .,  «,„,  ^  0  ex  aliis  systematis  aequationibus  difterentiaübus  ?/,  =  0. 
nj  =  0,  .  .  .,  u^  =  0  obtineantur. 

Designantibus  A^.  A.^,  etc.  quascunque   variabiliiim  j\.  ;r, .r    iunu- 

tiones,   quoties  aequationum  differentialium 

dw^  :  dx^  :  ...-.dx    =  A^:  A.^:  ...  :  A  ^ 
dantur  aequationes  integrales  tn,  quarum  ditterentiatione  aliae  novae  non  jn'odeimt, 
earumque    ope    exprimuntur    a^i,  .rj,    .  .  .,  a:„,    ut    functiones    variabilium    .t,,,.,.!, 
^,j,+2!  ■  ■  ■!  ^p->  ^^'^  functiones  satisfacere  constat  systemati  aequationum  differen- 
tialium partialium  lineariuni  primi  ordinis  sequenti: 


(38) 


Qua  de  re  pluribus  egi  in  alia  Counnentatione  Diar.  Grell.  Vo!.  XXIIl.  inserta  (cC.  h. 
Vol.  p.  230  sqq.).  Systema(38)  ita  est  comparatuui,  ut  in  quaque  aequatione eiusdem 
functionis  reperiantur  differentialia  partialia  secunduni  diversas  variabiles  indepen- 
dentes sunita,  atque  differentialia  partialia  diversarum  t'unctionum  secundum  eandeni 


^1 

-  +  ^..t. 

-_l_. 

■-*"''  z 

A, 

=  ^.+ 

Sä:, 

+  J„, 

-+■ 

/l. 

=  A.^ 

-+A.+< 

+■ 

■+^r  'f '" 
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variabilem  indeperid entern  in  d'ivereis  aequationibus  sumta  eodern  afficiantur  Ooef- 
ficiente.    Eiusraodi  systematis  hoc,  a  cuius  solntione  problema  Pfaffianum  pendet, 

(39)  ",.^,=0,  ^„.^,  =  0,  .  .  .,  ■.,„^  =  0 
quodammodo  inversum  est,  sicuti  e  functionis  ?;,•  expi-essione  (24)  patet;  quippe 
in  quaque  huius  systematis  aeqiiatione  diversarum  tiinctioiium  differentiaiia  re- 
prehenduntur  secundum  eandem  variabilem  sumta,  atque  eiusdem  functionis  diffe- 
rentiaiia, secundum  divei-sas  variabiles  independentes  in  diverais  aeqaationibus 
sumta,  eodem  atüciuntur  Coefficiente.  Secundum  autecedentia  e  systemate  (39) 
sequitur  aliud  eius  Inversum  formae  systematis  (38).  Nam  ubi  aequationes  (2) 
ad  foi'mam  aequationam  (9)  revocamus,  sequitur  ex  antecedentibus.  m  aequationes, 
quae  systemati  (39)  satisfaciant  sive  quibus  (1)  integretur,  ipsarum  (9)  fieri  aequa- 
tiones integrales,  quarum  differentiatione  aliae  novae  non  prodeant,  ideoque 
easdem  systemati  aequatioiium  (38)  satisfacere.    ünde  haec  obtinetur  Propositio. 


Propositio. 
.,E  syatemote  aeqiiatiomrm  differentiaiium  partialium  Uneariiim  primi  orduh 
huhismodi 


—  x„ 

=    I, 

3«, 

-+x, 

3t:, 

+■ 

■+^. 

S",. 

3;.,, 

ö«,. 

-  ^.H-I 

=    ^, 

3i, 

~+x. 

-+■ 

■+^. 

3«, 

3"..+ 

««... 

-^.. 

=    -^1 

3«, 

-  +  X, 

-+■ 

■+^„ 

a.« 

<'",. 

3",, 

(39*) 


hoc  f-equilur  alterum  formae  quodtcimnodo  inversae 

Bx^  dx  dx 


ai 


H h^,„ 


tlbi,posito  a^^  =  -^ — - 
tenninis  humsmodi 


di: 
SX,  äX„ 


-^ — —  (7C  de.^ü/Hanti^  R  aiigretjalin 


•  1.3  ...(2m_l) 
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ratione  supro,  descripta  conßatum,  fit 
dR    ^        8R    ^ 


'^:.—~  ^«m- 


omisso  termino  in  X^  ducto.'^ 
Huius  memorabUis  Propositionis  si  demonstrationem  cupis  ab  aequationum  dlffe- 
rentialium  vulgarium  consideratione  independentera,  rem  sie  adornare  licet. 
Sit  rursus 

dx,  (h-  dx 

ae  designaiitibus 

1/^  y^--   ■  ■  ■'  Vi,. 

quantitates  indeßnüas,  ponatur 

Ködern    modo,    atque    (32)    probavimus,     deraonstratui-,    (|uaeenrique    sint    .v,, 
Xi,  ....  x„  reliquarum  variabilium  .r,„+i,  .v,,,^^^  ■  ■  ■>  *'s,„  üinctiones.  fieri 
da:,  da:,  8x^  f  /  do,,  \      f  de,  \i 

Partes  ad  dextram  signi  aeqiiaiitatis  evanescunt.  iibi  pro  x^^  .r,,  .  .  .,  x^  sh- 
niuntur  functioiies  satisiäeientes  m  aequationibus  v-  =  Ü,  qiiae  sunt  ipsae  fimc- 
tiones  in  theoremate  tradito  propositae,  quas  a  se  independentes  esse  sub- 
intelligo.     Hinc  si  quantitatum  u,,  expresslones  substitunntiii'  atque  statuitur 

dx  dx.,  8x 

weqnitur.  per  -i»  aeqiiationes  >•■,  =  0  obtineri  m  sequentes: 
(  dx^  dx..  dx 

(40)     ['  =    Bx:  ^'^  0.7  ^^^■■""^  <  ^'"^''' 

Siipponamus,  quantitatum  indefinitarmn  y,  i/,,  etc.  functioiies  lineares  {/, .  U^.  . ... 
U.,,i,  a  se  independentes  esse,  sive  quantitatum,  supra  per  R  designatam, 
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neque  per  se  neque  substituendo  functionum  x^  valores  cvanescei-e,  Quac  se- 
cundLim   siipra  tmdita  est  conditio,   ut  aeqiiatio 

iiort  paucioi'ibus  quam  in  aeqiiationibus  integrari  possit.  Eo  casu  etiain  m  fiinc- 
tiones  ipsarum  Ti.   Y^,  .  .  .,   ¥,„  lineares,  quas  per  H^  designabo, 

L.,  >\+i.5  v,H — t-i.^  y,„  =  M. 

;i  se  independentes  eriint,  sive  non  dabuntur  factores  ab  ipsis  y^.  indcpendentes 
/.,.   P..^.   etc..   qiii   efficiaut 

Nam  si  eiusmodi  dantiir  factores,  secundum  (40)  aut  x,,  x^,  .  .  .,  x^  iion  a  se 
independentes  sunt  aut  datur  aequatio  inter  functiones  lineares-  Ui.  U^,  .  .  .,  C4„,, 
quod  utrumque  contra  suppositionem  est.  Functiones  autem  a  se  independentes 
Ha,+^,  H,„^2,  ....  Hs„,  omnes  simul  evanescere  non  possunt,  nisi  simul  eva- 
nescunt  omnes  Y,,  J'^,  ....  Y,,,.    lam  igittir  cum  pro  ipsarnm  «/.  y^.  etc.  valoribus 

omnes  simul  evanescant  6',,  f^,  ....  U^^.  siquidem  quantitatum  A^,  R  va- 
lores sunt  ipsi  in  Propositione  tradita  assignati,  ideoque  omnes  secundum  (40) 
evanescant  //,-,  pro  valoribus  ilHs  omnes  quoque  Fj,  Y,^,  .  .  .,  Y,^  evanescere 
debent,  sive  pro  ipsius  /i  valoribus  1,  2,  ....  m  fieri  debet 

dx.  öx,  dx. 

quae  est  Propositio  demonstranda. 

Propositionis    antecedentis    pro    casu    siuipticlsslmo    m  ^  2    hoc    addaui 
exemplam: 

TT,    ■  -  '5-^^  ^^',  ■  ■ 

,.Udi  semper  ponitur  ('„„'>=  ~5 -^   n'T' ^  ^^  aeqiiationibus 


— X, 

=  X, 

—  X, 

=■  ^1 

fliiunt  sequeiites: 
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^,4        1  4,1        i  1^        4/      y^^  V     J,i         :  |,J        J  ^,1        .)/      ^^^ 

=  («     X,+(,.,X+«,„X,)-^'i^--   4-(„„„X,+,r,    X..+a     XO-J^.  ■" 

Si  p'^2m  atqae  variabilium  independentium  3;^+,,  ^n+s;  ■  ■  ■■>  ^p  functiones  x^, 
X2,  .  .  .,  x^  ita  determinari  possunt,  iit  p  —  m  aequationibus  ii^  ^  0  satisfaciant, 
habentur  complura  systemata  aequationum  differentialiuni  partialiuiii .  ad  instar 
aequationum  (38)  formata.     Videlieet  e  numero  m  aequatiomiin 

V.+i  =  o.   V.^.  =  o.    ■■  ■■    ",  =  0 

per  Propositioneiu  aiitecedentem  deducere  licet  alterum  m  aequationum  diffe- 
rentialiuni partialium  systema  (38),  eaque  ratione  aliud  aliudque  systema  (38) 
obtinebitur,  prout  aliae  p —  2  m  e  p  —  m  variabilibus  indepeiidentibus  Constantium 
loco  habentur. 

Ponamus  iam,  esse  ,Ti.  .r^, j„,  variabilium  a.;,,.,.,,  x,„^..,,  .  .  .,  x^  t'nnc- 

tiones  involiientes  Constantem  tirlnlriinohi.  a,  siüjue 

du;,  da:,  ö^ 

(41)     >i-  =  X,-.-'-+X,  ^H hX   -^., 

^  .    '    öa  ^    da  '"   da 


öj!,               8a:.-,                       dj! 
0.  =  X,^^+X,^^-\ hX   -^-i-X., 

w^  =  X^dt^\a^.^dx^  +  ai^.,dx.y-{ \~a^^ilx^\ 

dx,          dx„               ax 

ex.             ax,    dx, 

=  X^dt^dX^-h2:-g^dx_-h^-^.-^da;.. 

(Liae  LI 

bi  substituutitur  in  ibnnula 

1  dx                   ö,c.,                           dx             -\ 
dw  —  >y-^dX^  +  -^~dX.^-\ \-^dXj^ 

=  V-^-+V^+-+^.''S- 

=    ^X-^r-^ dx„ 
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obtiiietui" 


(42) 


8a      ^        da      ^  oa 

[(  dX.  \  V(  BX,  \   dx-  S'a 


H-^  b::^   -;.->  + ^, 


da    1   ö.T,  ''  dadx.  . 


>  Sa  . 

siqiiidem  imcis  diff'ereritialia  partialia  .  mclurlendo  hinuitur,  ante  diffei-entiationes 
substitntos  esse  functiomiin  .t,,  x,^,  ...,  x„,  valores.  Si  m  aequationibus,  qiiibus 
,T, ,  X...  ....  x,„  deteriniiiantui-,  integi-atur  aequatio 

0  =  X^dx^-^-X^da^-\ 'rXdp, 

loeum  habere  debeiit  ^  —  m  aeqiiatioTies  »',  =  0,  uride  acquatioriis  (42)  dextra. 
pars  evanescit  sive  fit 

(43)     J„-,„J,+  ^u^  +  -gJ-u,  +  -+-g-^-  „,  =  0. 

Si  j}^2iJi,    vidimus  supra,    m  aequationibus   Ulis  fieri,   ut  de  )h  acquatiouibiis 

dilferentialibus  u^  =  0  fluant  JJ  —  m  reliquae  m,.  =  0,  ita  ut  7a  aequationes  ülae 

sint  aequationes  integrales  systematis  aequationum  differentialium  14  =  0,  qiiaruiii 

/j  — 2me  reliqiiis  fluunt.    Formula  (43)  docet,  si  insupev  inter  variabiles  t,  x,„_^,, 

^■m+i!  ■  ■  ■•  ■!>  statuatur  aequatio  ic  =  ße'  sive 

Sx,  6x,,  „    ö^„, 

(44)     JC,^+X,^H-...  +  JC,^=(J.', 

designante  ß  Constautem  arbitrariam ,  ipsas  m  aequationes  differentlales  n,,  =  0 
in  earum  ?«  — 1  redire,  ideoqne  (44)  esse  novam  etusdem  systematis  ",.  =  (> 
aeqiiationem  integralem.     Si  m  aequationes,  qaibus  aequatio 

X^dx^-\-X.^dx^^ \-X^dx^  =  0 

integratur,  plures  involvunt  Constantes  arbitranas,  per  (44)  totidem  obtinentLir 
systematis  iij.  =  0  aequationes  integrales,  quas  diversae  iiigrediuntur  Constantes 
arbitrariae  ß,  et  e  quarum  binis  per  soiam  divisioneni  eliminatur  t.  Quae 
nianent  aequationes  integrales,  quaecunque  p^2m  aequationes  differentiales 
adiiciantur  systemati  m»  ==  0,  quippe  quod  tantum  2  m  aequationum  differentialium 
vices  gerit.  Ubi  Constantes  arbitrariae  sunt  numero  m,  habetui'  problematis 
Pfaft'iani  solutio  bompleta,  simulque  m  aequationes  (44)  iunctae  m  aequatio- 
nibus,  quibus  aequatio  (20)  integratur,  suppeditant  systematis  aequationum  diffe- 
rentialium (21)  integrationem  completam. 
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Si  p=  2 VI,  aequationes  Coiistantem  ai-biti'anam  a  involventes ,  quibiis 
aequiiti*) 

X^dx^  +  X.^da:,^-\ hX^„//^.,,„  =  0 

integratur  et  qiiibus  detei-minabantur  funct'ioiies  ,«,,  x^,  ....  x,„,  sunt  aequa- 
tiones integrales  systeinatis  aequationum  differeiitialiuni  (2),  sive  i-esolutione 
earum  provenientium  (4): 

(7,^1  :d^.^:...:  dx,^^^^  =  A^:  A.^i  ... :  A.^^^^ . 

Quaruiri  Miiltiplicatoroui.  docent  formulae  (13)  et  (44),  per  illas  i/i  aequationes 
Integrales  Induere  valorein 

i       da:,  dj-,  B^    1-"' 

V    ^  da  ^  Ba  "■  da    \ 

Si  Ä'j,^=— I  atqiie  omnes  A'j ,  X,^.  ....  X,,„_,  variabili  ,r._,„.  vaeant.  vidimus 
supra  Multiplieatorem  Constanti  aequari.  Ac  reapse  co  t^asii  evanesceiite  dt, 
e  (44)  eruitiir 

X-^y+X^^^...^X^^-  =  ß, 
'■da  ^   da  '"  da  '^ 

<;[uae  ipsaruiii  (4)  aequatio  integralis  est.  Quae  pro  7«  =  2  (.•iiiii  tbniiula  (19) 
convenit,  quam  supra  alia  Vm  erui. 

Metliodum  ad  solvendura  problenia  Pfaffianum  ab  ipso  autore  adhi- 
bitam,  data  occasione  observo,  per  plures  et  altiores  procedere  integratioties  quam 
methodus  vera  et  genuina  poscat.  Quam  novam  metliodum  exemplo  simplice 
explicabo.     Ad  aequationem  differentialem 

X^dx^-i-X.j<ix^-^X^dx^-\-X^dj:^  =  0 

per  duas  aequationes  integrandaui  poseit  Pfaffiana  methodus  iiitegrationem 
completam  systematis  trium  aequationum  diö'erentialium  primi  ordinis  inter 
quatuor  variabiles  ac  deinde  unius  aequatiouis  ditferentiaiis  primi  ordinis  inter 
duas  variabiles.  Illius  igitur  systematis  Integi-ali  uno  invento,  secundum  illam 
methodum  restat  integratio  coinpleta  duarum  aequationum  differentialium  primi 
ordinis  inter  tres  variabiles  sive  unius  aequatiouis  differentialis  secundi  ordinis 
inter  duas  variabiles  ac  deinde  aequatiouis  differentialis  primi  ordinis  inter  duas 
variabiles.  At  observo,  si  Integrali  illo  invento  exprimatur  .i+  per  ar,,  x^,  .r^, 
aequationem  differentialem  propositam  abire  in  aliam  linearem  primi  ordinis  inter 
tres    variabiles,    conditioni    integrabilitatis    satisfaclentem:     cuius    integrationein 
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4,^9 


vidiinus  absolvi  posse  per  integrationes  separatas  duanim  aequationiim  differen- 
tialium  primi  ordinis  iiitei"  duas  variabiles.  ünde  loco  aequatioiiis  differen- 
tialis  secundi  ord'mis  taiitum  integrandae  sunt  duae  aequationes  differeutiales  se- 
paratae  primi  ordinis,  quae  est  reductio  maxime  insignis;  integrationi  autem 
aequationis  differentialis  primi  ordinis  posti-emo  praestandae  omnino  supersedetur. 
Tractatio  hiiius  rei  gravissimae  eompleta  ac  generalis  alii  Coinmentationi  reser- 
vanda  est. 

§.22. 
Noviim  Pi-incipinm  generale  Mechanicum,  quo<t  e  Principio  ultimi  Multiplicatoris  fluit. 
Sint  iCj,  y-,,  z^  Coordinatae   orthogonales    piincti  massa  m,-  praediti;    sint 
vires  niassam  tn^   secundnm    directiones  Coordinatarum   sollicitantes  X^,   1',  Z,. 


übi  systema  n  pimctorum  materialium  m^,  m,^,  .  .  .,  m„ 
inter  tempiis  t  atque  Coordinatas  pimctorum  habentnr  8  i 
tiales  secundi  ordinis 


pi-orsus    liberum    t 
aequationes  diffen 


(1) 


X., 


Vires    Xi;   Vi,  Z^    suppositione    inaxime    generali    erunt    timctiones    3n  Coordi- 
ti.'itarLun  ,r,,   t/;.  Z;,  teniporis  /  atque  differentialiinii  priinonitn  CoordinatarLitn 


tit 


Ih  =- 


''s, 


f|iKie  sunt  punctorum  velocitates  in  Coordinatarum  directiones  proiectae.  Se- 
eundum  (5)  §.14  systematis  aequationum  differentialium  dynaniieariun  (1)  Multi- 
plicator  detinitur  ibrniula 


ffl 


-+2- 


ax. 


-äTTT^+a^-      =0. 


iiidiee  l  valente  ad  omnia  puncta  materialia  systematis. 

Quoties  vii-es  sollicitantes  a  solis  massarum  positionlbLis  in  spatio  pendent 
sive  praeterea  etiam  a  tempore  t,  quantitates  X;,  J),  Z^  ipsa  x[,  y-,  s',  omnino 
lion  involvunt,  ideoque  evanescente  expressione 
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1  (-ax 


dY. 


dz 


statuere  licet 

M  =  1. 

Hirie  secundum  principimn  iiltlini  Multiplicatoris  sequitur,  si  systema  punctorum 
materialiam  liberum  sit  atque  vires  mobilia  propellentes  ab  eoruiii  velocitatibus 
non  pendeant,  ultimatn  integrationem,  vel  si  vires  etiam  a  tempore  non  explicite 

pendeant,  duas  ultimas  mteyratioHes  revocaii  posse  ad  Quadratiiras.  Videlicet 
posteriore  casu  constat  tempus  t  proi-sns  separari  posse  et  post  alias  oiimes 
integrationes  transactas  per  Quadraturam  inveniri. 

Idem  iam  demoiistrabo  pro  casu  generali,  quo  systema  n  punctoniui 
materialium  non  est  liberum,  sed  certis  obnoxium  est  conditionibus,  quae  ex- 
primantur  per  aequationes  inter  Coordinatas  a",,  i/j,  S;  locum  habentes 

(3)    n  =  Q,    n^  =  0,    etc. 
Aequationes   differentiales    dynaniieas.  pro  motu  sie    impedito  praeeepit  111.  La- 
grange baberi  sequentes: 

-  =  -^U, +  ;.-„- — ^i^.   -^-^  etc.  . 

dn  5/7,  1 

.-ä— H-''-,-ä H  eto,    . 

dij,  '  öl/,.  I 

Bn  dir 


(4) 


de- 

"dp" 


2.- 


■  dz. 


dz. 


etc.E 


factoribus  2.,  i,,  etc.  determinatis  per  aequationes  lineares,  quae  obtinentur  sliI)- 
ötituendo  aequationes  differentiales  (4)  in  aequationibus  conditionalibus  bis  diffe- 
rentlatis 

fi-ti  d'n, 

-      „      =  Ü.         -j  ,  ■"  =  Ü.       CU:. 
dt-  <lt^ 

\  forinaudas  pono 


Ad  eas  aequationes  lin 


(5) 


dn 


d 


fin 


,1- 


rin 


>-',  =  £] 
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0  = 

d'n 

dt' 

0  = 

d'n^ 

an 

/V       an 

dt'     '    Sj, 

d'y^  an 
dt'  "*    az, 

an, 

dx. 

<iV   ^   an, 

dl'    '    a», 

d'y.  an, 
dt'    '   a«. 

übl  in  his  aequationibus  subst'ituuntiir  forinulae  (4)  atque  ponitur 


m.   [  Bx.       '        dy.       •         6s.       '}  ' 

(fi)                       1   t  ön,          dfL          en,     » 

'            1          m ,   l  fl.«.        '        0^1,        '        öS,        'J ' 

etc.                             etc., 

pOlTO 

1  f  öji     e/7.      5/7     ÖJ7,      aji 

dn. 

(7)     («,  ff)  =  (ß,  a)  =  ^--{^-^  ■  -r-^  +^^-  --.-^  +  ^-^  ■ 

~d^ 

aequationes,  qiiibiis  k,  ^^,  etc.  determinantur,  evadunt  sequentes: 

0=  r+(0,0)A+(0,l)A^+otc., 

(8)       0=   F,4-(l,0);.-l-Cl,l)A.+  etc., 

His  de  factorum  ?.,  ?.^,  etc.  valoribus  praemissis,  aequationum  Lagrangianarum 
(4)  investigabo  Multiplicatorein. 

Ae  pi'iraum  observo,  secLindum  ea,  quae  de  viribus  sollicitantibus  statuta 
sunt,  in  dextris  partibus  aequationum  (4)  solos  factores  X,  X^,  etc.  implieare  diffe- 
rentialia  prima  xl,  yl,  zj.     Unde  e  (5)  §.  14  Multiplieator  M  definietur  formula 

dhgM  _      1  f  an     Bx    ,    3/7     dx    ,    an     bx  \ 


dt 

"* 

»,  l  a^, 

a*;  "^  ai/,     a»;       as, 

■■"äJ' 

+.2- 

1     fS", 

n;\aj,, 

ai,      an,     ai,      an, 

Da;,           d.(/,          ay,           ds, 

ai, 

+ 

etc. 

etc., 

quam,  posito 

W   4,„-, 

=  ^J 

(  3". 

,,  1  a^, 

ai,      an.    aj^      an,, 
a«;,'  "^^  ay,      a,i  '   a^, 
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sie  exhibere  licet 

(10)    dhgM  =  — ty/„„-H.7,,  +  et(;.|rf(. 

Ad  qiiantitates  .7^,,:  -'1,1!  etc.  determinandas,  aequationes  (8) 

0  =   Fj4-C/J,0)^+(|S,l)Aj-H  etc., 

quariim  Coefficientes  (A  Ü),  (ß,  l),  etc.  solanim  X/,  y^,  s,  functiones  sunt,  se- 
ciindum  omnes  quantitates  xl,  yl,  sl  differentientur,  aequationesqiie  differen- 
tiationibus  provenieiites  respective  per  quantitates 

«ij      §x.     '       m.      dl/.     '       m.      dz^ 
multiplicatae  consummentur:  prodit 

(11)    0  =  u^^^^(ß,0)A,^,^-^(ß,l)A„_^,+  ^tc., 
siquidem  statnitur 

_  ^^    1    r577,^      ÖTj         0/7,,      dV.         3n^^      5  T.  i 

Cum  secnndLim  (6)  habeatnr 

ev^  _  du^       dv^       du,       dv,       dv^ 

8x[  6j)'.    '       6i/'.  dl/'    '       dz!     ~~   dz'.     ' 

quantitates  u,,^^^  sie  repraesentare  licet: 

^  ^  1  fön,    eu^      377,^    du^      aii^^    öf/. i 

"•^        ~  m.  I  dx.        fJx'.  Ol/.        dl/'.  OS.         öz'.    i 

At  e  (5)  obtinetiir,  evolutione  difterentialium  d—-^—-  etc.  finita, 


(1-2) 


an 

dt 

,^"? 

8U, 

,    ST 

dt 

an. 

^^ 

valoribos  substitutis  lit 
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lOXni  DIFPERENTIALIÜM  VÜLGARIUU 

APP] 

!,ICANDr. 

1 

,  Sn^                         ^  377, 

f  an,    "*  Si         sn     "  du 

377.    '^  &:-  1 

2:5- 

-  + 

.  \  dz.         dt       '    3.1/,          * 

Ss,               1«        1 

(13) 

Guius  aequationis  beueficio  obtinentur  quantitatuin  («,  ß')  per  formiilam  (7)  ik'- 
finitarum  differeiitialia 

(14)   ^iC|i^  =  -''(f.-fI  =  iK„,+.,,j. 

In  aequatione  (11)  indici  ß  valores  0,  1,  2,  etc.  iribuendo  obtinentur  aequa- 
tiones  lineares,  quibus  quantitas  A^^^  determinatai".  At  quantitatuin  oninium  sie 
inventarum  A^  ^  aggregatum  docui  pei"  fonnulam  symbolicam  conciniiam  exhi- 
beri  posse,  quaecunque  sint  quantitates  «„,^5.  Vocetnr  enini  R  earum  aequa- 
tionum  linearium  Deterrainans  sive  sit 

2±(00)(11)(22)...  =  i?, 
atque  statuatui" 

sequitur  per  ratioeinia  sirailia  atque  §.  16  adliibni: 

—  t-Zuu+yl^,  i-l-etc.|(/;  =  MogR. 
Unde  cum  secnndum  (14)  sit 

ä(a,  ß)  =  d(a,  ß)    ideoquo     <5Iogff  =  tÜagR, 
eruitur  e  (10) 

—  L/,,„+^,_,  +  ett.}rfc  =  (nogM=  dhgR, 
id  quod  suppeditat 

(15)     jV=7;  =  5±(00)(ll)(22)... 
qui  est  MultipHcatoris  quaesiti  valor. 

Operae  pretium  est  adnotare,  aequatiouem  inventam  AI  =  li  aon  tantum 
ad  casum  valere,  quo  functiones  X^,  Ff,  Z;,  viribus  soUicitantibus  aequales, 
tempus  /  explicite  continent,  sed  ad  hunc  quoque  casum,  quo  tempus  t  ij>sas 
explicite  affidt  aequationes  conditionaks  JI^O,  II,  =  0,  etc.  Eo  casu  aequa- 
tiones  dynamicae  Lagrangianae  (4)  eandem  servant  formam,  sed  factoribus 
X,  Zi,  etc.  alii  competunt  valores;  quippe  quantitatibus  U,  U,,  etc.  ideoque  etiam 
quantitatibas  V,  Fi,  etc.,  quae  aequationuni  linearium  (8),  quibus  factores  Z, 
^1,  etc,  deterrainantur,  terminos  constantes  constituunt,  respective  addendi  simt 
termini 

56' 
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,  an  ,  en, 

2 — j- — ,     2 ;^-—  ,     etc. 

rfi      '  dt 

At  patet,   indfe  non  mutari  aequationes  (12):    unde  aeqiiationes   quoque  (13)  et 

(14)  iramutatae  manebunt  ideoque  formula  pro   aggregato  y^^u  +  .'/i^iH- etc.    in- 

venta  ideoque  etiam  ipsius  Multiplicatoris  valor  E. 

Si  vires  sollicitantes  X/,   Y^,  Z^  solarum   functiones   sunt  Coordinataruin 

Xi ,   1/j,    Zi,    atque    inter    has    solas    daiitur    aequationes    conditionales    JT  ^  0, 

JZ,  ^  0,  etc.,  valor  ilf=Ä  inventus  secundum  principium  ultimi  Multiplicatoris 

hoc  suppeditat  tlieorema: 

Novum  Principium  Generale  Mechanicum. 

„Proponatur  motus  systematis  npuncforum  materialmm,  quae  in  datis  super- 
ficiebus  vel  curvis  aut  dato  quocunque  modo  tnter  se  connexa  manere  debent,  itu 
ut  inter  Coordinatas  eorum  lociim  habeant  k  aequationes  conditionales;  porro  vires 
sollicitantes  et  magnitudine  et  directione  solis  punctorum  positionibus  datae  sint: 
semper  duas  ultimas  integrationes  absolvere  licet  Quadraturis.  Sint  enim 
puncforum  tnassae  m^,  vt^^  . . .,  «*„; 

massae  m^  Coordinatae  orthogonales  x^,  y^,  z„  earuinque  differentialia  prima 
I         dx^  ,         A/.  ,         dz. 

'^'  ^  'IT '  ^' ""  "dT '  ^'  ^  ~ir ' 

sint  aequationes  conditionales  TI^  U,    H,  ^0,  .  .  .,  Ili,_,  =  0  et  differentia- 
tione  prima  ex  Os  provenientes  11'  =;  0,  //,'  ^=  Ü,  .  .  .,  Tl[^^  =  0,  uhi 

inter  Qn  quantitates  x^,  y^  Zj,  xl,  yl,  zl  praeter  2k  aequationes  TI„  =  0,  11',  =  0, 
inventa  sint  Gn  —  2L — 2  =  fi  Integralia  h\^€iy,  F^^a„,  .  .  .,  F^^a^,  de- 
sigiiantibiis  a^,  a.^,  .  .  .,  a^Constantes  arbiti-arias ;  restabit  integratio  imias  aequa- 
tionis  diß'erentialis  primi  ordinis  inter  duas  quanlitates  u  et  i> 

v'du—u'dc  =  0, 
ubi  n  et  V  esse  possunt  ipsaiitm  x^,  i/,,  2,-,  xl,  yl,  zl  fwictiunes  quaecunque  atque 
ii'  et  v'  designant  valores  differentialium,  —^  et  — ^,  adittmento  aequattonum  da- 
tarum  et  integratione  invenfanim  nee  7ion  ipsanim  aequatiouum  differentialium 
dynamicai^m  per  ipsus  u  et  v  expressos:    Ilis  praemissis,  ponatur 
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1  fön     an-      6n^    dn,      an,^    an,) 

WW  —  -  M.  \  Qai.       Ö^.    ^^y~     ay.    ^    az.        dz.  i' 
at({ue  kk  quantitatum  (ei,  ß)  formetur  Determinam  R;  porro  si  vocatur  J  Deter- 
miuuns  functlonale  %n  functionum 

n,  /7,,  .  .  .,  iij_j,   w,  n;,   .  .  .,  /i;^,, 


Qh  quantitatuin  x^,  y^,  z^,  xl,  yl.  zl   respectu  fonnatum,   exprimantn?-  li  et  A  et 
ipsa  per  sokts  u  et  v;    erit  aeqtia 
uova   habetur  aequutio  integralis 


ipsa  per  sokts  u  et  v;    erit  aeqtiationis  v'du  —  u'dv  =  0  Muhiplicator     -    ,  uade 


\-~r-(o'du — u'dv)  =  Const., 

abi  expressio  sub  intetp-ationis  sic/no  est  differentiale  completmn;  denique  si  nova 
iUa  aequatione  inteyrali  expximitur  v  per  »,  imde  evadit  etiam  u'  sohiis  u  fimctio, 
iiwemiur  simp/ice  Qmidratura 

i+Const.  =  J-^." 

Sub  forma  antecedeiite  j^^'i^cipiiirn  novura  mechanicum  ante  hos  tres 
annos  cum  illustri  Academia  Petropolitana  communicavi.  Alias  eiusdem  formas 
infra  tradam.  Ultiniam  iiitegratioiiem,  qua  i  per  Coordinatas  exprimatur,  Qua- 
draturis  absolvi,  res  erat  nota  et  sponte  patens.  At  inventum  novura,  peiiul- 
timam  quoque  integrationem  Quadraturis  perfici  posse,  constituere  mihi  vide- 
batur  principiiim  mechanicum. 

Si  tempus  t  vires  soUicitantes  sive  etiam  aequationes  conditionales  afficit, 
non  amplius  ipsum  t  a  reliquie  variabiltbus  separare  licet,  unde  eo  casu  prin- 
cipiuin  nostrum  tantum  omnium  ultiraam  integrationem  per  Quadiaturas  ab- 
solvere  docet.     Supponendo,  inventa  esse  Gn — 2k — 1  Integralia 

F^  =  c^,     F.  =  a^,     .  .  .  ,     J;.-"*-!  =  ''i;,-.t-i' 
atque   u   et   ü   esse   ipsiiis  t  et   Gn  quantitatmn  x^,  y^,  2,.,  x-,  y',  z'  functiones. 
Determinans  A  formandum  est  ßn-hl  functionum 

F„    F^,     .  .  .,     i^H„_2j_i,     n,     J7,,     .  .  .,     JIj_j,     17',     n[,     .  .  .,     J7;_j,     u,     0, 
Gn-hl    quantitatum    t,  X;,  y^,   z^,   xl,  y,',   zj  respectn;     eadem    manente   ipsius    R 
öignifiicatione ,   i'ursus  exprimenda  erunt  R,  zi,  ti' = —— ^  w' =  -        per  u  et  v. 
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ti'itque  ;(0(]uatiü  iiittgralis  Liltlma 

j  ——(v'du^u'dv)  =  Coust., 

ubi  expressio  sab  integratioiiis  signo  est  differentiale  completiini. 

Habemus  hie  exemplum,  quo  ad  reductionem  aequationum  differentialiiiin 
proposItarum  adhibeiitur  Integi-alia  particularia;  nam  ex  aequationibus  differen- 
tialibus  (4)  seqauntur  Integralia  eompleta  Hl  ^  C^,  Tl^  =  Cj-\-Cl,  designaii- 
tibus  Ca,  Ca  Coiistantes  arbitravias.  Neque  tarnen  sunt  Jjf^  =  0,  U^^  ^  0  aeqtiu- 
tiones  integrales  particuiares  quaecunque,  sed  tales,  pro  quibus  secundum  §.  12 
fit,  ut  Multiplicator,  quo  aequationes  differentiales  earum  benefieio  redtictae 
gaudent,  e  Miiltiplicatore  propositarum  (4)  deduci  possit.  Sciücet  aequatio  quidem 
integralis  particularis  est  H^  ^  0,  at  functio  !!„  ita  comparata  est,  ut  Constanti 
arbitrariae  aequiparata  sappeditet  Integrale  completura;  porro  si  reductioni  ad- 
hibetur  aequatio  integralis  particularis  JI,^  ^  0  ex  eaque  nova  deducitur  aequatio 
integralis  JT„  ^  0,  rursus  innoteseit  functio  H^,  quae  Constanti  arbitrariae  aequi- 
parata non  quidem  aequationum  ditFerentialium  propositarum  (4),  sed  reductarum 
tamen  Integrale  completum  suppeditat.    Quod  secundum  §.  12  poscitur  et  sufiicit. 

Designentur  3u  quantitates  XiVm^,  y^Vm^,  z^m-,  per 

fit  e  (7) 

Unde  secundum  Propositionem  notam,  in  Comuientatione  de  /o7inatio72e  atque 
■propietatibus  Detenninantium  §.  14  (cf.  h.  edit.  Vol.  III  p.  385)  probatam,  quan- 
titatum  (cc,  ß)  Determinans  exhibere  licet  ut  aggregatum  quadratorum  Deter- 
minantium  functionum  U,  JJi,  .  .  .,  JT*-!,  fbrmatorum  respectu  quarunique 
k  e  numero  quantitatum  ^i,  §.j,  .  .  .,  Ssn  sumtarum,  sive  ponere  licet 

r       dn     dn,       an,  ,  u- 

siquidem  m',  m",  ...,  ?«**'  designant  quoscunque  k  diverses  ex  indicibus  1, 
2,  ...,  Sn.  Ex.  gr,  pro  uno  puncto,  massa  =1  praedito.  cuius  Coordinatae 
orthogonales  sunt  x,  y.  z,  et  quod  moveri  debet  in  supei'ficie,  cuius  aequatio 
JI  =  0,  fit 
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si  punctum  moveri  debet  in  curva,  cuius  aequationes  sunt  // ^  0,  T/j  =  0,  fit 

t  ßn    5/7, 

(  dn     ÖJ7, 

f  dfi    dn^ 

\  dx       dy 

Krat  R  Detcnninans  aequationum  lineariunij  quibus  factores  Lagrangiani  ^, 
^,,  etc.  determinantur,  qui  igitur  factores  itidetenninati  aut  inliniti  evadere 
nequeunt,  nisi  evanescat  R.  At  docet  formula  (16),  noii  evanescere  posse  U. 
iiiai  singula  evanescant  Determinantia  fiinctionalia 

dn     dn,      eii^^^ 

^—'d^T'^lJ'-'"  ^?,„ö) 
Id  quod  ubi  ideutice  fit,  ipsarmn  J7,  Jf,,  .  .  .,  //(-i  una  reüqiiarum  functio  est, 
quo  casu  aequationes  conditionales  aut  sibi  contradicunt  aut  una,  quae  e  reliquis 
sequituv,  est  superflua.  Singula  Detenninantia  illa  si  non  quidem  identice  eva- 
nescunt  sed  ipsamin  aequationum  17  =  0,  Hj  ^  0,  . .  .,  7?i_i  =  0  adiumento, 
id  indicio  est,  earum  aequationum  unam  reliquarum  ope  formam  Quadratt  m- 
duere.  Eo  casu  per  certas  eliminationes  et  radicis  extractionem  transformari 
debent  aequationes  JI  =  0  etc. ;  quam  praeparationem  seinper  factam  esse  sup- 
poni  debet,  ut  aequationum  dynamicarum  Lagrangianarum  usus  esse  possit. 
Si  ex  antecedentibus  semper  eupponere  licet,  Determinans  R  non  indefi- 
nite evanescere,  fieri  tamen  potest,  ut  R  evanescat  pro  punctorum  materialiuni 
positionibus  particularibus  determinatis.  Quemachnodnm  si  inter  tres  puncti  Coor- 
dinatas  una  vel  duae  habentur  aequationes  conditionales  repraesent-antes  super- 
ficiem  aut  curvam  apice  praeditani,  evanescit  R,  si  punctum  in  eo  apiee  col- 
locatur.  Ubi  agitur  de  aequilibrio  systematis  punctorum  materialium  in  eius- 
modi  positionibus  particularibus  collocatorura ,  pro  quibus  Determinans  R  eva- 
nescit, praecepta  statica  generalia  aut  deficiunt  aut  accuratiocibus  explicationibuB 
indigent.  Nee  non  si  in  certo  temporis  momento  systema  in  motu  suo  ad  tales 
positiones  particulares  pervenit,  velocitatum  intensitates  et  directiones  mutationem 
finitam  in  temporis  intervallo  infinite  parvo  subeunt.  Si,  ut  in  i'erum  natura 
fieri  solet,  conditiones,  quibus  systema  subiicitur,  non  exprimuntur  per  aequa- 
tiones, sed  per  inaequalitates  JI>0,  H,  >  0,  etc.,  inde  ab  eo  temporis  mo- 
mento ipsae  plerumque  aequationes  difFerentiales  (4)  cum  allis  commutari  debent. 
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§.23. 

De  Multiplicatoi'G   acquationum  diffcrentiaiiuni   dynamicarum   forma   I.agraiigiana   Kecuiida 

exhiljitai'um. 

111.  Lagrange  aequationes  diiferentiales  dynaraicas  generales  alia  quoque 
forma  memorabili  exhibuit,  Coordinatarum  3n  loco,  i  aequationibus  conditio- 
nalibiis  satisfacientlum,  introducendo  3n  —  k  quantitates  a  se  Independentes 

2,,    2r     ■  ■  -'    ?s,-r 
Quariim  ipsae  Coordinatae  x^,  y,,  Zi  tales  esse  debent  functiones,   qaae  substi- 
tutae  in  aequationibus  conditionalibus  JI  ^  0,  ITi  =^  0,  etc.  sponte  iis  satisfaciant. 
Unde  etiam  aequationem  JJ„  ^  0  cuiiislibet  variabilis  q,^  resjjectu  difFerentiando 
habetur 


Statuatur 


^^^     ^ida:.     ■    dq^   '^   6y.     '    dq^^  "^  dz. 


(        da;.  Sy.  dz.    \ 


consummando  Zn  aequationes  (4)  §,  pr,  respective  per  w,.-^,  '  ,   tni—— ,   m,-^-^ 

multiplicatas,    evanescunt  secundum  (1)  aggregata,  in   factores  X,  X^,  etc.  ducta, 
linde  prodit 

f  (fV       dx.  d'^y.       dl/.       rf^s        dz.   ^ 

Cd)     ^m.  y-^^  ■  ^  +  -^^  ■  -^ .  -p-  ■  -^j   =  <l^^ . 

dq^^ 
Ponendo  ci„,^—jf-  et  considerando  quantitates  a:,'    ut  quantitatum  q„,,  q',„  func- 
tiones, quae  dantur  formula 

,  _   dx.  dx.  dx. 

sequitur 


Porro 


d^x.  d'\  d'^x^  dq 
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Eodem  modo 

iro  Omnibus  tribiis  Coordinatis  fit 

w 

da!          dx.                 dy'          dy.                dz!           6z  ^ 

^iL         ^1,11  '             ^^1         ^l'ii  '             '^?L          ^^xi ' 

Sil!;                                dy.                               6z. 

6x'              dq              dy!              6q^            6z!              Bq^ 

ö%,            <7i       '       a<;„,            dt      '       e^„_            dt 

Unde  aequatio  (3)  sie  exhiberl  potest: 

i  dx'.      6x'.         dy'.       6y!         dz^       dz'.  1 
(      6^!             dy'.            dz'.  1 

sive  ponendo 

7  =  ^^«,j^;..;+^;^;+c;=;j, 

tit 

ä?.,  I ' 


Qua   in  formula  ubi  T  et  quantitates  Q„,  per  6;;  —  2Ä'  quantitates  q^,  q^,  .  .  ,, 
?3-i-t)    3i)    5a)    ■■■)    ?3«-i    exprlnmntur    atque    indici    m    trlbumitur    valores    1, 
2,  . .  .,  Sn  —  k,  obtinentur  3n  —  i  aequationes  differentiales  secundi  ordinis  intec 
tempus  t  atque  3n  —  k  variabUes  a  se  independentes  q„/. 
,6T 


(5) 


quae  altera  est  forma  Lagrangiana  aequationum  differentialium  dynamicarum. 
Aequationum  (5)  iam  investigabo  Multiplicatorem. 
Sint  aequationes  dynamicae 

^ij  =  0,    y.,  =  0,    .  .  . ,    ff.,,^_i.  =■  0, 
IV.  57 


<"!', 

dq,         ''' 

,1t 

fJq', 

dT                   ^ 

'^7~ 

dT 

%;.-. 

ST__      „ 
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[.ibi  <f\.  <p.i,  etc.  designent  laevas  partes  aeqimtionum  (5).     Statuamus 
(6)     T=^.£«,,<y;9;, 

utroqae    i  et  i'   üd  omnes  indices    1,  2,  . .  .,  3;*  — /:  valente    et    desigoantibus 
quantitatibus  f*,-,;.  ^=  fl,.,,-  solamin  (/,,  q.^,  .  .  .,  5'j„_i.  funetiones,     Hine  fit  e  (h) 

unne,  ponenao  5;  =  —j-^ — ,  eriiitur 

PoiTü  81  vires  soUicitantes  X^,   Vj,  Z^   a    quantitatibus   ic/,  yl,  z[    non    pendent 
ideoque  etiam  quantitates  Q„,  ipsa  q[,  ql,  etc.  non  implicant,  fit 


%,:   "    •-«     '  f  i»n  "'    ^  £)?.  '" 

ide, 

i-eiectis  tenninis  se  mutuo  destruentibus,  fit 

ne,,;    '   a,/,  J        d,    • 

,1  ^"''        ,1  '"'' 
™  'l  a,;     '   ac  /          *              dt 

At  e  Propositione  generali,  quam  sub  finem  §.  16  tradidi,  ponendo  ^  ^  1  se- 
quitur,  ubi  formuke  (8)  locum  habeant,  aeqiiationum  diffei-entialium  (5)  fieri 
Multiplicatorem 

Si  rursos  3j<  quantitatuin  x^Ym^,  i/iVm^,  ^lynii^  loco  ponimus  J;i,  ^^j  ■  ■  ■>  la«?  fit 

(lü)   r  =  iii;i;-f-?^?:+-..+45;i, 

qua  expressione  in  ibrmula  (6)  substituta,  obtinetur 

'■'■  ö^;      dq^.         dq^      dq.,  dq.        dq., 

Haruin  quantitatiim  Determinans,  secundum  eandem  Propositionem,  quam  §.  pr. 
allegavi  (De  foi-m.  et  propr.   Determ,  §.  14),    aequatur    aggregato    quadratoriim 
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Detenninantium    functionalium    quarumque    Sn  —  k    e    numero    i'unctiomim    li, 
Iflj  ■■■!  ^3b!  quantitatum  q-^,  q^,  ...,  5;i„_(.  respectu  fornmtorum,  sK^e  fit 

designantibus  m',  m",  etc.  quoscunque  3n  —  i  ex  indicibus  1,  2,  .  .  .,  'in. 

In  deducendis  aequationibus  differentialibus  (5)  supposui,  aequatioiies 
conditionales  tempus  t  non  explieite  continere.  Quod  ubi  fit,  statuendum  ei-it, 
functiones,  quibus  Sri  quantitates  x^,  i/,.,  z,.  aequantui',  praeter  Zn—k  quaiiti- 
tates  g„,  etiam  ipsum  t  continere.  At  hine  non  mutabuntur  fonnulae  (1),  (3),  (4), 
ideoqae  ipsae  aequationes  (5)  immutatae  manebunt.  Unde  altera  quoque  forma 
Lagrangiana  aequationum  differentialium  dynamicarum  ad  hunc  valet  casum, 
quo  aequationes  conditionales  tempus  explieite  continent.  Neque  eo  casu  mu- 
tationem  subeunt  fonnulae  (7)  et  (8),  unde  etiam  valor  Multiplicatoris  inventns 
imrautatus  manet.     Quod  breviter  adnotare  sufficiat. 

§.  24. 

De  Multiplicatore  aequationum  differeutialium  djuamicjanim  loiina  tortia  exiiibitavum. 

Multiplicatores  trium  foraiarum  aequationum  differentialium  dynamicarum  inter  se 

comparantur.     Principium  ultimi  Multiplicatoris  ad  tertiam  formam  relatum. 

Quantitatum  q[,  q^,  .  .  .,  qL-\  respectu  functio  T  homogenea  erat  secundi 
gradiis,  unde  fit 

,  er      ,  dT  ,      ST 


sive 

rr  ,  dT         ,  8T  ,         BT 


Si  variamus  quantitates  omiies,  quarum  T  faiictio  est,  ponimusqae 
sequitur  e  valore  ipsius  T  pi'aecedente 


(2)    i  IST  ,         ST  ,  ST 


ST   ,  ,      jTT 
1'        S 
57* 
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sunt.     Formula  (2)  docet,  si  per  3  n  —  fe  aequatioiies,  e  (6)  §.  pr.  fluentes, 

quäntitates  (/,'  per  quantitates  I»;  et  qi  expi-imantur  earumque  valores  in  f'unc- 
tione  T  substituantur,  fore  ipsius  T  differentialia  partialia  quantitatum  q^  et  pt  re- 
speetu  samta,  quae  uncis  includendo  distinguamus  ab  ipsiiis  T  difFerentialibus 
partialibus  quantitatum  q^  et  ql  respectu  stimtis, 

Harum  ibrmularum  ope  aequationes  ditferentiales  (ö)  §.  pr.  exhibere  licet  ut 
systema  Qn — 2^  aequationum  differentialium  primi  ordinis  inter  t  et  quanti- 
tates q,,  q>,,  .  .  .,  gs„_o  JJ,,  Pi,  .  ■  .,  p^n~t' 

dq.        fST\        dp.  (  dT\ 

Hae  Ibrtnulae  tertiarn  formani  aequationum  difi'erentialiuni  dynainicariiiii  con- 
stituunt.  Quas,  pro  casu,  quo  3?*  quantitates;  X^,  J^,  Zi  sunt  diiferentialia  par- 
tialia eiusdem  functionis  JJ  i-espective  secundum  Xi,  y^,  z^  sumta,  primus  con- 
didit  Celeb,  Hamilton,  Astronomus  Eegius  Hibernensis.    Eo  casu  fit  e  (2)  §.  pr. 

( )  _- _^ — ,    unde   statuendo  T — U  ^=  H.   si  vires    non  a  velocitatibus    pendent 

oq.  ^ 

ideoque   U  ab  ipsis  p-,  vacua  est,    aequationes  ditferentiales   dynamicae   evadunt 


(«) 


~dr  ^  \"^j '     "dT  ^  ~  VdoTJ ' 


dt  \  dp.  J'         dt  \  dq.  ) 

lani  olini  quidein  Hl.  Poisson  in  celeberrlnu)  opere  de  Coiistantium  arbitra^ 
riaruin  vai-iatione  id  egerat,  nt  quantitatum  ql  loco  in  aequationibus  differen- 
tialibus  dynamicis  Lagrangianis  seeundis  introduoeret  quantitates  /;,;  quae 
aequationes  si  ea  substitutione  abeunt  in 

d.q  dp. 

^  ^      dt  ''       dt 

bene  idem  eognoverat  fore 

^~^f " ~ \wr^ '  v"e^"7 " \8p^} '  \^?rJ ~ V" dq, ) ' 

unde  sequebatur,  omnes  Gtt — 2i  quantitates  4;  et  — ß,  esse  differentialia  par- 
tialia eiusdem  functionis,   ipsarum  p^   et  q^  respectu  sumta.      At   meritum,  eam 
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funetioneiii  11  =  T—  U  ipsam  assignaviese  eaque  re  aequationibus  differentia- 
libus  dynamicifi  formam  perfectissimam  conciliavisse,  Celeb,  Hamilton  debetur. 

Casu,  quo  mobilium  Coordinatae  functionibus  aeqnantur,  quae  praeter 
quantitates  5;  ipsum  tempus  t  implicant,  Ibnna  siniplex  aequationiim  (5)  perit, 
qua.  de  re  hoc  quidem  loco  transformationem  Hamiltoniaiiaiii  ad  cum  casum 
non  applicabo. 

Facile  invenitur  aequationuni  (5)  Multi]fliciitoi'  M^.  Eteniio  si  aequa- 
tiones  (5)  per  tbrmulas  (7)  designamus,  fit 

dlosM,  (f  dA.\       (  dB.  \-\ 

At  ponendo 

aequitur,  si  vires  sollicitantes  a  veIocitatii)us  non  peiident  ideoque  ibnctloiies 
Qi  quantitates  p,,  p.2,  etc.  non  implicant. 

ideoque 

(8)    U,  =  1. 

8i  funetiones  Q,  quoque  implicant  quantitates  p^,  delinitur  M^  per  i'ormnlam 
(ilogJt-       SQ,         dQ,  aQ,    , 

lam  tres  Multiplicatores  M,  M,,  M^,  pro  tribus  aequationuni  differen- 
tialium  dynamicarum  formis  inventos,  inter  se  comparemus. 

Forma  secunda  aequationum  differentialium  dynamicarum  proveniebat  e 
prima  reducta  per  2  k  aequationes  integi-ales 

(J7  =Ü,     /7,  =0,     .  .  .,     /7,_, -=0, 

^^^^  \n' =0,  ii;--o,  .  .  .,  iT;_i  =  u. 

Quae  aequationes  integrales,  licet  non  completae,  ita  tainen  sunt  comparatae, 
üt  aequationum  differentialium  reductarum  Multiplicator  e  Multiplicatore  propo- 
sitarum  per  eandem  forraulam  obtineatur  ac  si  reductio  per  aequationes  inte- 
grales completas  facta  esset  (cf.  §§.  10  et  12).  Cum  per  aequationes  (10)  revo- 
centur  6n  variabiles  x,,  ^,-,  z^,  x',  y',  z\  ad  6Ji  — 2i  variabiles  q,  et  g,',  secundum 
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ea,    quae   I.  c.    tradidi,    duorum   Multiplicatorum  Quotiens  ^r^  aequatiir  Deter- 

minanti  Gn  tunctioniim 

71.     n,,    .  .  .,    n,_^,    y,,    q.,,  ■  .  .,    q^^_^., 

77',     77;,     .  .   .,     7Z,!_j,     yj,     ql^,  .  .  .,     */,;^_^,, 

foi-Diato  respectu  (in  quaiititatuin  X/,  yi,  z^,  xl,  y',  z',.  Expressiones  novaruin 
vai'iabiliiim  ^i,  q^,  ete.  per  Xi,  y^  3;  per  aequationes  (10)  diversas  subii-e  possiiut 
mutationes,  quibus  tarnen  illius  Determinantis  valor  non  mutatur  (ef'.  §.  3  (12)). 
Ponainiis  rursus,  ut  supra,  3«  quantitates  ^,.  loco  quaiititatum  Xi^m-i,  y^V^th, 
ZfYJüi,  atque  3«  quantitates  ^1  loco  quantitatura  x^Yrrif,  y'-Y^i,  ^'iV'm,-,  valor 
ipsius  -g-  etiam  aequari  poterit  Determinanti  eaniiidem  Gn  functionum,  formato 

quantitatum  i^  et  |,'  respecta,  quippe  quod  ab  illo  Determinante  functionali 
tantum  discrepat  factore  constante  (ciibo  producti  niassarum).  Cum  3«  quan- 
titates §',    non  reprchendantur  in    Bji  functionibus  JI,„  et  q,„,   Determinans  Quo- 

tienti  -^^  aeqiiale  induit  fonnam  producti 

dn      077,         Ö71,_j       %,  ö,;^  Öy,„_j 

dn'    dni      en^L,    Sq ;       ö<^;        dq'^^_^ 

Cum  vero  insuper  sit 

dni        e/7,^,        dqi^  __  eq,_^ 

utrumqiie  in  se  ductum  Determinans  aequale  evadit,  unde  eruitur 

M       f       sn    ÖJ7,       ön',._,     %,       %s        ^is^-i  Y 


(11)    -JT-l^^ 


c"?,     aj. 


Sint 


indices    diversi  ex  ipsorum    1,  2,  .  . .,  Sn   numero,    supponerc   licet,    ipsas    9,, 
93?  ■■■>  ?3n-*  expressas  esse  per  solas  37*  —  k  quantitates 

tum  autcra  Quotientis  -'-^  valor  t'orraani  simplieioreiu  induit 
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3'J, 

a«, 

%..-. 

1= 

St,, 

« 

.        llt,.e,-» 

/ 

Bn 

dll, 

an._,  V 

a?.,.. 

-t+i) 

Ö?„,(3«-t+S) 

■5?,„M  1  • 

(i;^) 
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-".    r 

""I  «I- 

siquidem  m<'"~^",  m<*'~'+^',  . . .,  m''"'  deslgnant  Ä;  i-eliqiios  indicum  1,  2,  .  . .,  3j*. 
Unde  tandem  per  foi-mulara  notam  (Determ.  Fimct.  §.  9  (3))  sequitur 

Qiiorl  antecedentibus  suppositum  est,  novas  variabiles  5,,  i/g,  .  .  .,  ^^„^j  pei- 
totidem  quantitates  ^„..,  ^„„,  etc.  expressas  esse,  id  fieri  non  potest,  quoties  ex 
aequationibiis  conditionalibus  IT^O  etc.  aequatio  inter  easdem  d-n  —  k  quan- 
titates §„,,  etc.  sequitur;  nam  cum  3«  —  ^  quantitates  9,,  q^,  etc.  a  se  indepen- 
dentes  sint,  etiam  3n  —  k  quantitates  |„,  etc.,  per  quas  exprimantur,  a  se  in- 
dependentes  esse  debent.  Nihilo  tarnen  minus  pro  eo  quoque  casu  forinula  (13) 
valet.  Quoties  enim  ex  aequationibus  IT  =  0  etc.  fluit  aequatio  inter  sola-s 
3m  —  k  quantitates  g„,.,  ^,„„,  ...,  |„,(s.i-i),  hae  aequabuntur  Zn — k  functionibus 
quantitatum  51,  q^,  .  . .,  q^_i  non  a  se  independentibus,  quarum  funetionum 
Determinans  evanescere  constat.  (Determ.  Fund.  §.  6.)  Porro  si  e  A;  aequa- 
tionibus 17^0  etc.  obtineri  potest  aequatio  inter  soias  Zu  —  A;  quantitates  |,„,, 
!„,„,  ...,  ^„,(3«-*),  fieri  debet,  ut  ex  iisdem  reliquae  k  quantitates  |,„(3,-*-i-i)  etc. 
eliminari  possint.  At  si  de  k  aequationibus  77=0  etc.  totidem  quantitates  eli- 
mmari  possunt,  funetionum  IT  etc.  Determinans  earum  quantitatum  respectu  for- 
inatum  pe?-  ipsas  aequatwnes  evanescit*').  Unde  casu,  de  quo  agitur,  utroque 
Determinante  ad  dextram  et  laevam  signi  aequalitatis  posito  evaneseente. 
aequatio  (13)  iusta  manet. 

Si,  quod  secundum  antecedentia  licet,    in  aequatione  (13)  pro  systeraate 


")  Ponainus  enim,  ex  aBquatioae  /7  =  0  eliminari  posse  k  quaniilates  ope  reliqiianim  aequatiotiuiii 
Wj  ^^  0,  1/j  =  0,  . . , ,  //|._i  =^  0,  per  easdem  induere  debet  77  formam  producti  n  F,  deeignante  F  funetioneui 
a  k  qnantitatibus  vacuam,  ut  ex  aequationibus  conditionalibus  sequatur  inter  reliquas  quantitates  aequatio 
F  =  0.  SeeunduBi  §.S  (12)  in  Determinante  funotionnm  77,  TI^,  ...,  II^_^  ipsum  fiF  substituere  licet  func- 
tioni  n.  Quoties  autem  F=:  0,  differeatiaiia  prima  ipsius  fiF  ita  formare  licet,  ac  si  factor  ^  constans  essel, 
unde  etiam  in  formando  Determinante  funetionum  fiF,  n^,  11^,  ...,  7/j__^  habere  licet  fi  pro  Conatante. 
Quod igitur  Determinans  aeqnivalebit  fiietori  fi  ducto  in  Determinans  funetionum  F,  n^,n,^,  , ..,  7/j_i ,  ideoque 
evanescet,  cum   F  ah  ipsifi  ijurtnlilatihus  vacua  Sit,  quarum  respectu  Delerminans  functionale  forraatiir. 
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indicimi  m',  in",  . ..,  nP"  "  sumuntur  qiiique  3»  —  /:  divei'si  hidicLiin  1,2, 


omiitesque 
dit  aequatio 


MS\2±- 


(  5/7       e/7,  5/7, 


ubi  in  aHera  summa  loco  indicum  irf"'~'"*'^\  m^''""*''"^',  ....  m^^"\  quippi.'  qiii 
aliam  non  habeiit  significatioiiem  quam  qiiorLimque  /.■  divei-sorum  ex  indicibiis 
1,  2,  ...,  3«,  scripsi  m',  m",  .  .  .,  m'*'.  Aequatio  antecedens  perfecta  con- 
gruit  cum  supra  inventis.  Nam  secundum  formulam  (16)  §.  22  aequatur  M 
summae  ad  dextrani,  secundum  formulam  (12)  §.23  aequatur  ü/j  summae  ad 
laevam  signi  aequalitatis  positae. 

Aequationum  dynamicarum  forma  secunda  in  tertiam  mutabatur  intro- 
ducendo  variabiltum  q[,  q!,,  ...,  5;|„_t  loco  totidem  alias  pi,  P'^,  ■•->P:^-k-  t.'iide 
secundum  §.  fl  tertiae  formae  Multiplicatore  M2  e  secundae  Muitiplicatorf  M^ 
obtinetur  formula 

M...  '  8q[      dq'^        ^^L-k 

Dantar  autem  novae  quantitates  yj,  aequationibus  linearibus 

I'i  =  "mSI  +  ^l'^s-I l-"y,:<,-i'^-*-' 

posito  secundum  (II)  §.23 

5^^      5§,         Ö|^      5S,  5?.,^      ö?,„ 

''''  Bq.       Sq.,  dq-       dq.,  Bq.  c'q.,    ' 

unde  fit 

Quod  rui-sus  cum  supra  inventis  congi-uit,  cum  secundum  (9)  §.  pi'.  aequetur 
Mt  Determinanti  ad  dexti'am,  secundum  (8)  autem  M.^  unitati.  Per  considera- 
tiones  antecedentes  videmus,  e  valore  M.^  =  1,  qui  sponte  patet,  inveniri  potuisse 
Afj  et  M,  supra  via  divei-sissima  inventos.  Qua  methodorum  diversitate  cum 
Multiplicatoris  tum  Determinantium  functionalium  theoria  haud  parura  Ülustratur. 
Principium  ultimi  Multiplicatoris  ad  formam  aequationum  difFerentialium 
dynaniicarum  tertiam  relatum  sie  enunciari  potest: 
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„Ptmctoi-vim  materialium  systema  subiecäim  Sit  conditionibus  et  solKcitetur 
viribus  quibuscunque ,  a  sola  positione  systematis  in  spatio  pendentibiis;  qua 
•  determinata  per  fi  qvxiniitafes  independentes  §,.,  semisumma  virmm. 


Vivarum  T  expnmatur  per  quanhtates  q^  et  q,  =  ~j-~ ;  ad  motum  systematis 

definiendum,  eliminato  tempore,  integrandae  erunt  2/i  —  1  aequationes  diffe- 
rentiahs  primi  ordinis,  quarum  inventa  sint  2fi  —  2  Integralia,  totidem  Con- 
stantes  arbitrarias  involventia,  ita  ut  integranda  restet  nnica  aequatio  diffe- 
rentialis  primi  ordinis  inter  duas  variabiles  n  et  n 

v'du — u'dv  ^  0, 
designantifms  in   hac  aequatimie  u'  et  v'  ipsarum  u  et  v  funcliones,    qjtibus 
quotientes   differentmks  —=—  et  -^  ope   Integralium   inventorum  aequantur; 

erit  huiiis  aequationis  differentialis  primi  ordinis  intei'  duas  imriabiles  ultimo 

loco  integrandae  Multiplicator  aequalis  Determinanti-functionaWifi  qu-antitatum 

_dT_ 

formato. 
lam  novum  principium  generale  mechanieum  exemplis  appiieabo. 

§.  25. 
De  motu  [luncti  versus  centrum  fixuin  attracti. 
Pro  motu  libero  puncti  in  piano  ex  ultimi    Multiplicatoris  principio  ge- 
nerali fluit  haec 

Propositio. 
Proponantur  pro  motu  puncti  in  piano  aequationes  diffei-entiales 

<i'^  _  Y        '^'y  ^  y 
dt^  '      äC  ' 

designantibus  X  et  Y  Coordinatarum  puncti  oi-thogonaliuin  x  et  y  t'unc- 
tiones  quascunque:  si  habentiii'  aequationum  diflferentialiuni  propositarum 
duo  Integralia 

/(«,  y,  x\  if)  =  R,     (f(.v,  y,  .v\  y')  =  ß, 
ubi  a  et  ß  sunt  Constantes  arbltrariae,  dabitui-  orbita  puncti  foi'mula 
C(  d^'      dy'         3x-      dy'\.  ,,  , ,  , 
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sive  etiam  formnla 


8x'      d>j'         6y'      da;' 
ubi,  duorum  Integralium  iiiventorum  ope  exhibitis  x'  et  y'  per  x,  y,  a,  ß, 
qiiantitates  sub  integrationis  aigtio  differentialia  completa  fiunt  atqiie  y  ter- 
tiam  Constantem  arbitrariam  designat. 
Aliam  Propositionem,  qua  puncti  liberi  in  piano  moti  orbita  Quadraturis  definiri 
potest,  si  puncti  velocitatie  intensitas  et  directio  per  duo  IntegraÜa  inventa  de- 
teitninatae  sunt,    iam  ante  multos  annos  cum  illustri  Academia  Parisieiisi  com- 
municavi  [cf.  h.  Vol.  p.  37],    sed  ea  Propositio  tantum  respiciebat  casum,   quo 
vires   Coordinatis    parallelae    X  et    Y  eiusdem    quantitatum  x  ot  y    functionis 
aequantur  difFerentialibus  ipsarura  x  ei  y  respectu  sumtis,   dum  in  Propositione 
anteeedente  X  al  Y  quantitatum  x  %t  y  functiones  quaecunque  esse  possunt. 

Pro  motu  puncti  in  dato  piano  versus  centi'um  fixum  attraetl  duo  con- 
stant  Integralia  pi-incipiis  conservationis  vis  vivae  et  eonservationis  areae,  quibus 
si  principium  ultimi  Multiplicatoris  addis,  per  tria  illa  principia  generalia  a  priori 
constat,  eius  motus  determinationem  solis  Quadraturis  absolvi.  Quod  facto  cal- 
culo  sie  comprobatur. 

Pro  motu  proposito  babentur  aequationes  difterentiales 
d^x  _         a^Fjr)  d^y    ^  _  jF(/) 

dt^  r       '        df  r       ' 

ubi  X  et  y  Coordinatae  orthogonales  sunt,  quarum  initium  in  centro  attractionis 
est;  porro  r  =  ^xx-b-yy  atqiie  F(7')  intensitas  vis  attractivae  pro  distantia  r. 
Posito 

R  =  JF(r)dr, 

e  principiis  generalibus  mechanicis  eonservationis  vis  vivae  et  areae  statim  ba- 
bentur duo  Integralia 

tf,  ^       ^i/'—  t/a:'  =  ff, 

designantibus  ti  et  ß  Constantes  arbitrarias.     Unde  fit 

E  duobiis  Integralibus  appositis  sequitur 
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posito 

Unde  secundum  principium  ultirai  Multiplieatoris  dabitur  |juneti  orbita  per  aequa- 
tionem 


/- 


8f        dtp  Bf       dtfi  J         "i/y 

öic'       dy'  dy'       da:' 


desig'nante  y  novam  Constaiitem  arbitrariaiii.     Ex  aeqiiationibus 

aiy'—yx'  =  ß,    xx'+yy'  =  j/i- 
sequitur 

[inde  siibstituendo  xdx-\-ydy  ^  rdr  fit 

y'dai—.v'cly     ydx — xrly  ßdr 

Posito  igitur  x  =  rcosff;  y  =  rsind-,  unde  ydx^xdy  =  — rrdS-,  dabitiii"  orbita 
per  formulam 

^+.-=^r-,--^''  -— -  ■ 

■^  r-\/-lr'la—R)—ßß 

Si  lex  attractionis  est  Neutoniana,   ponendiim  est  F{r)^^^,   i?  = -,  de- 

signante    F    vim  attractivam    pro    unitate    distantiae,    institutaque    integratione 
prodit  aequatio  seetionis  conicae  inter  Coordinatas  polares  )',  f^-i-y. 

Aequationum  differentialium  antecedentium  dextrae  parti  addamas  Coor- 
dinatarum  x  et  y  functiones  homogeneas  ( — 3)'*"'  dimensionis  X  et  Y,  aequationum 
differentialiam  provenientium 

semper  aliquod  obtineri  poterit  Integrale.     Nain  ex  bis  aequatio nibus  eruitur 

i<^{''^-y^)'  =  ('''iy-?/'^''')(.''y-^^)  =  ^\^Y-yX)d[-^)  . 
At  est  x^(xF—yX)  functio   variabilium  x  et  y  homogenea   ?ml/ae  dimensionis 
ideoque  funetio  ipsius  -^  ,  unde  aequatlonis  antecedentis  pars  utraque  est  difFe- 
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rentiale  cempletum,  factaque  integmtioiie  prodit 

siquidefn  ß  Oonstans  arbitraria  est  atque 

S\  X  et  Y  sunt  differentialia  partialia  tbnctionis  homogeneae  (—2)'"''  dimensloms 
U,  ipsarum  a:  et  ^  respectu  sumta,  principium  conservationis  vis  vivae  alterum 
suppeditat  Integrale 

f  =  \(_x'x'^y'y')^R~  U  =  a, 
siquidem  o  est  altera  Constans  arbitraria  atque  riirsus 

R  =  JF(>-)dr. 
Functiones  /'  et  9»  inventas  substituendo  fit 

At  ex  Integraübus  inventis  eruitur 
quippe  ponendo 


fit 

Hine  sequitur 


2,-'(o-ü+P)-c-2r+fi')  =  e, 

Sf        d<p  Bf        d<p     __     r-     ,    „       ,, 


^,  ^  xYQ~yy^v+ß''  ^ 

Quibus  formuHs  substitutis  in  tertio  Integrali,   quod  principio  Ultimi  iVIultiplica- 
toris  suppeditatur, 


~si~  Sf     Sf 


Sf_  J^     ' 

Sin'      Sij'         Sy'      Sx' 
obtinetur  foroiula,  quae  piincti  orbitain  detenniiiat, 
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sivf.  ponendo  riirsus  a^^^reosi^,  y  =  rsm&, 


fh 


seoipei"   designante  y   tertiam  Oonstantem   arbitrariaiii.     Cum  sit   U  fimctio  ho- 
mogenea  ( — 2)"  ordinis,  erit 

imde 

=       (xY—yXX'edy-'ydx). 
Eadem  quantitas  aeqiiabatur  ipsi  dV,  unde  in  formulis  antecedentibus  statuere  licet 
V  =  rrU, 
a  =  2r\a-R)~ß\ 

Secundum  suppositionera   factam  fit  -fiX]  =  V  ipsius  -^-  —  tangi?  fimctio,    unde 
in  aequatione  orbitae 

/■ dr _    r        d» 

alterum  Integrale  solius  r,   alterum    solius  &  functio  est,     Temporis   expressio 
habetur  per  formulam 

=  )'     ^'i''       _  f'/'d'-  __  f    ■>-''<io- 

in  qua  t  est  nova  Constans  arbitraria. 

In  motu  antecedentibus  considerato   vis  F^r),   qua  punctum  versus  cen- 
trum  fixum  attrabitur,  aucta  est  alia  vi,  quae  secundum  axes  orthogonales  dis- 

posita  differentialibus   partialibus  -^ —  et  -^ —  aequatur.      Eadem  vis  secundum 
radii  vectoris  directionem  eique  perpendiculariter  disposita  evadit 

Secundum  suppositionem  de  functionis   U  indole  factam  statui  potest 
designante  ^(l'')  functionem  anguli  it-,  quem  radius  vector  cum  axe  lixo  fonnat. 
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Si  iam  ponitur 


^fiw-^B-^h 


=  &, 


docent  formiilae  antecedentibus  inventae,  illis  viribus  .P  et  Q  ad  vim  attractivam 
Fif)  accedentibus  orbitae  aequationem  polarem  eam  mutationem  subire,  ut  an- 
guliis  &■  in  anguluni  0  mutetur.  At  simul  videmas,  illa  virium  P  et  Q  acces- 
sione  relatwnem  inter  raditim  vectorem  et  tempus  omnino  imrmttaiam  manei'e. 
Quae  curiosa  Propositio  valet  etiam,  si  non,  quod  antecedentibus  supposui,  motus 
in  piano  fit.  Sit  enim  Ü  ipsarum  x,  y,  z  functio  homogenea  ( — 2)"'  dimen- 
sionis,  ac  proponantiir  aequationes  differentiales 


.  /f(r)* 


=  R  poiiendo  sequitur 

<Va!  d'^y  d^z 


=  2C-ß+(7+o), 


Quibus  additis  fit 


unde  nmltiplieando  per  ^f -fr  ^t  iiitegi-ando  pi-odit 

•■■{-^)'  =  ^-c-^)-- 

ideoque 

_    r  rdr 

qua  in  tbnnula  t  et  s  Constantes  arbitrariae  sunt.     Patet  autein,  quod  demon- 
strandum erat,  in  hac  fonnula  imllum  fimctionis  17  vestiglum  remansisse.     Addo, 


X}  gaudeat  forma  jjarticular 


i  /i 


(-f)^ 
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designantibus  /'  et  (p  l'unctiones  quasciinque,    eum   ipsum   motum,  qui  in  plüno 
non  continetm-,  totum  Quadraturis  determinari  posse. 

Motus  puncti  in  spatio  pendet  a  quhique  aequationibus  differentialibus 
primi  ordinis  inter  sex  quaiititates  x,  y,  z,  x',  y',  z';  unde  jwö/Mor  Integralibus 
egeiuus,  ut  problema  ad  aequationem  differentialem  primi  ordinis  inter  duas 
variabiles  revoeetur,  quae  ope  prineipii  ultimi  Multiplicatoris  per  solas  Quadra- 
turas  integrabitur.  At  quoties  vires  soIlicitante.s  diriguntur  versus  axera  fixuni 
viriumque  intensitates  non  pendent  ab  angulo,  quem  jilanum  per  axem  et  mo- 
bile ductum  cum  piano  fixo  per  eundem  axem  transeunte  facit,  problema  ad 
motum  puncti  in  piano  revocari  potest,  et  nonnisi  duohus  Integralibus  opus  eritt 
nt  totum  absolvatur  Quadraturis.  Designantibus  enim  x,  v,  t  puncti  Coordinatas 
oi-thogonales  positoquo 

sint  ae<juationes  differentiales,  qaibiis  mottis  puncti  deiinitar, 

4^  =  Z,      4!,!i=K-^,      411=  K-^, 
dt  dt  y  dt  ,(/ 

ubi  secundum  suppositionem  factam  et  ^  et   Y  solarum  x  et  y  funetiones  esse 
debent:  erit 

,,  '''^ 
unde  sequitur 

"'dt        ^   dt  "' 

designante  «  Constantem  arbitrai'iani.     Fit  aiitera 

df  dt^         yci'f'-f-^ö'  ^   '''      '-^^  ^    y^f+ee  ^ 

ideoque 

,«■  g' 

Unde  aequationes  differentiales  propositae  evadunt  sequentes 

(Ct.  Kar.  Grell.    Vol.  XXIV.  pag.  l(i  aqq.;  h.    Vol.  p.ill). 
.  =  ,,00./,    l  =  y>mf, 
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fit 

"  *-"*:*r  =  w  *-  =  "■ 

linde  Constans  a  aequabitur  plani  per  punctum  mobile  et  axem  iixum  dueti  ve- 
locitati  rotatoriae  initiali,  multiplicatae  per  quadratum  distantiae  initiaiis  puncti 
ab  axe.  Duobus  Integralibus  inter  x,  y,  x',  y'  inventis,  tertium  Integrale  priii- 
cipio  Ultimi  Multiplicatoris  suppeditatuv.  Quorum  Integralium  ope  si  y' ^ -^'- 
per  y  exprimitur,  cum  rotationis  angulus  /  tum  tempus  t  Quadraturis  deter- 
minantur  ope  formularum 

J   y'  J  y^y  J  y 

Unde  in  casu  proposito  cognitis  duobiis  Integralibus  tria  reiiqua  a  solis  Qua- 
draturis pendent.  Consideretur  ex.  gr.  motus  puncti  versus  centrum  fixum 
attracti;    posito  r  =  Vxx-hyy,  secundum  antecedentia  erit 

dt'  r  -^^'-''        dt  r  ^^''^    y' 

Quae  aequationes  in  eas  redeiint,  quas  supra  integravi.  ponendo 
Y=~,       U  = 


unde 


ideoqiie 


2,)///  2jvsiii'y-  ' 

^  r        ß.d»    _    ^  r    ß.siaitd^  _ 
co.0^^ -. 


Si  r  et  i9-  sunt  puncti  attracti  Coordinatae  polares  in  piano  fixo,    in  quo  illud 

re  Vera  movetur,  in  aequatione  orbitae,  quam  in  hoc  piano  describit,  angulus  0 

loco  ipsius  if-  substitui  debet,    ut  ernatur  orbita   descripta  in  piano  mobili  per 

axem  ipsarum   x  ducto.      Relationeni   inter  r  et   (  pro    motu  in    utroque  piano 

eandem  manere,  ex  ipsa  natura  rei  patet.     Plani  angulus  rotatorias  /  datur  per 

ibrmulam 

//_  _?*''   —  ^^L^   —  "_    J®     —    t'ß-d& 

i/y  rrsm^^  ß      s\n''D-  u'cos''€>-i-ß'' shi''&  ' 
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unde,  designante  s  Coiistantem  arbitrariani, 

tAng(f'\-f)  =  -^tang©. 
Si  per  ceiitmm  attractionis    ex  arbitrio   axis  fixus  ducitur,   in    formulis  antece- 
dentibus   axem  Coordinatarum  x  pro   axe  fixo   suraendo   motus  piineti    attracti 
componitui-  e  motu   puncti  in  piano  per  ipsum  et   axem    lixum  diicto    eiusque 
plani  rotatione  circa  axem  fixum.     Statuatur  or  =  /jfsin(f,  erit 

cosi^  =  cosiJ.cos©,     tang®  =  am3.t3,iig(f-i-E),    ämif-.sia(f-he)  =  sin©, 
E  centro    attractionis    describatur    superficies   sphaerica.    cuius    intersectio    cum 
axe  fixo,    cum  radio  vectore  et   cum  piano  orbitae  puncti  attracti  sit  A,  l'  et 
circulus   maxlmus  PQ;    porro  in  sphaera  e  A  ad   circulum  maximum  PQ  de- 
mittatur  perpendicularis  AO:  in  triangulo  rectangulo  sphaerico  AOP  erit 

A0  =  §,  AP  =  if,  P0  =  &,  OAP  -=  f-he. 
Cuius  constructionis  ope  formulae  antecedentes  geometnce  comprobari  possunt. 
Si  punctuui  versus  centra  fixa  quotcunque  in  eadem  recta  disposita  se- 
cunduin  Neutonianam  sive  aliam  quanicunque  legem  attrahitur,  quibus  attrac- 
tionis viribus  aecedere  potest  vis  constans  rectae  parallela,  e  duobus  Integra- 
libus,  quae  antecedentibus  poscebantur,  ut  reliquae  integratlones  omiies  Quadra- 
turis  absolverentur,  alterum  conservationis  vis  vivae  principio  suppeditatur.  Si 
abest  vis  constans  atque  duo  tantum  sunt  centi-a  attrahentia  lexque  attractionis 
est  Neutoniana,  alterum  Integrale  Eulerus  invenit.  Eo  igltur  casu  niotus  ille 
principio  conservationis  areae  certl  cuiusdam  axis  respectu  valentis,  principio 
conservationis  vis  vivae,  Integrali  Euleriano,  tandem  principio  ultimi  Multi- 
plicatoris  ad  Quadraturas  revocatur.     Quod  iam  accuratius  exponani. 

§.26. 
Motus  puncti  vereus  duo  centra  fixa  secundum  legem  Neutonianam  attracti. 
Punctum  inter  utrumque  centrum  medium  sumatur  pro  initio  Coordina- 
tarum, recta  centra  iungens  pro  axe  Coordinatarum  .r,  sit  porro  y  distantia 
mobilis  ab  hoc  axe,  Si  massae  centroi'um  sunt  m  et  m'  atque  o  semidistantia 
centrorum,  secundum  antecedentia  valebunt  inter  x  et  y  aequationes  differen- 
tiales  sequentes: 

I   d^x    _  _  7n(a:~a) mXx+c) 

dt'      -  {(^_«)^+^']^  l(,^+«)'^"j,'^i^    ' 

dt'-  l^.r-ay+f]i  \(x  +  ay+y'\i  f    ' 
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designante  u  Constantem  arbitrariam.     Poito  angulus  i-otationis  plani  per  axem 
et  mobile  ducti  datur  forniula 


A  principio  conservationis  vis  vivae  Integrale  suppeditatur  hoc: 

designante   ji   alteram  Constantem    arbitrariam.      Integrale    Eiilerianum    inve- 
nitur  deducendo  ex  aequationibus  (1)  sequentem: 

d(xv'-vx'^  —  mt^yrff  m'aydt  a'xdt 

unde  fit 

\d{a:y'^yx'y  ==  ^iiayli-t—a^dy—nd^]     ^     m'ay\{x+a-)dy—}jdx\ 

Hinc  aequationum  (1)  alteram  substituendo  fluit 


i"''"M^    -^a'y'dy'—a^u'-^-'-- 


Cuius   aequationis  termini    singuli    cum    ditFerentialia    compieta    sint,    obtinetur 
Integrale 

I  {xy'—yx'y-\-CQmi. 

(4)     J_  2ma{x-a)  ■■im'a{x+a) 

Si  ponitar 

(  im  'im'  a- 

(5)     I  ^  ^  ~^-cCr^ff  ^    {{^^afTy^  ~  Y  '^'^' 

duo  Integralia  inventa  evadunt 

(6)     x'x'^y'y'  =  L,     (xy'—yx'y—a'y'y'  =  M, 
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sive 

1p  =  ß,     q)  =  Y, 
siquidem  statuitui" 

9  =  C^^/'— y-»')'— «W— ''^+/- 

Si  duorum  Integralium  ope  et  x'  et  y'   per  x  et  y  exhibentur,  secundum  piin- 
cipiiim  Ultimi  Miiltiplicatoris  obtinetiir  tertiiim  Integrale 


/ 


^ ^ =  ConHt. 


dip       drp  dip 

da;'       By'  dy'       di 


At  cum  et  L  et  M  ab  ipsis  x'  et  y'  vacua  sint,  fit 

dip    _    ,  dip   _    , 

Quibus  formulis  substitutis,  eruitur 

-2\xy(.x'x'—y'y')-\-(^a'—.i:''+y^)a:'y'\. 


2y(.vy'—ya:'),       -£■■-  =  2x(a^y'-^y.:,')- 


Uncie  tertium  Integrale  evadit 


f"  I: 


y'dv—x'dy 

'iy(o''^'—y'y')+(a'--aj''-hy')^ 


designante  s  Constantem  arbitrariam. 

In  formula  anteeedente  expressio  sub  integi'ationis  signo  posita,  quanti- 
tatum  ir'  et  ^'  valoribus  substitutis,  evadere  debet  difFerentiale  completum.  Qui 
valores  ut  eruantur  et  eommoda  substitutio  fiat,  adhibeo  methodura  in  calcuHs 
algebraicis  usitatara,  videlicet  addo  aequationes  (6),  aJtera  multipiicata  factore  X., 
quem  hac  conditione  determino,  ut  aequationis  provenientis  pars  laeva  evadat 
quadraturn  function^  ipsarum  x'  et  y'  linearis.  Ea  ratione  veriit 
(8)  (x'-a'+X)yy-2xy^y-h(y'+^)^'^>:'  =  M+).L, 
qiiantitate  Z  determinata  per  aequationem 


(9) 


(0  =  (i+/)p+^'_„")- 
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Huins  aequationis  quadraticae  radices  vocetniis  ^'  et  ^",  erit 

(10)    ,rif  =  —'/:X",    ^'-)-/  =  m'— ^'— A",    ßV  =  (a'— A'X«'— A"). 
Hinc  quadrata  distantianim  puncti  mobilis  a  centris  attractionam  fiunt 


ideoque  ipsae  distantiae 

(11)    \(j,±a)'+i/'\i  =  i/«'="Z'=ti/?=r'. 

POITO    fit 

i"—a'zta.r.  =  ±)/i'=7'|l/i'^T+l/S"— Fl, 


ideoque 


(13) 


|(x=F.)'+,'|l 


I    |(«=F»)'+j,'lS 

Si  has  forniulüS  substituimus  in  (5),  sequitur,  quantitatem  M+X'L  soliiis  A', 
quantitatem  M-h^"I'  Bolius  X"  functioriem  esse.  Etenim  si  advocaraus  formulas 
e  (10)  fluentes 


(13) 


!/  9  ' 

-a' — X"  il'-i-X'  1 "' 

I  S'  ~        ll'  ~         i"  ' 

e  (5),  (12),  (13)  eruitur: 

I  K.W+;.'i)  =  -(m+m')-\/^^>J  +,i'[l--;"'-,)+ßi'  +iy, 

I  i(3/+i"L)  =        (,„-,„'))/„--i"  +  i."^l-^j,rJ+/W"+h. 

Ipsae  quibus  z'  et  i/'  determinaiitur  aequationes  e  (8)  prodeunt  siibstituendo 
ipsius  >i  valores  A'  et  /".  Quae  aequationes  per  —  a^  multiplicatae,  formiilie  (10) 
substitutis,  evadunt 


>."(a'^l'  ),y+2lA-A'i"{«'-J')(o'-i").«y-''  (»=-A"),»V 

y  (<•■--*")!, y+2t^/.'A"(<»'--l')(«'-i").^'!/'-A"(«"-i'  )J^'.»' 
=  -„■(,V+1"L), 
sive  extractis  radicibus 


(15) 


j\n."  (a'^i'  ).;/■+ y~i'(«-^A").«'  =  ol/-(jV/+i'L), 
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Easdem  aequationes  (10)  differentiando  sequitur 


'>u(ji'da:—x'iy)  =  2}'(il/C'''— "^'X«'— -l")— äi'dy— J'i" 


y-Xia'—X) 
—dl 


''*'  ■\i-X'(,a'-X").y'-TjXXu'-l').,:^ 


ünde  formulas  (15)  substituendo  prodit: 


=— .lV^^(»■-i■^s■+V-i'(»■-i").»'l■ 


(16)  •Ky'd.-.'äy)  =  -  V«+^"'-^^'  _  je^liL*- 

Aequationibus  (15)  in  se  ductis  et  rur8U8'(10)  advocatis,  eruitur 

(17)  ^;/0/V'-^'*')+(^-2/ -«')*V'  =  V=(jtf+T'7:)(iyTFX). 

Per  haue  formulam  ubi  dividimus  antecedentem  (16),  prodit 


(18) 


— dk'  dX" 


\  2  yi'ia'—  X'  XM^VL)  2V^"(a'— A")(J>/+  VL) 
Haue  supra  vidimus  expressionem  secundum  principium  ultinii  Multiplicatoris 
iieri  debere  differentiale  completum.  Ac  revera,  quantitatum  ^{M-\-XV)  et 
\iM-\-X'V)  valoribus  (14)  substitutis,  in  ea  expressione  diiferentiale  dX  per  solius 
X,  differentiale  dX'  per  soliiis  X'  functionem  multiplicatum  reprehenditur.  Unde, 
formu]a(18)  substituta  in  (7),  tertium  Integrale  per  diias  Quadraturas  obtinetur. 
Si  formulas  adiicere  placet,  qiiibus  i  et  /"  per  X  et  X'  solarum  ope 
Quadratiirariim  determinantiir,  differentietur  aequatio  (9),  posito  ^  =  ^',  unde 
prodit 

'^^iX'{a-'—X^dy\ 


=  (X—X")dX-h2yX'{a^—XX^^-h'^'J^)(ii- 
Hine,  si  aequatlonem  differentialem 

(19) 


■\/XXa'-XXAl+XLJ  yX'{a'—X"XM-hX"L) 

advocamus,  obtinemus 

(20)  a  =  -•-—J^£L=^+->, y?!^ 


y(,z''-i')(M+X'L-)  y(u'-)."XM+i."L)  ' 
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^\_^ ^ 1 dX"  1 


His  formulis  videmus,  ad  variabilium  ?  et  /  valores  per'Quadraturas  inveniendos 
non  opus  esse,  ut  antea  variabilium  k'  et  X"  altera  per  alteram  expressa  habeatur. 

§■  27. 
De  corporis  solidi  ictu  Jmpuisi  rotatione  circa  punctum  fixum. 
Exemplum  applicatioiüs  principii  ultimi  Multiplicatoris  ad  raotuin  non 
liberum  suppeditet  rotatio  solidi  circa  punctum  eius  fixum,  si  corpus  solo  po- 
nitur  ictu  impulsum  esse,  nulla  accedente  vi  acceleratrice,  Valet  pro  eo  motu 
principium  conservatioiiis  viriuni  vivarum  nee  non  cuiuslibet  plani  respectu 
principium  conservationis  arearum.  Quibus  si  additur  principium  ultimi  Multi- 
plicatoris, per  sola  principia  genenilia  problema  olim  difficillimiuii  ad  Quadra- 
turas  reducetur. 

Sint  I,  V,  'C  Coordinatae  orthogonales  ad  axes  relatae  iii  solido  fixos, 
in  spatio  mobiles,  quorum  initium  punctum  fixum  sit,  circa  quod  solidum  rotatui". 
Sint  X,  y,  z  Coordinatae  orthogonales  eodem  initio  gaudentes,  ad  axes  in  spatio 
fixos  relatae.     In  aequationibus,  quae  inter  utrasque  Ooordinatas  locum  liabent, 

(1)    X  =  ae.+ßv+yl,     y  =  a^|+|3,r+;'^C,      s  =  a^%+^^v+y^l 
sunt  I,  V,  S  Constantes,    novem  Cogfficientes   «,   fi,   etc.   variabiles,    inter  quas 
relationes  notae  intercedunt,  quibus  Ulae  ad  quantitates  tres  revocari  possunt*). 
Adhibita  diiferentialium  notatione  Lagrangianae  (1)  sequitur 

,r'  ==  a'i-hß'v+Y'C,     y'  =  tt[S-hß',v+Y[C,     s'  =  <i+ß>-i~Yli- 
Ponamus 

ßY'-\-ß,Y[+ß,Y',  =-|j'^'+/.^;-H7,|3;i=", 
Ya'-i-Yy,+Y2<  =—\aY'+<^iy[-y-a^Y'j\  =  ^ 
aß'-haJ{-\-(t^ß;  =^  ^\ßa'-hßia[-i-ß,a;]  =  c; 


*)  Formulae  (1)  si  Conidiadtanim  Ortho  go  aal  tum  ti'aiisformationem  expriinuut,  tit 

At  in  hac  volationis  quaeatione,  lara  aliln  adaotavi,  semper  Signum  +  sumendum  esse.  Ponamua  eiüra  inter 
hinorum  corporum  puncta  correlationem  dari  talera,  ut  alterius  corporis  |)uncto,  cuius  Coordinatae  suat  J, 
V,  C,  respondeat  alterius  corporii.  punctum  '■uius  Coordinatae  ad  eosdem  axes  relatae  valoribus  x,  y,  s  gaudent: 
prout  ia  Ulis  formulis  Signum  +  aut  —  locum  hahet,  emat  corpora  aut  conyruentia  aut  uti  dicitur  aymmetriai. 
Casu  posteriore  autera  fieu  noa  potest,  ut  alterum  corpus  in  alterius  positione  collocetur,  neque  igituc  rota- 
tione altcwm  iii  aiterius  locum  perveuire  potest. 


Hosted  by 


Google 


AEQUATIOSUJI  DlFPERExNTIALIUM  VUI.GARIÜM  APPLIOANDI.  4T. 

ex  aequationibus 

««'+«,«; -l-a^a^  =0,      ßa'-^-ßy^+ß.X  =  ~e,      }'«'+j'j«;+)'5ff^  =  b, 
quariim  prima  e  formula  «K  +  «iC(|-+-ß2Kj  =  1   sequitm",  flult 

eodemque  modo  obtinetur 

ß-  =^ya+ac,       y'  =—ab-{-ßa, 

ßl  —  ~y,<^+<',c,     y[  =  — "i^+^i") 

ßl  =  —)-,«+«/■>       /:  =  —a,h+ß^a. 

Qnibiis  valoribiis  snbstitutis,   eruitur 

^'  ==  «  (cv^b^+ß  («t-cj)+j.  {b'&-av\ 
,y  =  a^(cv-bt)^ß^('.iQ-ct)+y^{)>%~ai^, 
z-  =  a,^(^cv-b^)^ß.^at-ci)-^rM~^'-')- 

Unde  seqiiitiii' 

(2)      ^■^■+y'y'+z'z'   =   Q:v^btrM<.li—-ty'^{>y&-<^vy. 

Porro   e  (!)  pi'oveniimt  formulae 

a.j)—a^z  =  ßt—yv,  az—a^x  =  ß^t—y^  v,  a^x~ay  =  ß.X—y..v, 
ß,y--ß,z  =  /^-«t,  ßz-ß,x  =  y^  i-a^^,  ß.a^-ßy  =  y,^-ä.X, 
7i>J--y-i^  =  (^^—ßh      yz—y^-e  =  a.^V''ß^t,      Y,x~-Yy  =  <f,,i'~ßJ. 

Unde,  substitutis  ipsarum  x',  y',  z'  valoribus,  eruitur 

iyz'-zy-  =  iß  l~y  vXcv-~bt)+(j  |-ß  0(«^-^'?)+C«  "-^  ?X/'|-«'0- 

[xy'^l/j,'  =  (ß^C-y,vXcv^bO+(y,-4~a_X)H-c?)+(a,v-ß,^X^^^'^v). 
Axes  Coordiiiatarum    |,  v,  t  semper  ita  in  ipso  solido  disponere  licet,    ut,   de- 
signante  dm  solidi  elementum,  cuius  Coordinatae  sunt  :;,  v,  i,  sit 

Svldm  =  0,    SUd'm  =  0,    Sivdm  =  0, 
SLimmis  ad  onmia  elementa  materialia  corporis  extensis.     Unde,  ponendo 

.4  =  S(vv+COdM,     B  =  S(^^+B)dm,     (;=S(r4+vv)dm, 
fit  e  (2)  et  (3): 

(4)  T=  ^Sl^'^'-hy'!/'+z'z'\dm  =  i\Aaa-]-Bbb+Vcc\, 
I  L  =  S(yz'—sy')dm=^—\a  .Aa-+-ß  .Bb-\-y  .Cc\, 

(5)  M  =  &(zx'—xz')dm  =  —\a^.Aa+ß^.Bb^y^.Cc], 
\  N  =  SQey'—ijx')dm^  ^\a.^.Äa+ß^.Bb+y,^.Cc]. 

Quibus  in  formulis  secundum   principia  conservationis  virium  vivarum   et  area- 
rum  quatuor  quantitates  T,  L,  21,  N  aeqiiantur  Constantibus  arbiti'iiriis. 
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Novem  Cogfficientes  a,  ß,  etc.  per  tres  ang 
ope  formularum  notissimarum ,  quas  oliiii  Euleru: 
Infin.  dedit: 


;ulo8    (/i,  q.,,  q?,   expnmamus 
s    In    Introductione   in   Anal. 


(6) 


ctj  =  ca?,q^co&q^smq^ — sin  y^  coa  ^., , 

ß^  =  coiiq^cosq^cosq.^+s\nq„fimq.^, 
ß.^  =  — sin^^cos^j; 


E  quibus  formulis  sequitur: 


=  -r  iim<j,.q;+a^.<i;+ß 

«;, 

=  —y.siiijr«;-"  -l't^ßi 

■«; 

=  -h^Mi-ll              +ft 

•«; 

=  —Y  iMfiq.yq[-hß^.fjl—(t 

•«; 

=  —ccos},, },'—(( .};— o 

■«; 

=  — j-^co-s^j.?;         — « 

■?; 

=  cos^jSiny„.gJ+)'j,5,^, 

=  cosjjcos},. </;—). .?;, 

=  —Bill},.?;. 

Unde  eruitur 


CO 


—  sin'/jSin^.,.«;,,, 
— sinjiCOs^,,.']'.', 


ßr'+ßj'i-^ßiYi   =      cosq,_. 
-\aY'+Kjl-ha^r'^\  =  —smq^.q[- 

Quas  quantitates    in   aequatione  (4)   substituendo    evadit   virium    vivaruin    semi- 
summa  T  quantitatum  q^,  q^,  q-„  q[,  q'^,  ql  functio.     Quam  ipsanim  q[,  ql,  q', 
respectu  differentiando  prodit 
BT 

dT 
-g-r  =p,  =  —^>aq^smq... 

dT  ,, 

-^-  =  'P,  =  -Cc. 


(8) 


.BO, 

—  sinq^c<isq^.Bb-\ 


IS  ^^ ,  6V, 
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Hae  quantitates  autem  aequantur  sequentibus: 

p^  =  —N, 

p3  ^  (Lsinq^-hMcosq^^sinq^-l-Ncmqj^, 

sicati  patet  substituendo  quantitatuin  L,  M,  N  expressiones  (5)  et  Coöfficientium 
a,  ß,  etc.  valores  (6).     Poneiido 


(10) 

sin^j 

formulis  (8)  fluunt  sequentes: 

Aa  = 

ci>aq.^.p^^sinq,^ 

Bb  = 

—siaq^.p^  —  cosq.^ 

(11) 


Quibus  formulis  quadratis  ac  respective  per  A,  B,  0  divisis  consummatisque, 
obtinetur  post  faciles  reductiones: 

+^\-^~^j\(p^Pj—uu)cos2q.^—2p^u»ia2q^\- 

Cum  T,  L,  M,  N  Oonstantibus  aequentur,  per  quatuor  aequationes  (9)  et  (11) 
sex  variabiles  q,,  q^,  q^,  p^,  p^,  p^  ad  duas  revocare  licet.  Quomodocmique 
hae  duae  variabiles  eligantur,  aequatio  difFerentialis  primi  ordiiiis  inter  eas  locum 
habens  principio  ultirni  Multiplicatoris  ad  Quadraturas  revocabitur.  At  duas  va- 
riabiles eligere  convenit  tales,  per  quas  reliquae  commode  exprimantur,  qiiales 
suntpi  etp,.  Cum  solidum  nullts  viribus  acceleratricibus  sollicitetur,  aequatioiium 
dyiianiicaruiii  forma  tertia  §.  24  tradita  suppeditat 

dp,  dT  dp.^  BT 

df  dq,    ■  dt      '~         dq^    ' 

unde  aequatio  differentialis  inter  p,  et  p^.  qiiae  integranda  restat,  fit 

Partibus  dextris  aequatioimm  (9)  et  (11)  in  laevam  traiislatis,  aequationem  (11) 
denotemus  per  J7=  0,  aequationes  (9)  per  JT^  =  0,  TI^  =  0,  113  =  0,  erit  se- 
cundum  theoreraata  generalia  §§.  24  et  11  ti-adita  aequationis  differentialis  (12) 
Multiplicator 
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dn   dn^   dji^    dn^ 
_   ^^ "gr" ~ä2r ~al~ ~dM' 
'*  ^  dn   e//.    dn^   an,  ' ' 

%3     ^?a      ^/*B      ^?i 
Guius  fractionis  ipsorumque  -^ —  et  -^ —  valores  sie  deterniino. 

„        .     dn  dn,  ...  ,     .        . 

Cum  Sit  ^77=r  =  2,      „  ■ ,    =  1  ■    numerator  tractioms   antecedentis  eruitur 
en      3n, 

dL  dM                      ^^ 

E  variabilibus  p«^,  q^,  q..,  q^  functio  JI^  unicain  p^  impHcat,   functio  JTi  unicam 

^2;  functio  JI3  solas  5,  et  q^;  porro  fit     ^    "  ^  1)    unde  fractionis  antecedentis 
denominator  evadit 


Sn^      577,     dn 

rJq^         dq^         <}q^ 

Fit  autem 

=  — jLsin(/„-l-jV/cöni/^{, 

aa. 

=  —\Lti\nq.^+Mci,fiq^\iiiHiq^-+Nsmq^ 

Sn 

dT 

^B'h 

=  -'%:■■ 

Unde  aequationis  diff'erentialis  (12)  MnItipHcator  fit 

sin^j  /      1 

At  e  (9)  et  (10),  brevitatis  causa  posito 

sequitur 

I  L^mq^+Mcdsq^  =  yJ7L^~MM—p^p^  =  ^h-^NN — p^Pi, 
(14)     [  u  =  (Lsinq^+  McQsq^)cosq^ — A'sin^^  =  V^— p,pj— p^pj, 
[(A — p^p^^siuq^  =  (LiiiYiq^-{-Mcosq^)p,  —  A'm. 

Quibus  in  ipsius  ^  valore  (13)  substitutis  sequitiir 
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(15)       --^  =         1        (.„        .?'=  ^  \ 

öT  dT 

Restat  ut  quantitates  -^ —  et  -^ —  solis  ^,  et  p,i  exhibeantur. 

Quantitatis  u  valor  (10)  cum  quantitatem  q^  nou  implicet,  e  (11)  sequitiir 
(16)    2|^-  =  (^_i-)j(p,p,-„«)dn29,+2p,«cos2?,!- 
Eius  quantitatis  quadratum  e  (11)  fit 

ünde  ponendo 

K    =2r-i-(p,p,+.»)--i,,,p„ 


(17) 


sequitur 


h       „,„      /l         1\ 


(18)  -.-„---yxA', 


Cum  elementum  di  natura  temporis  numquam  regredientis  semper  positivum  sit 

docet  formula  dp,  =  —  -f, —  dt,  radicale  VKK,  necfativo  signo  afficiendum  esse 

uti  in  (18),  quamdiu  ^3  crescat,  positive  quam  diu  p^  decrescat. 
dT 
Ipsura  -p —  e  (11)  eruimus 

c")  f-  =  i J^{(t-f)»-(f- j)c-^*-^.''"^».)|- 

Fit  autem  e  (10)  et  (9) 

du  i's+Ps'^'^^^i  Lsinq^-i-Mcor^q.^ 

ideoque  e  (13)  et  (18)  obtinetur 

'.-if\\  ÖM  1  1 

(20)     ,.^  =  --^^-=    ^^^. 
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Porro  ex  aequationibus  (11),  (16),  (18)  fit 

iT-^PA  -  (y-x)l(««-P.A>»*2,,+2y,.8m2,,H-Q  +-i)(fty,+„„), 
-21/H,  =  (i-i)|2ft«cos2j,+(y,p,-««)8in2?,|, 


unde 


*y— -jrP,?,)— 2j),yXÄ, 


o+PtP, 


^  (x+i)"+(ff-z)(«'=-2«.+Ä™2'.> 


Hinc  valore  uu-{-pip,^  h — p^p^  Substitute,  e  (19)  et  (20)  eruitur 


(21)     f, 


ar 


«   2T_ 


c  , 


-p^YkkI 


Unde  iam  aequatio  differentialis 

ar  ,        dT  , 

quae  per  se  integrabilis  esse  debet,  per  fornmlas  (15)  et  (21)  evadit 


(22) 


(A— pjpj)(Ä— iViV — p^p^'ß         ß—PiPiX^^PiPi—puPO^ 
(h-p,p,)]/KK^ 


('*— PaPjC^— PiPi  — Ps/'J^ 


Quatuor  terminorum  dextrae  partis  primum  et  quartum  difterentialia  eompleta 
esse  patet,  cum  primus  solam  p„  quartus  secundura  (17)  solam  p-^  implicet. 
Ponendo  p^^=']/h—  NN.sin(p,  primus  terrainus  fit 


—-  (/arctg 


iVtgy 


unde  valorem  tgyi 
(23) 


|4  — jVA'~y,p,|i 


"      y*     '"■■    y* 

restituendo  evadit  primus  terminus 
1  Np 

= —  diLTI-.tcr-  ■■  

yl        "■  ykyh—NN—p^p^ 


(k^p^p^Xh—NN—pjP,)i 

Si  in  dextra  parte  huius  formulae  in  locum  Constantis  N  ponitur  quantitas  p^. 
prodit  expressio,  utriusque  p,  et  p^  respectu  symmetrica;  unde  si  ipsam  quoqae 
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quantitateni  p^  pro  variabill  habemus  atque  utriusque  p^  et  p.j  respectu  diffe- 
rentiationem  instituimus,  provenire  debet  aggregatum  duorum  terminoriim,  qui 
de  expressione  ad  laevam  aequationia  (23)  posita  derivantur,  alter  poiiendo  ^3 
ipsius  iV  loco,  alter  ponendo  pi  ipsius  N  simulque  p^  ipsiiis  ^1  loco:  unde  de 
formula  (23)  deducitur  haec: 

p./ipj  p,äp.^    \  1 

(h—p^p^—pjj^)i 


(24) 


(7^ 


1=^  — : — rfarcto — ^  ,_ 


P,Pt 


-p,p,—r,p, 

Quae  docet,  aequationis  (22)  terminos  secundum  et  tertium  iuxta  suratos  et 
ipsos  differentiale  completum  constituere.  Formulas  (17),  (23)  et  (24)  in  aequa- 
tione  differentiali  (22)  substituendo  et  integrando  prodit  Integrale  qumtum: 


(25) 


Const.  = ^  !ir. 


'  VA]/A— iVA'— pjPj 


c 


y*  ""'  *  ySys^ip,^ 


^)p=p.l/|- 


(26) 


(''-p,p,)i'i'P 

dete 


-2T+ 


B 


RA 


Tempus  (,  quod  unice  determinandum  restat,  per  p^  exprimitur  ope  forinulae 

-  Coüst. 


YkE, 


iam  sine  plant  invariabilis  tusu  perfecte  inte- 


Ita  problema  rotationis  propositui 
gratum  est. 

Quod  planum  si  adhibere  placet  atque  pro  Coordinatarum  x  et  y  piano 
sumere,  fit 

L  =  0,      M=0. 
Unde  e  (10),  (9)  et  (11)  fit  u=  — iVsing,,  porro 

—  ^^  =  — sin''ö,  sin'o.H siii''o,cos''o,H cos-ö,. 
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Iji  dextra  parte  formulae  (25)  terminus   secundus  evanescit,    tertius  immiitatus 
manet,  primus  autem  indeterminati  speciem  Indult.     At  observo,  e  (9)  haben 
Np^  A'tg(9a-«) 


Coiistanti  arbitrariae  adiieimus,  foramla  (25)  evadit: 


siquidem  ponitur  -^  =  tg«.     Hiiic  si  ponimus/.  =0,  iV/=  0  atque  Coiistantem 


Const. 


N      J 


ubi  K  et  K,   valores  (17)    immutatos   servant.      Nee   non   temporis  t  expressio 


immutata  manet 


■^  1/ 


J/ÄÄ, 

Formularum  antecedeiitium  ope  variabiles  omnes  maxima  concinnitate  exhiberi 
possunt  per  functiones  ellipticas,  quarum  argumentum  tempori  /  proportionale 
est.  Quod  egregie  expositum  invenis  in  Commentatione  inaugurali  Gl.  A.  S.  Rueb 
Roterodamensis  ^de  motu  gj'ratorio  corporis  rigidi".  Traiecti  ad  Rhenuin  a.  [834 
publicata. 

In  bis  quaestionibus  de  rotatioue  solidi  atque  de  motu  puneti  versus 
duo  centra  fixa  attraeti  data  opera  analysi  usus  sum  inelegantiore ,  ut  demoii- 
stretur,  ea  problemata  ope  principü  ultimi  Multiplicatoris  etiam  absque  artifieiis, 
quae  non  ita  in  promptu  sunt,  ad  finem  perduci  posse. 

§.  28. 

De  problemat«  trium  corporum  in  eadem  recta  motorum,     Substitutio  Euleriana. 

Thcoremata  de  viribus  homogeneiM. 

Paueis  adhuc  agam  de  tribus  corporibus  se  mutuo  attrahentibus-  in  eadeniqne 

recta  motis,    quippe  quod  problema   varia  de  Multiplicatore  proposita  exemplo 

illustrandi  occasionem  commodam  praebebit.     Ope  principü  conservationis  viriuni 

vivarum  quaestio  in  aequationis  differentiaUs  secundi  ordinis  integrationem  redit. 

At  Eulerus    olim  absque  Integrali   ab   illo    principio  suppeditato    reductionein 

problematis  ad  aequationem    differentialem   secundi    ordinis    per    substitutioneui 

memorabilem  efFecit.     (Gl'.  Nov.   ('omni.  Ac.  Pefrop.    Vol.  XI  pff.  144  sqq.,  Nova 
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Acta  Vol.  III  pg.  126—141.)     Quam  rem  hie  ita  repetam,  ut  simul  per  idoneam 
variabilium  electionem  formularum  symmetriae  consulain. 

Sint  m,  m',  m"  tria  eiusdem  rectae  puncta  massis  m,  m',  m"   praedita 
sitque  m'  inter  m  et  m".     Designatite  0  rectae  punctum  fixum,  ponatur 

Om-^=x,  Om' =  m^,  Om"  =  a;,^. 
Si  directionem  motus,  qua  punctum  a  m  ad  m',  a  m'  ad  m"  fertur,  positivam, 
direetionem  oppositam,  qua  punctmn  a  m"  ad  m',  a  m'  ad  m  movetur,  nega- 
tivam  dieimus,  statuo  x,  a\,  x^  quaiititates  positivas  aut  negativas  esse,  prout 
a  puncto  fixo  0  ad  puncta  m,  m',  in"  directio  positiva  aut  negativa  est.  Ubi 
massae  m,  m',  m"  se  mutuo  secundum  legem  Neutonianam  attrahunt,  fit 


(1) 


.le    ~  ^  ia:~xy  ^  (a:,-^y 


dt'         (^-^y  (^-^,y 


dt'         (^ä— ■«)'    (-^i—^y 

Trium  massarum  se  mutuo  attrahentium  centrum  gravitatis  statuamus  in  quiete 

manere,  quod  salva  generalitate  licet,  ipsumque  ponamus  centrum  gravitatis  esse 

punctum  fixum  0.     Hine  tres  quantitates  ,r,  X-,,  x^  duabus  aliis  u  et  v  exprimi 

possunt  per  substitutiones  lineares 

(2)    ^  =  au-hß»,    ^^  =  a'it-^ii'i',    j:_,  =  a"u-hß"i\ 

in  quibus  tc,  ß,  etc.  designant  Constantes  quascunque  satisfacientes  duabus  aequa- 

tionibus 

(3)    ■ma+m'a'-V-m"a"  =  0,     'mß+m'ß'-irm"p"  =  0. 

Quibus  ex  arbitrio  addamus  tertiain 

(4)     muß+m'a'ß'^m''a''ß"  =  0; 
porro  ponamus 

maa-\-'tn'a'a'-\-'m"  a"a"  =,f(, 

mßß+m'ß'ß'-hm"ß"ß"  =  r. 
Substitutis  (2)    in    aequationibus   differentialibus  (1)    et   additis  trlbus    aequatio- 
nibus  respective    per   rna,   m'a',  m"a"   vel  per   mß.  in'ß',   iii"ß"    multiplicatis, 


ibtinetur: 

(ö) 

k^i?"    = 

„^W,^_ 

\v  '''"    — 

i"».(C-|3")     ,     ».».'C/i-li') 

('.-')'          (■'-")• 
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Sit 

ande 

(6)     /'■"-'''  =  "■     ="-«-»',     «'-<.  =  •", 
\ß"~ß'  =  i,      ß"-ß  =  f,     ß--ß  =  i", 

'  '     [7«'m".a6+m"m.a'i'+mm-.a"iy'  =  0'): 

obtinentur  inter 

u  et  w  aequationes  difFerentiales: 

1 
(8) 

d'u                    •■m"«                 m"mo'                    mm'«" 

*'                 (au+bvf        (a'u+i'vy         („"„+»"„)■   ' 
d-v                   rnV'b               m"mb'                 mm'i" 

'    df                 (««+6«)'        (a-u+t'v)'         (o"a+6"„)'   ' 

Äequationibus  (8)   respective   per  —■  et  -^  multiplicatis  et    additis    faetaque 
integratione  obtinetur  aequatio,  conservationem  virium  vivarum  exprimens: 
xfN     .  t    ( 1^«  \^        (  <iv  y\  m'm"  m"m  mm' 

(•■»  i {^  br)  +Ht)  }  =  ^+-*ir  +  -ViTi'V + ^^^iqq.".-  -'•' 

designante  h  Constantem  arbitrariam, 

Quantitates  ^  et  y  ipsis  a,  b,  etc.  detenninantur  per  formulas 

'^  |(m-f-m'+m")i'  =  «i'm"6'+m"iHÖ'^-i-mm7/'^"). 

Ponanms 

(U)      /,  =  r  =  l, 
inter  quatuor  quantitates  a,  b,  a",  h"  locum  habebnnt  tres  aequationes; 

(12)     lw«+m'-Hm"  =  m"{m+m')b'-\-27n"mbb"-\-m(m'-^m")b"\ 
(  0  =  m-'(m-\-m')ab-\-m"-m{ab"-\-a"b)-\-m(m'-^m")a"b". 

Quae  demonstrant ,  quantitates  a  et  a",  b  et  A"  haberi  posse  pro  Coordinatis 
punctorum  in  terminis  positorum  quarumcunque  binaram  semidiametrorum  coii- 
iugataruni  sectionis  conicae,  cuius  aequatio  est 

*)  Haec  aequatio  sequitur  o  foimiila  identica 
**)  Hae  aequationes  sequuntur  e  formuiis  identicis 
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Si  pro  diametris  coniugatis  axes  principales  sumere  placet,  quant'itates  a,  h,  etc. 
determinandae  erunt  per  aequationes: 

(13)     a  =  Acosa,     ff"  =  JsinE,     b  =  Bami,     b"  = —Bcoss, 

ubi,  posito  br.  c. 

m"(m+m')-hm(m"-i-m')  =  n, 
et  nova  quaiititate  M  introducta,    angulus  e  et  qaaiititates  A  et  ß  dantur  per 
formulas: 

j  3/cos2£  =  m'(m"—?n),         i¥sm2e  =  2mm", 

I  ^-i      i(«+M)      '  ^~\'     K^-M) 

Determinatis  a,  b,  etc.,  inveiutur 


(15) 


r^""l:/. 


r,     ß'^ 


--ß'—>j",    ß"  =  ß'-{-/), 
nb--m"b 


De  substitutione  hie  a  nie  adhibita  pluribus  egi  in  Commentatione  „mr  Vellmi- 
nation  des  noeuds  dans  le  problmte  des  trois  corps."     [Cf.  o.  h.  Vol.  p.  297.] 

His  de  GoSfiiicientibus  sobstitutionk  linearis  (2)  obiter  adnotatis,  iam  novas 
variablles  r,  <f,  s,  tj  introduco  ope  substitutionis 


(16) 


\/>- 

V  =  ramy, 

dt  ^    dt 

y?: 


1/;:^  *. 


>'«■+..■ 


Ex  aequationibtis  (]iffereiitialibus  (8),  posito  /i  - 


(17) 


I  '        dt 

l  ^  dt 


■-  ks-^ 


— i-l;S4-*', 


(18)       *    : 


az^?.fi>-\-b&i 


j  'cos^-H^'siiiy 
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E  formulis  (16)  et  (17)  patet,   delerminationem  motus  propositi  pendere  ab  inte- 
gratione   duarum   aequationum   diffei^entialium  primi  ordinis   inte?-    tres  variuhiles 

(19)     dip:cb:d'fi  =  ij :  ^s^+ij^— 0» :  — isi^4-(p'. 

Quas  aequationes  differentiales,    quia  a  Constaiite  generali  li  vacuae  sunt,  sim- 
pliciores  censere  licet  iis,   quae,    non  adhibitis  subatitutionibus  (16)   aut   earum 
similibus,  adiiimento  aequationis  (9)  per  iiiiiHS  variabilis  eliminationem  obtinentur. 
Integratis  (19),  suppeditabit  formula  (9)  valorem  ipsius  r.     Nimirum  cuiii  sit 
(duV     ( dvV       (dr\\    ,{d<py        1  ,  ,       ,, 

fit  e  (9) 

(20)    r  =  lj*-|(.,^+^=)|. 

Denique   tempus   t  invenitur  foriiiula 

(21)     dt  =  J---  dr  =  J—  d^. 

lam  aequationum  differentialium  (19)  investigabo  Multiplicatorem  N. 

Si  adbibemns   forinulam    differentialem ,    qua    generaliter   Multiplicatorem 
definivi,  fit 

äff  d(f  ÖS  dfj  ' 

ideoque  e  (16) 

(22)    riWA"=— i  — <;^  =  -i— -■;     N=-^;.~- 
^     ■'  ^  ^  rj     ^  ^     r    '  1/,. 

Unde  substituendo  (20)  et  fact^rem   constantem  VA   reüciendo,  ßt   aequationum 
i  (19)  Multiplicator 


y*-^(s'+»;Ö 
Qui  Multiplicatoris  valor  valet,  quaecunquc  anguli  if  sit  functio  '/',  qua  aequa- 
tiones differentiales  (19)  afliciuntiir. 

Multiplicatorem  etiam  per  praeeepta  generalia  Cap.  IL  tradita  hoc  modo 
indagare  licet.  Scilicet  aequationum  differentialium  (8)  Multiplicator  est  unitas. 
Unde  aequationum  differentialium 
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dt     Y^ 

dt            1 

d^__J 
dt             j/r 

dt      y? 

l-iis  +  ^'l 

AEQUATIONUM  DIFFERENTIALKTM  VULGARIUM  APPLIOANDI. 


(23) 


Multiplicator  aequatur  unitati  divisae  per  quantitatum  r,  tp,  s,  tj  Determinans, 
variabilium  u,  v,  —^ ,  —^  respectu  formatum.  Quod  Determinans,  cum  quan- 
tilfetum  r  et  <f  valores  ab  ipsis  -t—  et  --,—  vaeu'i  siiit,  aequatur  producto  De- 
terminantis  quantitatum  r  et  y  ipsaruni  u  et  v  respectu  et  Detenninantis  quan- 
titatum s  et  ij  ipsarum  —j—  et  —^  respectu  formatl.  Quorum  Determinantium 
alterum  fit  — ,  alterum  r,  unde  aequationum  (23)  Multiplicator  et  ipse  =  l  in- 

venitur.  Deinde  si  Integralis  (20)  ope  eliminatur  variabilis  r  simulque  de  aequa- 
tionibus  differentialibus  (23)  prima  reiicitur,  Multiplicator  aequatioimm  differen- 
tialium,  ea  eliminatione  ad  minorem  numerum  paucioresque  variabiles  reductarum, 

secundum  §.10  aequatur  differentiali  partiali  -^r- ,  designante  h  Constantem 
arbitrariam,  qua  Integrale  (20)  afficitur.  Quod  differentiale  partiale  e  (20)  fit 
—  -T--  Denique  aequationum  differentialium  (19)  Multiplicator  invenitur  divi- 
dendo  per  yp,  quippe  per  quod  multiplicandum  erat,  ut  quantita.tes  ad  dextram 
aequationum  (19)  prodirent;  unde,  factore  eonstante  — -.  reiecto,  prodit  aequa- 
tionum (19)  Multiplicator  — r^  ,  uti  supra. 

Cognito  ipsius  iV^  valore,  si  aequationum  differentialium  (19)  integratione 
prima  exprimitur  variabilis  tj  per  y,  s  et  Constantem  arbitrariam  a,  prineipio 
Ultimi  Multiplicatoris  obtinetur  alterum  Integrale 

J   da  i/^„^(sVr/=) 

ubi  sub  integrationis  signo  post  valorem  ipsius  tj  substitutum  differentiale  com- 
pletum  habetur  atque  fi  Constantem  arbitrariam  designat,  Eulerus  integrationem 
primam,  etsi  succederet,  in  hac  quaestione  parvi  adiumenti  fore  putavit,  cum 
de  ulteriore  integratione  desperandum  esset.      At  novo  prineipio  generali  ultimi 

61* 
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Multiplicatoris  ipsam    ulteriorem  integrationem   absolvere    licuit,    dum    de  prima 
integratione  nihil  constat. 

Evanescente  h,  habetur  aequatio  integralis  particularis 
(24)     *  =  i(sV^l^), 
unde   una  tantum    integranda    manet  aequatio    differentialis  primi   ordinis    inter 
duas  variabiles  s  et  <p: 

^^"^  ^-^^^^^^  =  °- 

Ouius  aequationis  differentialis  Multiplicator  M  definitur  formula 

d](i^M  ^  a]/2^  — s"^    ^     _s =  J—=i^^L 

d(f      ^  ds  ~      ]/2*— s'    ~  27}   ~        d<f     ' 

unde   ßM  =^  Vr.       Invento    aequationis    differentialis  (25")    Integrali    eiusque    opc 

expressa  if  per  s  et  «,  fit  M~'^  =  -^  ,  ideoque 

Vda) 
designantibus  «  et  /?  Constantes  arbitrarias. 

Formuiae  prorsus  analogae  habentur,  si  mutuae  attractiones  non  distan- 
tiarum  quadratis  inversis,  sed  aliis  quibuscunque  potestatibus  proportionales  sunt. 
Observo  tarnen,  casu,  quo  trium  corporum,  quae  in  eadem  recta  moventur,  mutuae 
attractiones  cubis  distantiarum  inverse  proportionales  sint,  motum  totum  tantum 
ab  urma  Quadratara  pendere. 

Si  vires  sollicitantes  in  motu  systematis  liberi  functiones  Cooi-dinatarum 
homogeneae  quaecunque  sunt,  generaliter  per  substitutiones  antecedentibus 
similes  systematis  aequationum  differentialium  ordinem  unitate  diminuere  licet, 
quantitate,  cui  Coordinatae  proportionales  statuuntur,  eliminata.  Quam,  docet 
theoria  nostra,  aequationum  differentialium  iis  substitutionibus  i-eductarum  Multi- 
plicatore  determinari,  ideoque,  si  illae  coraplete  integratae  sint,  Determinante 
functionali,  quo  earum  Multiplicator  detur.  variabilis  quoque  eliminatae  valorem 
absque  Quadratura  suppeditari.  Si  pvineipium  conservationis  virium  vivarum 
valet,  eo  ipso  variabilis  eliminata  determinari  potest,  unde  vice  vei^a  aequa- 
tionum differentialium  reductarum  Multiplicatorem  eruere  earumque  ultimam 
integrationem  reducere  licet  ad  Quadraturas.  Excipiendus  est  casus  particularis, 
quo  Constans  arbitraria,  quae  valori  semisiimmae  virium  vivarum  accedit,  nihUo 
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aeqiiiparatur.  Eo  casii  aequationum  differentlalium  reductarum  habetur  Integrale 
partieulare,  unde  ordinem  systematis  earum  deniio  unitate  diminuere  licet;  quan- 
titas  eliminata  autem  rursus  determinabitur  Multiplicatore  systematis  aequationum 
differentlalium  bis  reductarum.     Hinc  sequens  nanciscimur  theoreraa: 

„Sint  vires,  quibus  systema  liberum  n  punctorum  materialium  sollicitatur, 
fuiictiones  Coordinatarum  homogeneae,  valeatque  principium  conservationis 
viriuin  vivarum;  casu  particulari,  quo  Constans  arbitraria  valori  virium 
vivarum  adiicienda  nihüo  aequatur,  systematis  aequationum  differentlalium 
ordo  duabus  unitatibus  diminui  sive  problema  revocari  potest  ad  integra- 
tlonem  6n — 3  aequationum  differentialium  primi  ordinis  inter  Qn  —  2  va- 
riables; quibus  complete  integratis,  obtinetur  valor  (ßn  —  l)"'  variabilis  per 
differentiationes  secundum  Constantes  arbitrarias  institutas,  qui  valor  in 
novam  Constantem  arbitrariam  ducitur;  ön"  variabilis  principio  conser- 
vationis virium  vivarum  determinatur,  postremo  tempus,  ut  semper,  obti- 
netur Quadratura." 
Quae  hac  Analysi  demonstrantur. 

Sit  X  una  Sti  Coordinatarum,    sit  m  massa  puncti.   ad  quod  ea  pertinet, 
ponatur  —n-  =  ^\   habeanturque   3n  aequationes  differcntiaies  m  ^^X,   de- 

signante  X  functionem  3n  Coordinatarum  homogeneam  i"  ordinis.  Ad  quan- 
titates  analogas  denotandas  indices  subscriptos  adhibebo.  Summationibus  semper 
ad  omnes  3n  Coordinatas  extensis,  pono 

unde  quantitates  Q  erunt  solarum  quantitatum  q  functiones  et  ipsae  homogeneae 
( "  ordinis,     His  statutis  obtinetur 


\{p—qQ% 


(2-)       „^__^_ ^ 


dt 


Hinc  inter  variabilem  r  et  6  h  variabiles  q  et  p  obtinentur  6«  aequationes  diffe- 
rcntiaies primi  ordinis: 

(  dr  :  dq  :  dq  :  ...  :  dp  :  dp   :  ... 

(28)  Q         i+1  Q,  .■+! 

=  rg-.p  —  qf.p  — 5,s:...:  — pg  ■ 5— ?,?:■■■, 
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in  quibus  siippono  ipsius  p  substitutiim  esse  valorem  ^mqp.    Si  de  parte  dextra 
rp,   de  laeva  dr  reiicitur,  abeunt  formulae  (28)  in  6«  — 1    aequationes   differen- 
tiales  inter  Gn  variabiles  q  et  p. 
Sequitur  e  (28): 

dr  :\d2'mqq  =  r:l  —  ^mqq, 
unde,  designante  c  Constaiitem  arbitrariam,  fit 

(29)     r-(l-im,j)  =  <.. 
Valente  principio  viriiim  vivarum,  designet  K  functionem  ipsarum  q  homogeneani 
(i-f-1)"  ovd\ms^=— --r- 2 qQ  =  j  J^Qdq,  atque  h  alteraiii  Constantem  arbitrariam, 
obtinetur 

(30)     r'-^^(K-i2mpp)  =  L 
Vocemus  M  Multiplicatorem  aequationuni  differentialium  (28),  erit 

,,      ,,        Uf/r  - 

d]ogM-\ —  =  0, 

siquidem  ?/ designat  siimmam  quantitatmn  rp,  p  —  qp,  etc., 5 — pQ  etc., 

respective  secundum  variabiles  r,  q,  etc.,  p  etc.  differeiitiatariim.     Quae  summa, 

cum  sit  -^.^mn,  -^  ^  rnq,  evadit 

öq  '       op  ' 

ü=yt>,    ubi     x=l-K^^-3)(3«  +  l), 
uude  sequitur 

(31)     d\ogM=—>!d\ogr,     M=r-'. 
In  quaestioiie  proposita  non  adhibendum  est  Integrale  coinpletum  (29),  sed  par- 
tiuulare,  pro  quo  fit  c  =  0 ;  substitutiones  enim  adhibitae  suppeditant  aequationem 

cuius  ope  3h  variabiles  q  ad  alias  Zn  —  1  variabiles  w  reducere  licet.  Vocemus 
//  Determlnans  functionale  Zn  —  1  quantitatimi  w  et  quantitatis  1  — ^mqq, 
3)1  variabilium  q  respectu  fonnatura,  sintque  aequationes  differentiales  reduetae 
(        dr :  du- :  dw^ :  ...-.dp:  dp^ : ... 


secundum  regulas  generales  fit  aequationum  (32)  Multiplicator 
Qui  satisfacere  debet  aequationi 


^  =  -ijrr-=rH7' 


Hosted  by 


Google 


AEQUATIONUM  DIFFF.RENTIALIUM  VULGARIUM  APPLICANDI.  487 

dher  I        SW        BW,  8P        SP,  1 

(33)    flogiV+-J^{«  +  ^5^  +  ^+.-  +  ^  +  ^+-)  =0. 

Si  vocamus  L  Miiltiplicatorem  6 « —  2  aequationum  differeiitialium  prirai  ordinis 
iiiter  3tt— 1  varlabiles  w  et  Sn  variabiles  p  locum  habentium, 

(34)     dw:dw^:...:dp:dp^:...  =    W:  \i\:  ...  :  P:  P^: ..., 
determinatiir  L  formula 

dw   s  dW        dW,  öP         ÖP,  I 

-^  =  ~^-,   e  (33)  seqiiitur 

diogL  =  dhgNr, 
ideoque  aequationum  (34)  fit  Multiplicator 

(35)      L  =  rN  =  TgT^iTT  =    //_,,.  i;-)(i+3XH''+i)    ' 

Aequationibus  (34)  complete  integratis,  quaiititas  L  per  theoremata  initio  huius 
Commentationis  proposita  obtinetur  formatione  Deteriiiinantis  functionalis,  ideoque 
vai-iabilis  r  ope  aequationis  (35)  absque  Quadratura  per  variabiles  w  et  p  de- 
terminabitur.  Si  cpnservatio  virium  vivaruia  valet,  dabitur  )■  aequatione  (30), 
unde  60  casu  dato  variabilis  r  valore  vice  versa  aequationum  diflferentialium  (34) 
suppeditatur  Multiplicator 

(36)    L  =  — „J_^^.^^. 

Seorslm  examitiemus  casum  particularem  A  =  0,  quo  fieri  non  potest,  ut  ipsius 
r  per  quantitates  w  et^  determinatio  ex  aequatione  (30)  petatur.  Eo  casu  ope 
aequationum 

limqq  =  1,      i^Synpp  =  K 
poterunt   6ra    quantitates    9   et  ^  ad   6n— 2    alias    quantitates    v    reduci.      Sint 
aequationes  diiferentiaies  reduetae 

(37)     d>-:do^:dv^:...:dv^^_^  =  tq:  F,  :  V.,:...:  V'._^_^, 

sitque  G  Determinans  functionale  6n  —  2  quantitatum  v  duarumque  ^mqq  et 
K — ^^mqq,  6n  variabilium  q  et  p  respectu  formatum:  secundum  regulas  ge- 
nerales  Cap.  II,  traditas  erit  aequationum  differentialium  reductarum  (37)  Multi- 
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plicator 

M      _  1 

denominatore  r'"''^  inde  proveiiiente,  quod  in  aequationibus  (29)  et  (30)  functiones 
Constantibus  arbitrariis  c  et  h  aequatae  per  r^  et  r'"*"^  miiltipiicantur.  Eadem 
ratione,  qaa  supra  Multiplicatorein  L  e  N  deduxi,  sequitur,  6« — 3  aequationum 
differentialiuni  primi  ordinis,  inter  6n^2  variabiles  v  loeiim  habentiuin, 

(38)     dc^ :  (ItK,  :...:  de^^_^  =    V^:  V,: ...  :  V^^_^ 
Multiplicatorein  fieri 

(•39-)       ^  _   „j.  =    1 _    _}_  .,-i(''-t-3>!3<i-l) 

Aequationibus  (38)  complete  integratls,  Multiplicator  v  Determinante  functionall 
datur,  ideoque  ope  formulae  (39)  variabilis  r  valor  per  qiiantitates  v  sine  Qua- 
dratura  determinatur.  Qui  insuper  in  Cortstantem  arbitrariam  ducendus  est, 
quippe  proportionalis  est  potestati  Multiplicatoris ,  quem  factore  eonstante  arbi- 
trario  afficere  licet. 

§.29. 

Piiiicipium  ultimi  Multiplicatoris  applicatur  a<i  systema  liberam  punctorum  materialium 

in  modio  resistente  motuin.     De  cometa  iu  aethere  resistente  circa  solem  meto. 

Determinatio  Multiplicatoris  etiam  in  quibusdam    problematis  meclianicis 

Buccedit,  in  quibus  viribus  soUicitantibus  aliae  accedunt  e  medii  resistentia  natae, 

veluti    in   motu    puncti  in    medio  resistente    circa   centrum  iixiim,    vereus  quod 

secundum  legem  Neutonianam  attrahitur. 

Sint  rursus  puncti  massa  m,-  praediti  Coordiiiatae  orthogonales  x,,  y,-,   z,., 
dx.         ,  dy.         ,  rfs,  ,  . 

Sit    Xi  =  —,- — ,  yi  =  —j— .  Zi  =  —,-^ ,  atque  puneti  velocitas 

Si  puncta  moventur  in  medio,  quod  cuiasque  motui  in  direetione  tangentis  or- 
bitae  eius  resistit,  viribus  massam  m,  secundum  Coordinatarum  directiones  sol- 
licitantibus  X(,  Y^,  2^,,  quae  solarum  Coordinatarum  et,  si  placet,  temporis  t 
functiones  esse  supponuntur,  accedunt  vires  resistentia  medii  provenientes 

—-m.fy,  ■  -^  ,     ~m,f.  V. .  A_ .     ^m_f_  V. .  ^- , 

ubi    V^  est  Holius  c,  functio  resistentiae  legem  exprimeiis  atque  /,,  si  forma  cor- 
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poris  m,-  non  resplcitar,  est  solarum  x,,  t/,,"  z^  functio  aequalis  densitati  medü 
in  puncto  m,.,  divisae  per  massam  m^  et  multiplicatae  per  Constantem  super- 
ficiei  corporis  m,-  proportionalem.  Est  igitur  motus  systematis  liberi  punc- 
torum  materialium  determinandus  per  systema  aequationum  differentiaüum  se- 
cundi  ordinis  huiusmodi: 


(1) 


'fj.- 


■  5',  —fi  ^i  ■ 


-fjr 


Quarum  aequationum  differentialium  Multiplicator  ü/,  cum  functiones  X;,  X.,  Z^,  fi 
ab  ipsis  iE,',  y\,  z[  vacuae  supponantui",  definitur  per  formulam  differentialem 

(flog«  säiV.r^.i[)        S(K»->.j;)         d(V^v'\t[)y 

^^ST  =  •^'^l        'dil  ^         Sil  ^^ 

sive 

ilog«  _  .  r dV,  1 


dz; 


(2) 


dt 


2  F. 


&, 


Si  motus  in  piano  fit,  aequationis  (2)  loco  habetur 
dlogJ/  f  iV.  ■ 

dt  -tiYi'i    ^    rf„, 

Si  motus  in  eadem  recta  fit,  habetur 


rflogü 
'dT 


-V- 


i    F";  est  constans. 
sitque    medium  uniforme    ideoque    qiiantitates    /',  eonstaiites. 


unde  fit  M  =  1, 

Sit  f;  =  i 

sequitur  e  (2): 

(3)    M  ==,'"•''). 
Haec  docet  formula,  si  tnotiis  fiat  in  medio  uniformi,  cuius  resistenlia  velocitati 
directe  proportionalis  sit,   atque  vires  soUicitantes  X^,   Y„  Zi   a  solis  Coordinatis 
pendeant,   post   omnia    inter   quantitales  x,-,  yt,  z^,  xl,  yl,  z\    inventa   Integi'alta 
ultimo    loco    t  per  Coordinafam   aliquam   sine  nova   Quadratura    exprimi  posse. 


1  plan 
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Sint  enim  pro  numero  n  punctorum  materialium  6n  — 1  Integralia  inventa 

Fj  =  a, ,     ^2  =  c, ,     .  .  . ,     -F,,_,  ^  ß,,_^ , 
ubi  «1,  «2,  etc.  sunt  Constantes  arbiti-ariae ;  sit  x  una  quaecunque  Coordinataram 
atque   J  Determinans    functionum  F^,  F^,  etc.,    quantitatum   respectu    omnium 
3^;,  y;,  Zf,  xl,  yl,  z'i  praeter  x  forraatum:  sequitur  e  (3)  secundum  MuHiplicatoris 
definitionem  initio  huius  Commentatlonis  traciitam: 

(4)    3;:s/;.+  r  =  iog-^, 

designante  t  novam  Constanteni  arbitrariam.  Si  virium  sollicitantimii  expres- 
siones  X^,  Y^,  Z^  praeter  inobilium  Coordinatas  ipsam  quoque  variabilem  t  con- 
tinent,  hanc  iioii  araplius  eeparare  licet;  at  doeet  formula  (3),  constante  Multi- 
plicatore  M  ultimam  integrationem  absolvi  Qtuidraturis. 

Ponamus,  systema  punctorum  materialium  sive  liberum  sive  certis  con- 
ditionibus  subiectum,  si  in  medio  iion  resistente  moveretur,  conservatione  arearum 
gaudere,  valebunt  pro  motu  in  medio  resistente  tres  aequationes: 


C5) 


V. 
d2m,{z.xl—x.z[)  =  —2m.f. — '-(z.x'.—x.s;)dt, 

V. 


Hinc  si  rursus  V^  =  v,.  et  quantitates  /,  omnes  eidem  Constanti  /  aequantur, 
sequitur 

(6)       I  2m.(z.a;'.—x.  z!)  =  b^ft-, 
\:Sm..{a!Aj'.^y.x'.)  =  cc-/), 

designantibus  a,  b,  c  Constantes  arbitrarias.  Patet  e  formulis  (6),  si  ekmenta 
omnia  sphaerica  eittsdemque  densitatis  et  tnagnitudinis  supponantur,  atque  systema 
eorum  in  motu  in  vacuo  conservatione  arearum  gaudereC,  eandem  locum  habere, 
si  motus  fiat  in  medio  uniformi,  cuius  reststentia  velocitatt  proportionalis  est, 
eandemque  fore  plani  invariabllis  positionem;  summam  arearum  autem  inde  a 
tempore  #  ^  0  descnptarum  et  per  massas  multiplicatarum  non  sicuti  in  vacuo 
proportionalem  fore  tempori  t,  sed  quantituti 
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destgnante  f  Constantem  positivam,  ideoque,  tempore  in  infinitiim  cresce)ite,  cd  li- 
mitem  crescere  finitum.  Ubi  systema  liberum  est  ideoque  e  (6)  et  (3)  coiistat 
ipsius  M  valor  per  quantitates  X;,  y^,  2,-,  x,',  y[,  z',  expressus.  docet  principium 
Ultimi  Multipücatoris,  praeter  tria  cognita  Integralia  piima  (6)  adhuc  ultimum 
Integrale,  inter  quantitates  x^,  y^,  z.„  x',  y\,  z]  locum  Habens,  Quadraturis  ah- 
solvi  fosse. 

lam  unius  puncti  liberi  considerenius  motum  planum  in  medio  resistente. 
Qni  motus  definitur  dnabus  aequationibus  differentiaübus  secundi  ordinis 

dt' 


~f-- 


(') 


ubi  A'  }',  /'Coordinatarum  ortbogonalium  .r  et  j/,  atque  Kveiocitatis  r^Va^'j^'+i/'!/' 
functiones  siipponuntar.  Aequatioiiuin  (7)  Multiplicator  M  definitur  formula 
dlfFerentiali 

^'  dl  '{       d,'         ^        By'        i       '\         +aJ 

Ponamus.  vim  sollicitantem  eonstantei"  dirigi  versus  centi'um  fixmn,  quod  sit 
initium  Coordinatarum,  sive  esse  X:Y=x:y,  sequitur  e  (7): 

CT  5  f  ■  IT  ■ 

Unde,  si    V  =^  !•",  e  (8)  et  (9)  eruitur,  quaeeunque  sit  fimctio  /j 

(10)    J/=  — -,— L-,----. 

Si    vis  attractiva    est  functio    radii  vectoris  T  sive    distantiae    a  eeiitro 
attractionis,  quam  functioiiein  designeinus  per 

^"  ir     ~         '    ,lr 

Multiplicatorem  pro  lege  resistantiae  adhue  generaliore  assignare  licet.  Sc-ilicet 
eo  casu  e  (7)  sequitur  formula 

(11)     d\ii;+F{r)\  =^f. vV.it. 
Qua  iuncta  aequationi  (!))  patet,  si  a  et  h  Oonstaiites  sint,  assiguari  posse  Inte- 
grale expressionis 

62' 
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Expressione  ad  laevam  aequiparata  huic 

eruitur 

(12)     V  =  ü'-'^ä««. 

Qua  resistentiae  lege  supposita,  fit 

Pro  motibus  incitatissimis,  sicuti  sunt  cometarum.  resistentiae  lex  formula  (12) 
expressa  non  a  rerum  natura  adhorrere  videtur,  praesertim  si  Constanti  a  valor 
perparvus  tribuitur. 

Introduceiido  Coordinatas  polares  sit 


rcosy,     3/  = 


rsiüy,    !■  = 


dt 


dt 


unde 
Ponamus 
fit 
unde 


,f^ 


Jiy'—yx'  =  ;■>■(?'  =  /J, 


(14) 


=  IrV'+i-et+J.f,), 


|;'2„-^''/-2PM- 


HiiJC,  cum  sit  r'dt  ^  dr^  sequitur  e  (9)  et  (11): 


(IB) 


]/2o-Ä-2F(,-) 

Si  motus  propositus  est  motus  C0[netae  circa  solem,  atque  densitas  aetlieris  solem 
circumdantis  funetioni  distantiae  a  sole  aequatnr,  fit  /  solius  r  f'unctio.  Porro 
cum  sit    V  solius  v  functio,  ope  aequationis 
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quaiititates  vF  et  v~T  per  a  et  r  exprimere  licet.  Unde  idoiiea  variabilium 
electione  effectum  est,  ut  motus  cometae  circa  solem  in  aethere  resistente  tantum 
pendeat  ab  integratione  duarum  aequationum  differentialium  primi  ordinis  inter 
tres  variabiles  u,  ß,  r;  qua  transacta  si  determimmtur  a  et  ß  per  r,  obtinentur 
ip  et  t  per  Quadraturas: 

ßdr 


(16) 


=    /"— 

f  _     _       dr_ 


-2F(r) 


■2F(:r) 


Antecedentia  valent,  quaecunque  sit  resistentiae  lex  sive  quaecunque  sit  V  ipsius 

V  functio.  Ubi  autem  aetkeris,  in  quo  cometa  circa  solem  movetur,  resistentia 
fotestati  velodtatis  euicunque  proportionalis  est  sive  etiam  legem  generaliorem  se- 
quitur  expressam  formula  V  =  u*""'  e^"",  in  qua  a  et  b  Constanies  quascunqtie  de- 
signant,  sive  aether  uniformis  sive  cum.  distantia  a  sole  secundum  quamcunque 
legem  variabilis  sit,  quaecunque  sit  vis  attractiva  solts,  unico  cognito  Integrali 
reliquae   tres   integrationes  per   Quadraturas  absolvuntur.     Nimirum  determinata 

V  per  formulam  (12),  constat  per  formulain  (13)  aequationum  difFereiitialium 
propositarum  (7)  Multiplieator  M;  eo  autem  cognito,  etiam  dabitur  Multiplicator 
M^  aequationum  differentialium,  quae  e  (7)  obtinentur  loco  ipsarum  x,  y,  x',  y' 
quantitates  r,  tp,  a,  ß  introducendo, 

d^^  _      _    __   1 

J_       

dt 


-ßfv-'V. 


Etenim  aeqiiatur  -j^  Determinanti  quantitatum  x,  y,  x\  y',  variabilium  r,  <p,  «,  ß 
respectu  formato,  unde,  si  reputamus,  ipsarum  x  et  y  expressiones  quantitates 
a  et  ß  non  continere,  fit 

'         V  dr      c'if        dif,     6r  )\Ba       6ß  ~dß       da   )   ^ 

rM  rM  M 


da       dß  8a       dß  xa'+yy' 

B.v '       dl) '  dy'       dx' 
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Si  uti  in  (15)  variabllem  r  loco  ipsius  t  pro  independente  adhibemus,  Multi- 
plieator  antecedens  in  r'  ducendus  est,  unde  in  ipsum  M  redimus,  qiii  ponendo 
V  =  v''~^  e^"""  aecundum  (13)  invenitur 

(17)     M  =  ß^^e-"". 
Qiii  valor   cum    non    afficiatur    varlabilibus  ^   et   ^  iisque  non    magis  afficiantur 
differentialiuin -^  ^^ —r~  vaiores  ((■'>),    erit    M  =  ß~  e~'^"    etiain    Multiplicator 
duarum    aequationum    differentialiura    primi    ordinis  (15),    inter    tres    variabiles 
r,  a,  ß  locum  habentium. 

Quod  ut  directe  pateat,  pono 

(18)      ,.;-=A=  L=-, 

unde 

r'  =  ^2a  —  2F(r)~  -^  =  »Ml^YY, 

dr_^^  dy  __   ^ 

'   da  ~     v'    '     '■  dß"~"'ü' 

Ubi  iiisuper  brevitatis  causa  voeamus  B  solius  r  fimctionem 

(19)     ,■-'"-')  f.  e-""!'^  =  R, 
fit 

(20)     rvf.MV^  rv^'ß-Kfe^"""-""  =  K.y-''. 
Quibus  substitutis  si  eleinentum   independens  dr  MultipÜeatori  M  proportionale 
statuimus,  aequationes  differentiales  (9)  evadunt: 

(21)     dr:da:dß  ^  ß-Kr"":—R—L.=^-  '^■^--.li  -L_L_    ■ -^  ■ 
Vi— 7/     dß         1/1—3'/      da 

Quam  patet  ita  comparatam  esse  foi-mulam,  ut,  dextris  partibus  vocatis  A,  B,  C,  &at 

,^^^      dA        dB        dC    _    dB        dC    _ 

"dr     '^  da    ~^  dß'  "   ~da     ~^~dß~  "      ' 


sicuti  fieri  debet. 

Sint  u  et  w  duae  quaecunque  variabiliLun  r,  a,  ß  fuiictiones,  atque  ob- 
tineatur  e   (15)  sive   e  (21) 

dr :  du  :  du-  =^  ß~''e~""  :  D -.  E, 
Sit  porro    inventum   aequationum  differentialium  (15)   sive  (21)  Integrale,    Con- 
stante    arbitraria    c    affectum,    cuius    ope    exprimantur    )',   a,  ß   per  c,  u,  w, 
ponatiirque 
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de  (du    dw      dw  dui      du  Ww   de       de    dw)       Sw  wc    du       du    de )  ' 

sequitur  e  principio  ultimi  Multiplicatoris  altera  aequatio  integralis 

fd\Edu—Ddw\  =  Const, 
ubi,   et  ipsis  D  et  E  per  u,  w,  c  expressis,    stib    integrationis   signo   difFeren- 
tiale  completum  subest. 

§.30. 

De  Multiplioatore  aequationuin  differeatialium  iaoperimetricarum. 

Sit  U  data  functio  variabilis  independentis  t,  dependentium  a;,  y,  z,  etc. 

et  quotientium  earum  differentialium   x',  x",  etc.,  y',  y",  etc.,  z',  z",  etc.  etc. 

Si  proponitur  problema,   functiones  x,  y,  z,   etc.  ita  determinandi,  ut  Integrale 

IVdt 
metximum  minitnumve  evadat  seu  generalius,   ut  eius  Integralis  vaimtio  evanescat, 
constat,  problematis  solutionem  pendere  ab  integratione  systematis  aequationum 
differentialium: 

,  dv 


d'- 

,  au 
IS" 

de 

d' 

,  an 
aj," 

de 

d' 

,  an 

de 

%  dt 

0  =    ^t7  "^    dz' 

ds  dt 

Qaas  in  sequentibus  vocabo  aequatwnes  differentiales  isoperimetricas ,  cum  pro- 
blema, quod  ab  earum  integratione  pendet,  nomine  licet  improprio  isoperimetrlci 
appellari  soleat.  Quaeram  aequationum  differentialium  isoperimetricarum  Multi- 
plicatorem. 

Inchoabo  a  casu,   quo  ipsa  U  praeter  variabilem  independentem   ;  unicam 
eontinet  functionem  incognitam  x  una  cum  eius  differentialibus  x',  x",  .  .  .,  x^"^. 
Eo  casu  unica  integranda  est  aequatio  differentialis  2n''  ordinis 
,d_ü_  dJJ  du 

^  ^  dx  dt  dt'  dt" 

Ex  aequatioiie  (1)  si  eruitur  quantitatis  x*^"^  vaior 
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huius  aequationis  Multiplicator  M  secundum  (5)  §.14  definitur  ibrmula  diiferentiaU 

dV 
diogM 


dl 


SA 


ar 


E   n-{-l    expressionis    V  terminis  bini  Ultimi    soll   contiiient    quantitatem  ar*^""'*, 
solus  liltimus  quantitatem  x^^"'',  unde  fit 


(2) 


,.-,     SU 

ad-" 


(-!)■- 


(~1). 


,.an 


Quantitatum   ad  dextram  valores  suppeditat  formula  generalis,   quam  in   variia 
occasionibus  atileiii  hie  apponam. 

Sit  W  functio  quaecunque  variabilis  independentis  f,  dependentis  x  atque 
ipsius  X  quotientium  differentialium  x',  x",  etc.;    fit 

.,JBW  ^       BW  ^        S^  ,  ,      öH'  ,  „  1 


Factis  differentiationibiis  et  ubiqiie  substituta  formula 


dt' 

^  = 

'^'-  =  "' 

eruitur 

quantitas 

in 

S3^'^  ducta: 

(3) 

=. 

aw 

d 

,  aw 

35-T) 

1 

-1) 

df-i           ' 

quae  foi-mula,  si 

m 

>  ;;,  usque 

ad 

terminum 

™Cm-l)Cm 

-2) 

..C».~x+1) 

d— 

aw 
an 

1.2.. 

« 

dt 

— 

si  m  < 

J;f,  usque 

ad 

terminum 

an- 
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coiitinuanda  est.     Posteriore  casu  formula  (3)  etiam  hoc  modo  exhiberi  potest: 


,  d-  w 

dl-                dW 

-+m 

,     aw 

1.2 

ad-1             dd-'l 

*         ' 

*' 

C4) 

Formulae  antecedeiites  (3)  et  (4)  iramutatae  manent,  si  functio  W  praeter 
variabilem  dependentera  x  eiusque  quotientes  differentiales  alias  dependentes 
y,  z,  etc.  earumque  quotientes  differentiales  continet.  Si  functionem  W  plures 
variabiles  independentes  dependentesque  earumque  differentialia  partialia  affi- 
ciunt,  eaniqiie  secundum  diversas  variabiles  independentes  diversis  vicibus  iterat^ 
complete  diffes'entiamus,  huius  quoque  differentialis  eompleti  diiferentialia  par- 
tialia simili  ratione  inveniuntur. 

Ponamus,  ipsius  x  differentiale  n"""  altissiiuuni  esse,  qiiod  in  expressione 
W  obveniat,  sequitur  e  (4),  si  x  ^  m-\-n, 


oW 

i-n  —  l, 

d-  W 
dl-          aw 

,aw 

,  ,  "  Sd.i 

m   3^-*--"       ad-'t 

dl 

ändo  m  =  »,  m  =  7(--\  prodit 

,.  av 

au 

df                 d'U           "        dt 

■jd-'i 

a'v 

Saf)          aiwa^w  '        a#" 

-1) 

ad"idd''-^) 

^     *•              aT 

d 

a'V 

ad"  ad" 

5^2ii— 1)  ßj^«]  ad'"' 

Quibus  vulocibus  in  formulis  (2)  substitiitis,  eruitur 

ar  a'u 


(-!)■- 


Bd'->      ~    Bd-iad-'  • 

a'u 


d~. 
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d'V 


d'n 


dt  dt         '  \  aat-ied"  J 

Multiplicatoris  M  valore  invento,  piincipio  ultimi  MultipHcatoris  ultima  integratio 
Quatkaturis  absoivi  potest.     Sit  ex.  gr. 

ubi  E,  F,  G  ipsarum  (  et  X  datae  fuiictiones  sunt,  unde  eruitur 


\E+2Fx' 


Hinc,  proposita  aequatione  differentiali 


an 


si  per  priraam  integrationem  3;'  per  f,  x  et  Constantem  arbitrariara  ß  expressa 
datur,  altera  integratio  dabitur  formula 

aa 


P 


-(EG—FFXx'dt—dx) 


ubi  sub  integratioDis  signo  differentiale  completum  sabest. 

lam  statuamus,  functionem  ü  praeter  variabilem  independentem  t  plu- 
ribus  affici  dependentibus  earumque  quotientibus  differentialibus,  omnium  autem 
variabilium  differentialia  altissima  ad  eundem  n"™  ordinem  ascendere.  Sint 
variabiles  dependentes  tres  x,  y,  z;  tres  integrandae  sunt  aequationes  diffe- 
rentiales 


(7)     X  = 


7=0,     Z  =  0, 


posito 


(8) 


(-1)"  r  = 


(-lyz-- 


Bü 

% 


an  _ 
a^' 


-K-ir- 


hl-iT- 


H(-ir 


,  au 


dtil 


Ex  aequationibus  (7)  altissiraorum,  quibus  afficiuntur,  differentialium  x'^"*,  t/^^">, 
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petantiir  valores,  per  difterentialia,  inferiora  ipsasque  variabiles  x,  y,  z,  t  expressi; 
quibus  respective  secundum  quaiititates  3P''~'^\  y*^~''i  s'^""''  differeutiatis,  Hat 

a^g'>    _        ey''">    _        as(^">     _ 

W      0^(2"-')         "'       ö)/l^-'>   ~^i'       Ö3(s«-0    "■^^^ 
unde  aequationiim  diflferentialium  (7)  Multiplicator  M  secundum  (5)  §.  14  erit 

Quaiititates  u,  v,,  w^   determinandae   sunt  ternis  aequationum    linearium   syste- 
matis,  qiiae  solis  terminis  ad  dextram  positis  inter  se  dÜFerunt: 


(11) 


(12) 


3=0 


ayWSsW 


ex           ax 
ay("')  "  '  ajiw  ' 

ax 

er          dY 

ay 

dZ                dZ 

d/">  "  '  a«(«  ' 

az 

°         a*<»— > ' 

ax          dx 

ax 

aj,(..-.)  . 

8j(..,  "■.1  a^».) " 

ay 

1  ~      ai/"->) ' 

az           az                az 

ax          ax 

a;t 

a,„.-„ 

ar          37 

aj/M  "> '  a»w  ' 

ar 

"s         aso.-i) 

BZ          az 

az 

2          agi^—t) 

a-F 

a'£7 

^-D        ^'^ 

E          ^'^' 

'    ajwaaiM 

'    aiMaji-i 

a')7 

a'u 

aji-'iasw      az 

— >aj,i-) 

a-o- 

a-fJ 

a2<>-')aa,w      a». 

-ua^w       *' 

d'D 

a'V 

a,,i.-iiay.i      a,? 

«-i)a,^w       '^- 
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In    foi-niLiIis   (5)    et    (6)    ipsi     W   substituendo    sex    functiones      „  , ,  ,     ^  ,^,  , 

aü       aü        au        an  .  »      ,    »■  ""         "j 

.  ,  ,  ,   -^^-, — — ,   -,-r  -  ,-r .    Tw — ^ .  pro  ipsa  a:  autem  tiinctiones  x,  w,  2  sumendo, 
sequitur: 

sx    __  ,     ay       p    _az 

Sieff-i  ~   '    ax"->  ~  •    s^i«  ~   ' 

=  A 


(13) 


ax 

dY               ax 
~  •    ajw  ~   '    Sjo 

ax 

■azc-i 

F      ^^         n       '"'''' 

dA 

aj           dF 

dt    ' 

a^t^"-'*      ^^  dt       ' 

dF 

aj          dB 

ax 


dE 


a^s-i)  - 


+*, 


sy 


dB 


az 

ai,C'-n 

az 


dP 
dt 
dC 


azC— '>    ~     'di~ 
Hos  valores  substituendo,  t/ia  systemata  aequationum  linearium  (11)  evadunt: 

dA 


(14) 


Fu  +ß<!  +i>iO      =   — )J 

Fu^+Bc^  +  Dw^  =  — « 
Au,+Fv,+E^^  =  - 
Eu,,+D»..+Cw^^  =  - 


dt    ' 
dF 
IT' 
dE 

A 

dF 

dt 

dB 

dt    ' 

dD_ 

dt 

dE 
dt 
dB 

TT" 

dC 


Quorum  systematum  Deterininans  commune  si  vocatm- 

(lö)     R  =  ABC—AD'—BE'—CF'+2DEF, 
eorum  resolutione  algebraica  obtinetur; 
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SR 

IIa 

dÄ  SR 
dt   ^'  8F 

dt    ^*  SE 

<?«|  aü 
dt  J+iaF"- 

8R 

dF  SR 
dt   "'"    SB 

dB      .  SR 

'w^-'m 

dt  J+'afl" 

,  aK 

SR 

m 

dE  SR 
dt   ^"ÖD 

dD    ,      SR 

<!Ci  aü 
ä-l+*al'- 

8ü 

(16) 


Quibusformulisadditi8,termini  per  a,  6,  c  multiplicati  se  mutuo  destruunt;  uiideprodit 

'^log^  _  _  ,„  ,  „    ,  „,  ,  _  ^JR_ 
dt  '    '^  1"^^'  Ä^^!  ' 

ideoque 

Quo  valore  inventOj  si  per  omnia  praeter  unum  Integralia  inventa  problema  in 
aequationem  differentialem  primi  ordinis  inter  duas  vaiiabiles  redit,  huius  quoque 
Multiplicator  constabit. 

Adiumento  theorematum  generalium  in  fine  §,  16  propositorum  ante- 
cedentia  extendere  licet  ad  casum,  quo  functio  U  praeter  variabilem  indepen- 
dentem  numerum  quemlibet  dependeiitium  continet,  singularum  differentialibus 
altissimis  omnibus  ad  eundeni  ordinem  ascendentibus.  At  si  diversarum  varia- 
bilium  dependentium  differentialia  altissima  in  functione  U  non  omnia  ad  eundem 
ordinem  ascendunt,  Multiplicatoris  aequationum  differentialium  isoperimetricarum 
determinatio  difficilior  est.  Seilicet  nascitiir  difficultas  eo,  quod  casu,  quem 
innui,  aequationes  differentiales  isoperimetricae  formam  normalem  exuant,  qua 
altissima  diversarum  variabilium  differentialia  per  differentialia  inferiora  ipsasqae 
variabiles  determinantur.  Reductio  ad  formam  normalem  cum  molestissima  ac 
saepe  inextricabilibus  difficultatibus  obnoxia  sit,  demonstrabo  sequentibus,  quo- 
modo  generaliter  eruere  Hceat  formulam  differentialem,  qua  Multiplicator  defii- 
niatur,  etiamsi  ipsa  reductio  effecta  non  supponatur.  Quae  formula  in  pro- 
blemate  isoperimetrico  generali  proposito  ips'um  Multiplicatoris  valorem  sup- 
peditabit. 

§31. 
De  retluctione  aequittionum  diJl'erentialium  ad  tbrinam  normalem  öt  formula  symbolica,  qua 
reductarum  Multiplicatoi'  definiatur,     Aequationum  differentialium  isoperimetricarum 
ad  formam  normalem  reductamm  Multiplicator. 

Datae  sint  inter  variabUem  independentem  ;  atque  it  dependentes  .r,. 
x^,  .  .  .,  x^  totidem  aequationes  differentiales 

(1)  F^  =  o,  -?■;==  0,   .  .  .,   y-;  =  0, 
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non  ea  forma  nomiali  praeditae,   quae  permittet,    ut  difFerentialiiim  singularum 
variabilium  altissiraorum    valores   per  differentialia  inferiora  ipsasque  variabiles 
exprimantur,     Ciiiusmodi  habentur  aequationes,  si  in  earuni  uiia  pluribusve  altis- 
sima  difierentialia  sive  omnino  desunt  sive  ex  üs.  reliquarum  adiamento  aequa- 
tionum  eliminari  possunt.      Eo   casu  iteratis  aequätionum  (1)  diftereiitiationibus 
formandum  est  systema  aequationum  auxiliarmm,  quarum  ope  totidem  diflf^^ren- 
tialia  eümhiando  forma  normalis    eruatur.      Varios  raodos,    quibus  ea   operatio 
institui  potest,    in    aiia   Commentatione    tradam,    quippe    quae    qiiaestio    maltis 
egregiis  theorematis  nititur,    quae    uboriorem    expositionem    poscunt.      Hie   ob- 
servare  sufficiat,    si  ad  aequationes  auxiliares  formandas  aequatio  Fj  =  0  sit  /.^ 
vicibus  iteratis  differeiitianda,  ponaturqiie 
</'■'> 
dt''' 
nunicfos  ^;  ita  comparatos  esse  debere,  ut  ex  aequationibus 

(2)    ^j=0,    ^,  =  0,     .  .  .,    <p„  =  0 
altissimorum  differentialiuin  in  iis  obvenientiura 

peti  possint  valores  per  differentialia  inferiora  ipsasque  variabiles  expressi. 
Unde  aequationes  (2)  per  se  consideratae  constituere  debent  aequationum  diffe- 
rentialium  systema  forma  normali  gaudens,  multo  tarnen  altioris  ordinis  quam 
qui  systemati  aequationum  difFerentialium  propositarum  proprius  est.  Aequa^ 
tiones  enim  propositas  atque  auxiliares  praeter  ipsas  (2)  omnes  habere  licet  pro 
aequationum  (2)  Integralibus  earum  reduetioni  inservientibus.  Quae  Integralia, 
licet  particularia ,  talia  sunt,  ut  aequationum  difFerentialium  eorum  ope  reduc- 
tarum  Multiplicator  e  Multiplieatore  aequationum  (2)  erui  possit.  Etenim  ei 
tantum  aequationes  (2)  proponerentur,  loco  aequationum 

d''~'F.  /-''F. 

—-'-  =  0,      -■■-  ^  _.,'-  =0,     .  .  .,     F.  =  0 

dt  '  dt' 

ad  reduetioncm  adhiberi  possent  aequationum  (2)  Integralia  completa 


dt ''  dt  ' 

designantibus   c^'',  4''j    ßtc.    Constantes   arbitrarias,      Multiplicator    autem  aequa- 
tionum reductarum  secundum  §.  12   obtinetur  dividendo  aequationum  (2)   Mul- 

tiplicatorem  per  Determinans  ky-\-X.^-\ \-Ä„  functionum 
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d!'''F.  ,t'~''F. 


formatum  respeetii  ditterentialium  eliminandorum,  idque  sive  Constantibus  arbi- 
trarüs  cf,  di',  etc.  valores  generales  servantur,  sive  iis  valores  tribuuntur  par- 
tieulares,  uti  in  quaestione  proposita,  in  qua  omnes  statiiuntur  evanescere, 

Aequationum  (2)  Multiplicator  definitur  formula   symboHca  §.16   tradita 
(3)    d\(,gM  =  ö\ag'^±A[A'^  ...A^"\ 
posito 

drf.  ,.  dw. 

Has  qitantitates  secundum  formulas  (5)  et  (6)  §.  30  sie  exhibere  licet: 


(6)    ^<"  = 


Unde  ad  condendam  formulain  (3)  suf'ficiimt  datae  aequatlones  (1)  nunierorumque 
^1,  Ä.^,  .  ,  .,  i„  cognitio,     Observo,  si  ponatur 
dF 

designante  a  nuraerum  quemcunque,  foi'mulam  (3)  abire  in  hanc: 


rflog  — 


:  J\o^2±A[A.^'...A'-^\ 


\2=tA[A;'...A'^X 

unde  obtinei'i  potest  variationis  forraandae  simplifieatio. 

In   problemate  isoperimetrico,    quod    aequatione   äfUdt^  0    continetnr, 

expressio    ü  praeter  variabilem    independentem    t  contineat   n  dependentes    x-y, 

x^,  .  .  .,  x„  atq  uedifferentlalia  ipsius  a^j  usque  ad  mf"',  ipsius  x-^  usque  ad  mf, 

etc.:  enint  aeqiiationeB  diflferentiales  integrandae: 

.„,  dU  ,„_,   dU 

d  ' T-^         d 

O^F-. 


(C) 


d.,'r' 

8.;-" 

df"' 

d' 

dt'"'^' 
_,    dU 

a.;--" 

dt- 

dt"~' 

,,..  an 

rf" 

_i  du 
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Si  m,  omuuiin  numerorum  m^,  m^.  ...,  m„  maximus  est,  aequationiii 
liarium  systema  facüe  constat  obtineri  differentiando  aequationes  K^O,  F.^ 
respective  mi  —  m^,  m,  —  m^,  etc.  vicibus,  unde  fit 


=  ü,  etc. 


(7) 


0  =  f,= 

^' 

d- 

_,    du 

- 

de'' 

dt'"'^' 

^ 

0  =  <f,= 

d' 

du 
s4-' 

d- 

_,     dU 

34-- 

dt" 

*■■'-' 

0  =  y,= 

<r 

an 

d" 

_,     dU 

df" 

dt'--^ 

Unde  per  fornnilas  §.  30  sequitur 


(8) 


'>  du''-' 


dt 


siquidem  poiütiii 


d'U 


Cum  Sit 


d'U 

dir}"'"  5^'""^''         ß,?;^"''"''  dx'^'"^ 

dl?  ~'  äZ" "" 

ß,  =  — ß,„    R,  =  0 

foniiaiida  variatione  (3)  binoi'um  terminorum  aggregata 

(M±^,M;'...4<"'  d2±A\A',' ...A"^         1 


=  jl|''     idcoqu 


r 


B 


evanescuiit.  unde  ipsius  oflog-M  valor  (3)  eruitur 
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ideoque 

(9)  M=  !^±^;^^'...4'''p. 

Qua  in  formula  ipsis  Af  valores  (8)  substituendo  patet,  sl  m,  maximiis  omnium 
m, ,  Wg ,  etc. ,  aequari  M  potestati  rr^'  Determinanlis  functionum 

au        au  du 

ipsarum  x"'' ,  x!"' ,  etc.  respectu  formatt. 

Reductio  ad  formam  normalem  reductarumque  aequationum  difCereiitialiuni 
Multiplicator  sie  obtinetur. 

Quoniam  aequationibus  (2)  valores  quantitatum 

determinantur,    bis   quantitatibus   expresaiones    (f^^,    y^,    .,.,    w„    aliae    aJiis   affi- 

ciantui"  necesse  est,  ita  ut  eliminatio  successiva  locum  habere  possit.     Sint 

ipsi  numeri  1,  2,  ,  ,  .,  n  inter  se  pennntati,  positoque 

P.,.  =  ?-' 

Btatuamus,  quantitates  a:,''  ipsam  y,,  x^^  ipsam  ^a,  .  .  .,  a;^*"'  ipsam  w„  afficere 
quo  nihil  impeditur,  quin  functio  y^  praeter  ^i'/'  quantitatum  xf,  x^^'\  etc. 
alias  vel  etiam  omiies  contineat.     Supponamus 

atque  fieri 

Porro,  designante  fi  numerum  ipso  ^,.  non  maiorem,  statuamus 

(It  •   "  ■  ' 

lam  ex  aequationibus  propositis  et  auxiliaribus  eligamus  haec  a-hl  systemata 
n  aequationum: 

IV.  64 
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<f,  =  0, 

»,  =  0,    .  . 

y^  =  0, 

yl-»=0, 

y(-'>  =  0,    .  . 

.,      y(-')  =  0, 

<fl-s>  =  0, 

,(-»=0,    .  . 

•,    !f;""=0, 

-f,    =0, 

r,  =  o,  .  . 

.,       i^,   =0, 

Systemate  pnmo,  secundo,  etc.,  ultimo  respeetive  determinantur  quantitates 


Unde  aequationibus  (10)  differentialia  omnia  exprirnuntur  per  alia  bis  postremis 
inferiora..     Eadem  ratione  aequationibus 

yl-«-a)  ^  0,     9^^f-^'>  =  0,     .  .  . ,     91;,-"-^'  =  0, 


F_^,    =  0,        i^„_^3  =  0,     .  .  .,  ^i     =  0,     yf-fl  =0,     .  .  . ,     tp«,-^'  =  0 

difFerentiaiia  omnia  revocantur  ad  alia  ipsis 

inferiora  et  ita  poii'o.     Postremo  advocatis  aequationibus 

F_^^  =0,     F,^.  =0,  .  .  .,      -f;  =0, 

tit,  ut  differentialia  omnia  ad  alia  revocentur  infeiiora  ipsis 

(11)  xf~^^\  4^;-''*,   . . .,  *<;;-'■"' . 

Formulae,  quibus  ista  differentialia  (11)  per  inferioi-a  exprimimtur.  ipsum  eon- 
stituunt  aequationum  differentialium  systema  forma  normali  gaudens,  ad  quod 
propositae  (l)    revocari    possunt.       Guius    Multiplicator    secundum    theoremata 

M  ■ 

Cap.  IL  proposita  eruitur  -jr ,  designante  D  omniura  functionum 
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Determinaiis  sumtum  respectu  quaiititatnin 


Functiones  enim  illas  nihilo  aequiparando  obtinemus  aequatioiies  reducendis  (2) 
adhibitas;  quantitates  illae  autem  sunt  ipsae  harum  aequationum  ope  eliminandae. 
Quae  elitninationes  vidimus  successive  institui  poase,  ita  ut  aequationes,  quas  in 
eadem  linea  horizontali  posiii,  per  sc  constituant  systema  totidem  qiiantitatibus 
elimiiiandis  sufficiens.  Unde  fit.  ut  Determinans  T)  productum  evadat  a  sive  X^ 
Determmantium  functionalium  simplicioruin : 


D  =  /7^=! 


a«''--*' 


a^d^j-'i       a»"«-') 


X/7^± 


a«<*+'-"     sJ''+'~" 


a»?-- 


siquidem  in  hac  formula,  designante  h  indicem  in  functione  aliqua  f  obvenientem, 
ipso  77 /'(/t)  designatur  productum  /'(^)/'C^-i-l)/'(/<  +  2).../'(^y).  lara  in  formula 
antecedente  singula  Determinantia  funetionalia,  quae  idem  Signum  JT  aniplectatur, 
observo  inter  se  aequalia  evadere  eademque  fore  ac  si  ubique  index  —h  omit- 
teretur.     Unde  si  ponimus 

Sif'r''''         e<p,  3K 


(12) 


=  {i±a[a;,'...a';'\' 


xp±^ 


['+l)^['+2) 


...A':>r 
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Posito 

(T3)    ^±4^"^*^f  ...4"l  =  R., 

valoi-  antecedens  fit  It^R„~"El~'\..E"~'',  qui  etiam  sie  exhiberi  potest: 

(14)    B  =  rI'R'^~^'R';-^\..rIz:,''-\ 
qua  de  formula,  si  bini  nuineri  se  proxime  insequentes  /,  et  ^,_^i  inter  se  aequales 
existunt,  potestatem  -ff/"*"^    '  unitati  aequaleni  reiicere  licet. 

Eeductiones,  quibus  aequationes  differentiales  propositae  ad  ibrmas  nor- 
males antecedentibus  assignatas  revocantur,  eae  sunt,  quae  omniiim  simplicissimo 
modo  efficiuntup.  Pro  quibus  supponere  licet  «  =  0  sive  simul  de  Omnibus  nu- 
meris  ^,,  ^s,  ...,  ^„  eorum  minimum  detrahere  licet;  nam  aequationum  aaxi- 
liarium  (10)  nonnisi  ultima  series  ad  reductionem  adhibebatur.  Formae  normales 
illis  reductionibus  simplicissimis  erutae  tot  existunt  inter  se  diversae,  quot  modis 
numeri  1,  2,  ....  n  in  talem  ordinem  ;fi,  x.^,  -..,;(■„  disponi  possunt,  ut  quantitates 

4?''        -^If'         ■  ■  ■'     ■^t^"'     aequationibus      ip,    =0,       <p.,   =0,     .  .  .,     y„  =  0, 
äf^^+f,    4^+-l     .  .  .,     a'*^"'     aequationibus    (p^_^^  =  0,    ^^^^^  =  0,     .  .  .,     y„  =  0. 

*«*'"^'''     *^"^'''     ■  ■  ■'     4'"'      aequationibus    g>^_^^  =  0,    <p,^,,  =  0,     .  .  .,     y ,  =  0 

determinentur,  siquidem  in  aequationibus  illis  quantitates  illae  solae  pro  in- 
cognitis,  reliquae  pro  datis  habentur.  Eeductiones  ad  has  formas  pauciores 
poscunt  aequationes  auxiliares  eliminationesque  ac  si  proponeretur  reductio  ad 
ullam  aliam  formam  normalem,  ex.  gr.  reductio  vulgaris  ad  unicam  aequationem 
differentialem  inter  duas  variabües ,  quae  vel  omnium  maxime  prolixa  est. 
Neque  pro  aliis  formis  normalibus  Determinans,  per  quod  M  dividendum  est, 
concinnitate  expressionis  (12)  gaudet. 

Antecedentia  ad  problema  isoperimetricuni  propositum  applicemus.  Aequa- 
tionum differentialium  (7)  unaquaeque  simul  omnibus  altissimis  differentialibus 

atficiatur;  unde  ipsi  a^,  x^,  ....  a„  designare  possunt  nuraeros  1,  2,  ...,  n 
quocunque  modo  pennutatos.     Fit 

l-  =T  flij — m.,     q.  ^p,,  =  «ij-f-wi^.i     5^ — ^,-  =  wH-w*,,, 
unde  n  quantitates  (II)  abeunt  in  quantitates  x".''^'"''  ;  porro  fit 
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(/)  ^^]  ^'^^ 

Hiiic,  collectis  Ibrmulis  (9)  et  (14),  fltüt  seqiiens  theorema. 

Theorema. 
„Proponatur  integrale  Jü dt  Maximum  Minimumve  reddere,  expressione 
fj praeter  variahÜem  independentem  t  confinente  n  dependentes  Xj,  x^,  . , ,,  x„  uiia 
cum  earum  differentialibus,  respective  usque  ad  mj"",  m^"*,  etc.,  m^""  ordinem  as- 
cendenttbtis;  designanHbus  Xj,  x^,  . . .,  x„  numeros  1,  2,  ....  v  quocunque  ordine 
dispositoSy  integrandae.  erunt  n  aequationes  differentiafes 

in  quihis  L,.  L^,  .  .  .,  i„  ipjsis  differentialihus  altissimis  ad  laevam  posilis   non 
(ifficiuntur;  si  m^  ^•m^^mj  ...^  m„_,  ^  m„,  poniturque 

dx   ''  da:.  ' 
illarum  n  aequationum  differentialiimi  habetur  MultipUcator 


Integralibus  omnibus  praeter  anuin  inventis  eoruraque  ope  totidem  quau- 
titatibus  variabilibus  eliminatis,  si  aequationes  x^"''*'"'"'  =  L,  etc.  ad  aequatioiiem 
differentialem  primi  ordinis  inter  duas  variabiles  reducuntur,  huius  quoque  Mul- 
tipUcator, cuius  ope  ea  solis  Quadraturis  integrabilis  fiat,  constabit  multiplicando 
valorem  praecedentem  per  quantitatum  eliminatarum  Determinans ,  Constantiuiii 
respectu  arbitrariarum,  quibus  Integraüa  afficiuiitiir.  foniiatum, 

Berol.  d.  26  Julii  1845. 
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SUL    PRINCIPIO    DELL'ULTIMO    MOLTIPLICATORE    E    SUO 
USO  COME  NUOVO  PRINCIPIO  GENERÄLE   DI  MECCANICA. 

I. 

Comincio  dal  dimostrare  un  lemma  di  calcolo  integrale,  iinportante  per 
le  sue  applicazioni  all'  integi'azione  de'  ststemi  di  equazioni  differenziali  volgari, 
prineipalmente  di  quelle  dalla  ^ui  iiitegrazione  dipeiide  la  determinazione  del 
moto  di  un  sistema  di  punti  materiali. 

Lemma. 
Stano    X,   Xi,   X2,   .  .  -,   X„  fwizioni    quuJunque    delle    variabi/i   x, 
X,,   ...,  x„,   ed  M  ed   u  due    altre  Junzioni  delle   medesime    variabi/i   che 
verifichino  Uequazioni  diffe7'enziali  'parziaU  seguentl: 
e(MX)         8(MX^)  d(MXJ 

8x  8x^  Sj:  ' 

J(-Ji+X,-f -+...+ Z.-f-    =0. 

öj:  '    öx^  "   ox^^ 

Pongiisi 

u  ■:=  a, 

ove  a  €  una  costante  arbitraria;    e  da  questa  equazione  dedotto  ü  valore  di 
x„,  si  sostituisca  nelle  funzioni  X,  Xi,  . . .,  X,_i  e  nella  quantttci 

La  fmmone  M^   delle  variabüi  x,  a;,,  . .  .,  x„_i   verificherä  un'equazione  si- 
mile  a  quella  per  cui  e  stata  definita  la  funzione  M,  cio>.  l'equazione 


6x  Bx^  Bx _ 

Dimostrazione.     L'equazione  da  dimostrarsi 

d(M^X)         e  (M^  X, )  B  (M^  X„_, ) 


'dx 


--  0 
6b 
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puö  mettersi  sotto  la  forma 

aiogj/, 

-•    8i.  , 

sx      ax,            ex  , 

H — T \ — ^ \ \-^ 

dx          äx                    dx 

=  0. 

Le  quantitÄ  X,  X^,  . . . ,  X^^  ed  M^  qui  sono  riguardate  come  funzioni  delle 
variabili  indipendenti  x,  x^,  .  .  .,  x„_^,  ma  nella  loro  forma  primitiva  contengono 
ancora  la  variabile  x„  data,  come  funzione  delle  altre.  dall' equazione  u  ^=  a. 
Ove  abbiasi  riguardo  a  quella  forma,  Fequazione  precedente  devesi  scrivere  in 
questa  guisa 

dloeM,  6\osM,  dhsM, 

X J-J.^+X-    /    '   H hX    ,      .  ^     ' 

öx  1       ö,r,  "-1     öx    , 


(1) 


— 5:7^1-^ 
ax      ax, 

sx    Sj!, 
I  vaiori  de'differenziali  parziali 


.  3^. 


ax,_, 


■•+^.. 


dx^ 


a». 


sono  cavati  dall'equazione  u  =  ß  mediante  la  formula 


Bx^                dx. 

dx.                  du 

-ev; 

Si  avra  pereiö 

X^+X,^-\ \-X 

dx            '-  dxj                  " 

a«. 

-'  a«.- 

= 

-=—   V      6x           '   dx^   ^ 

■+^.- 

a 
ai 

ovvero,  essendo 

x^+x,^+-+x, 

dx           '  dx 

du    _ 

0, 
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(3) 


(2)    ^J^+^,^ 


dx^    dx 

r  ex  ßu 


ÖX,     du 
dx       dx 


Ö^„ 


Ora  l'equazione 


■■+^„- 


differenziata  rispetto  x„,   e  divisa  per  -^ — ,  fornisce 

1      r  dX   du        ÖX,     du  <9X^_, 

du     \  Bx^    Bx         da:^      Bx^  _  Bx^ 

du  üt       Bu 


Bx^ 


+^,- 


--HX,- 


■  8x^ 


_^_X- 


d'onde,  secondo  la  formula  (3),  risulta 

dX    Bx         5Xj     8x^ 
Bx^    Bx         8x^     6xj 

ex         ^'"«^         """"Tj: 


w 


aio2 


a» 


-+X- 


Sostituite  le  formule  (2)  e  (4)  nella  formula  (1),  otterremo 

dhgM^ 


ax 


dx. 


az._ 


ölog- 
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ovvei'o,  essend  o 

otterremo  la  t'onnula 

„         ohgM        ausM  aiogj/      sx      ax  ax. 

U  =  A — 7; HA  — ^ 1 HA  — ^— -■   -i — ^    -H — ^ (-•■■H — ä — -, 

öx  '      o^,  ox^  ex  oaTj  ox^ 

la  quäle,  nioitlplicata  per  M,  cangiasi  iiella  formula 

d(MX)        d(MX,)  S(MX  ) 

Cosi  l'equazione    da   dimostrarsi,    e  ricondotta  alla  medesima   equazioiie   per  la 

qiiale  si    e  defiiiita  la  quantitä  M;    lo   che   dimostra  la  ventä  del  lenima  pro- 

posto.     Essendo 

,.  du       ^    du  „du 

X^ — hX-^ i i-X^^=—  =  0, 

l'equazione  u  ^  a  puö  anche  defini'rsi  conie  un  integrale  del  sistema  deU'equa- 
zioni  differenziali  volgarl 

dx:  dx^ :  ...:  dx^  =  X  :  X^  ■....:  X^, 
definizione,  che  io  adotterö  in  appresso. 

II. 

Nello  stesso  modo  che  si  h  dedotta  da  M  la  fuiizione  M^ ,  poträ  dedursi 
da  -M|  una  nuova  funzione  iT/,,  da  M^  una  nuova  funzione  M^,  ec;  ed  il  lemma 
preeedente  per  tutte  qaeste  funzioni  fornira  equazioni  differenziali  parzlaH  alle 
qtiali  esse  devono  soddisfare,  il  numero  delle  variabili  indipendenti  diminaendo 
continnamente  di  un'unttEi. 

Posto  che  Tequazione  u  =  a  sia  un  integrale  del  sistema  dell'equazioni 
differenziali  volgari 


e  che  sia 


B{MX)        d(MX^}  S{MXJ 


M 
du 
dx 
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la  fiiiizione  M^  ha  soddisfatto  all'equazione 

d(M,X)        S(M,X,)  5(MX_,) 

ove,  mediante  reqtiazione  u  =  a,  la  variabile  x„  e  stata  eliminata  dalle  quantitil 

X,    X,,    .  .  .,    X^_,. 
Sia  M|  ^  «1  un  integrale  dell'equazioni  differenziali 

dx:  dx^ :  ...  :dx^_^  =  X-.X^:...:  -X^_,; 
ove  ß,  e  una  nuova  costante  arbitraria:  posto 
M.,  =  -~ —  , 

si  avrä,  per  il  medesimo  teorema, 


=  0, 


cu:.( 

'^l ' 

'^n~i              -^ 

■  ^i 

■^«-5' 

M, 

iUj 

M 

ÖMg 

öu. 

e«, 

au. 

du, 

du 

^•^^   a 

8x„ 

.    ö^.  1 

5x„  , 

dl    , 

"  0^7 

ove  X,  X,.  ,  . .,  -X^-s,  ü/^  sono  funzioni  di  x,  x^,  , .  .,  x^_^,  eliminatane  x„_-i 
per  mezzo  del  secondo  integrale  Mj  =  «j.  Essendo  u^  una  terza  costante  arbi- 
traria,  sia  %  ^  a^  un  integrale  dell'equazioni  differenziali 

dx  :  (fa|  :  . . . ;  dj!^_^  ^  X  :  X,  :  . . .  :  X_^_ 
e  pongasi 


eliminata  x„_j,    raediante  l'equazione   11.2  ^  tt^,   dalle   t'iinzioni  X,    Xi,  ...,  X^_2 

e  jl/3,   si  avrä 

d(M,X)        6(iV/,X,)  Ö(,1/,Z„_,)  _ 

dx  dXj  ^■'^n— 3 

Continuando  in   qiiesta  guisa,   siansi  trovati  successivainente  gl'  integrali 

(5)      M  ^  «,      Wj  =  «I ,      ■    ■    ■ ,      M„_2  ^  ''-i-S ' 

ove  a,  «j,  . .  .,  «„-2  sono  le  costanti  arbitrarie,  ed  ove  w^  =  «^  fe  l'equazione 
fra  le  variabili  x,  x-i,  x^,  ...,  x„_f,  che  ha  servito  aireliminazione  di  x^_f. 
Posto  inoltre 

(6)     'K   1  =   -Ti ;,■  ^^         ^ ' 
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ed  eliininate,  mediante  gl'  integi-ali  trovati,  tutte  ]e  variabili  x^,  x^,  .  .  .,  *■„  dalle 
fimzioni  X,  X,  e  M„_,,  si  avrä  per  Tapplicazione  ripetuta  de!  lemraa  diraostrato 


P) 


Ora,  eliminate  le  variabili  x^,  x^,  . .  .,  x„  pei*  mezzo  degl'  integrali  (5)  che  sono 
tutti  gl'integrali  del  problema,  eccetto  un  solo,  resta  da  integrare  l'equazione 
diflferenziale  di  prim'ordine  fra  le  due  variabili  x  et  x^: 

(8)  X^dx—Xdx^  =  0, 
e  la  formula  (7)  dimostra  che  la  quantitä  M„_^  e  ii  moUipUcatore  di  quest' 
equazione  differenziale.  Tal  raoltiplicatore ,  rendendo  il  primo  membro  di  (8) 
un  differenziale  completo,  riduce  la  integrazione  dell' equazione  alle  sole  qua- 
drature.  Da  qui  si  ricava  ü  seguente  teoreraa,  al  quäle,  per  la  sua  importanza 
e  feconditä,  ho  stimato  proprio  di  dare  una  denomiiiaxione  particolare. 
„Proposte  Vequazioni  differemiaH 

dx:dm^:...:da:^  =-  X:  X^:  ...  :  X^, 
sia  M  una  quantitä  qualunque  che  soddisfaccia  altequazione 
d(MX)        3(MX,-)  d(MX) 

e  del  sistema  dell'equazioni  differenzinli  siansi  trovati  successivamente  tutti 
gV  integrali,  eccetto  un  solo, 

ove  a,  «1,  ...  sono  le  costanti  arbitrane;  s'impieghi  ciascun  integrale  aÜ'elimina- 
zione  di  una  variabile,  talche  u^  =  a,  sia  l'equazione  fra  le  variabili  x, 
Xi,  .  .  .,  x„_,,  che  ha  servito  aU'eliminazione  di  x^_^:  il  rnoltiplicatore  deWuHima 
equazione  differenziale 

X.da^Xdx,  =  0 


du       6u^ 


ove,  mediante  gl'  integrali  trovati,    le  quantitä  X,  Xi ,  /(  sono   da   esprimersi  per 
le  variabili  x  e  x^." 

Dimostra  il  principio   dell'ultiino    rnoltiplicatore  che,    conosciuta  la  quan- 
titä M,  l'uftima  integrazione  pub  sempre  eseg^iirsi  colle  sole  quadrature. 
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Quando 

si  ha 

ex 

(9)    -3V- 

ax 

-  =  0, 

potra 

farei  M  = 

=  1;  d'onde  segue  che: 

„proposto 

un  sistema 

c!i 

equazioni 

diffe- 

renzia 

X\  volgari 

d« :  <&, 

:...:<i.J, 

=  X:X,:.. 

.:  J,, 

ove 

SX 

dX, 
3.      + 

3^. 

■■■+ a.     ' 

=  0, 

e  trovati  tutti  gl'integrali  completi,  eccetto  un  solo,  Tultinaa  equazione  differen- 
ziale  poträ  sempre  integrarsi  coUe  sole  quadrature".  Svilupperö  piü  estesamente 
nel  giornale  del  sig.  Grelle  il  detto  principio.  Qui  basterä  di  farne  Tappücä- 
zione  ai  problemi  meceanici. 

III. 

PRINCIPIO  DELL'ULTIMO  MOLTIPLICATORE  NEl  PROBLEMI  MECCÄNICI. 

Coiisideriamo  le  formule  dinamiche  rispetto  al  moto  di  k  puiiti  materiali. 
Le  3Ä  coordinate  rettangolari  di  questi  k  punti  siano 

e  sia  inoltre 

(10)     -^  =  -i^si,      -^  =  -»3j,+i,     .  .  .,     -^         =  ^„, 

ove  n^  6^  —  1.  Supponiamo  che  le  forze  sollecitanti  i  punti  raatenali  secondo 
le  direzioni  parallele  agli  assi  delle  coordinate,  siano  funzioni  delle  sole  coor- 
dinate X,  Xi,  . .  .,  aTj^i,  senza  dipendere  ne  dal  terapo,  ne  dalle  velocita;  e  ehe 
il  sistema  de'punti  sia  interamente  libero.  II  moto  dei  punti  sarä  dato  daU'inte- 
grazione  di  un  sistema  di  equazioni  differenzlali  volgari  della  forma 
da:.,,  dx...  , .  da: 

M    TT^-^..'     ^1^  =  ^—    ■■■•     Tr  =  ^- 
ove   X^t,  X^i^,,  .  .  .,  X„  sono  funzioni  delle  quantitä  x,  x,,  .  .  .,  x.^/,_^.     Posto, 
per  maggior  conformitä  coUe  formule  degli  articoli  antecedenti, 

X^^  ^=   X,        ^g(.+j   =  Xj,         .     .     .,         *^   =^   -^31:— 1' 

le  formule  (10)  e  (11)  riunite  somministrano  il  sistema  di  equazioni  differenzlali 
del  primo  ordine 

(12)     dx  :  <7^j  : ...  :  da:^  =  X:  X^:  ...:  X^. 
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Queste  integrate   e,    mediante   gl'  integrali   trovati,    espre^ 
avrii  final  mente  il  tempo 


(13)     ,=/-J 


Dunque,  come  si  sa,  nei  problemi  meccanici  l'ultlma  integrazione,  che  da  l'espres- 
sione  del  tempo  per  una  coordinata,  puö  ottenersi  inediante  una  sola  quadratura. 
Ma  io  dico  che  le  due  ultime  integrazioni  possono  sempre  ottenersi  per  via  di 
sole  qiiadrature,  perche,  oltre  l'equazione  (13)  che  contiene  soltanto  una  qua- 
dratura, mediante  il  principio  deirultimo  moltiplicatore  anche  l'ultinia  integra- 
zione del  sistema  (12)  puö  ridursi  alle  quadrature.  Infatti,  essendo  le  quantitk 
■^3*1  -^3*4-1!  -  ■  ■)  -X.  funzlonl  delle  sole  x,  x^,  . .  .,  x^^^^,  e  le  X,  X,,  . .  .,  X^j., 
essendo  eguali  alle  variabili  a^a^,  %.+i,  -  .  -i  x„,  vedesi  che  in  niuna  funzione 
X,  si  contiene  la  variabile  x^,  e  che  in  conseguenza  per  ciascun  valore  di  ^  si  ha 
8X. 

d'onde 


Abbiaino  dunque  il  easo  di  M  ^  i.  Pertanto  trovati  tutti  gl' integrali  delle 
equazioni  (12),  eccetto  un  solo,  il  moltiplicatore  dell'ultima  equazione  differen- 
ziaJe  sark  fornito  dal  principio  proposto  neirai-ticolo  precedente,  sostituitovi 
M=  1. 

Lo  stesso  principio  da  le  due  ultime  integrazioni,  anche  nel  caso  dei 
sistemi  non  liberi  di  punti  niateriali.  Oiö  si  farä  manifeste,  ponendo  le  formule 
dinamiche  sotto  una  forma  convenevole,  come  appresso. 

Sia  Zk — m  il  numero  dell' equazioni  di  condizione  del  sistema  de'  k  punti 
materiali;  esprimo  tutte  le  loro  3^  coordinate  x,  x^,  .  . .,  %_i  per  m  qitantita 
indipendenti 

?P     ?-.i     ■  ■  ■>    'i,„; 
quindi,  posto 

esprimo  la  metä  T  della  forza  viva  del  sistema  de'  punti  materiali  colle  quantitä 


^P    ?,,    ■  ■  ■,    5,„. 
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dT 


=  p..^ 


Siano  poste  requaxioni 

6T_  dT  _ 

le  quali  sono  lineari  rispetto  a  ql,  q^,  ...,  q',„\  e  per  la  loro  risoluzione  si 
ottengano  i  vaJori  di  q[,  q^,  .  .  .,  ql,  espressi  per  ^^i,  p^)  -  ■  ■)  P,>.-  Sostituiti 
questi  valori  in  T,  riesce  T  funzione  delle  2  m  quantita 

9v  ?2>  ■  ■  -1  5„,'  Pp  P2:  ■  ■  ■>  P„r 
]e  qiiali  sono  quelle  fra  cui  conviene  stabilire  l'equazloni  differenziali  dinamiehe. 
Per  ottener  queste,  poniamo  che  a;,.  sia  una  coordinata  di  un  punto  la  cui  massa 
k  TUf,  e  che  questo  punto  sia  sollecitato  secondo  la  direztone  parallela  alla  co- 
ordinata Xf  dalla  forza  X^^_f_,.  Sostituendo  i  valori  delle  coordinate  x,  x^,  . . .,  %._,. 
espressi  per  q,,  q.,,  .  . .,  q„,  si  ottenga 

Le  quantita  X^^,  Xj^^j,  .  .  .  essendo  funzioni  delle  sole  x,  a:,,  ,  .  ,,  le  quantita  Q^ 
Q2,  ...,  saranno    funzioni  delle  sole  91,  q^,  .  .  .,  q,^.      Trovate  queste   funzioni. 


l'equazioni   differenziali  fra  le    variabili  q^, 
ranno  le  seguenti: 


(14) 


9.,   93, 


9.,-  Ih,  P2,  ■ 


,  p,„    sa- 


IT 

dp, 

dt 

a<i, 

dl, 
dt 

dT 

dp, 
dt 

aT 

dt 

ST 

* 

er 

La  dimostrazione  di  queste  formale  generali  puö  rlcavarsi  dalla  dimostrazione 
data  dal  sig.  Hamilton  nel  caso  che 

mX^dx-i-m^X^^^da::^-\ \-m^^._f^„dx.^^_^ 

6  un  differenziale  completo  (vedi  due  memorie  dello  stesso  autore  inserite  nelle 
Philosophical  Transactions  an.  1834  e  1835).  Separando  l'elemento  dt  e  raet- 
tendo  l'equazioni  differenziali  sotto  la  forma  di  una  proporzione 

Idq^:dq^:...:  dq^  :  dp^ :  dp.^  : . . .  :  dp^ 
ST     dT  ST  dT  BT  ^T       ^ 

^    3p,  ■  dp,  '■■■'■  dp,^^  '■        3q^  "^*^i-"^"ä^+^ä  =  -"  =  -^^-^«' 

si  hanno  primieramente  da  integrare  l'equazioni  (15),  e  poi  il  tempo  t  sarä  tro- 
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vato    come  funzione    di  una    delle  quantita  g-j,  q^,  ...    mediante  una  sola  qua- 
dratura.      Ricerchiamo    adesso    la  quantita  M  corrispondente    al    sistema  delle 
equazioni  (15).     Quaiido  erano  proposte  l'equazioni  dlffereiiziali 
dx:dx^ : ... :  dx^  =  X :  X^: ... :  X^, 

ciascuna  delle  quantita  X,  X^,  ec.  fu  differenziata  rispetto  alla  variabile  al  cui 
differenziale  e  proporzionale.  Svanendo  la  somma  di  tutti  gli  n  differenziali  par- 
ziali  cosi  ottenuti,  l'ultima  integrazione  fu  ridotta  alle  quadrature,  Cosi,  pro- 
poste l'equazioni  differenziali  (15),  si  hanno  da  differenziare  le  quantita 

dT_ 


dT 

3T 

dp, 

dp. 

spetto  alle 

variabili 

<i, 

,     </., 

le  quantita 

dT 

PT 

<'?, 

dq. 

dq.,  '*'  8q^^  "' 

rispetto  alle  variabili 

A»    P2'    ■  •  ■'    P.,r 
Or  la  somma  di  tutti  questi  2m  differenziali  parziali  svanisce,  perche  combinan- 
doli  due  a  due  si  ha  per  ogni  valore  dell'Indice  i: 

8p.  \       Sq.        ^'}    _   öQ. 

^1i  ^P,  ^Pi 

Dunque,  proposte  l'equazioni  differenziali  (15)  corrispondenti  a  un  sistema  non 
libero  di  punti  raateriali,  potra  farsi  jl/ ^=  1,  e  perciö  la  loro  ultima  integrazione 
poträ  ridursi  alle  quadrature. 

Quando  Tespressioni  delle  forze  contengono  esplicitamente  Ü  tempo  t, 
non  si  poträ  piü  ottenere  il  tempo  con  una  sola  quadratura,  corae  nei  casi  pre- 
cedenti.  Ma,  mediante  il  nuovo  principio,  auche  in  questo  caso  l'integrazione 
dell'ultima  equazione  differenziale  del  primo  ordine,  f'ra  t  ed  una  coordinata. 
dipenderä  soltanto  da  quadrature. 

Lo  stesso  principio  si  applica  anche  al  moto  di  una  cometa  in  un  mezzo 
resistente,  e  ad  alcuni  altri  casi  particolari  ove  alle  forze  sollecitanti  sono  ag- 
giunte  tbrze  di  resistenza. 

Roma,   16  marzo   1844. 
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ZWEI  BEISPIELE   ZUR  NEUEN  METHODE  DER  DYNAMIK. 

Es  gelte  in  einein  Probleme  der  Mechanik  die  Erhaltung  der  lebendigen 
Kraft;  die  dieselbe  ausdrückende  Gleichung  sei 

T=  £7+A, 
wo  T  die  halbe  lebendige  Kraft,  U  die  Kräftefunction,  h  die  willkürliche  Con- 
stante  bedeutet.  Es  seien  q-^,  q^,  etc.  die  von  einander  unabhängigen  Bestim- 
inungsstücke  der  Positionen  der  materiellen  Punkte,  welche  entweder  frei  oder 
vorgeschriebenen  Bedingungen  unterworfen  sind.  Man  setze  —^^q',  drücke 
T  durch  die  Grössen  §,,  q^,  etc.,  ^1,  ql,  etc.  aus  und  bilde  die  Gleichungen 

er  _  dv^      6T_ _  sv_ 

Drückt  man  mittelst  dieser  Gleichungen  T  als  Function  von  q^,  q^,  etc. , 
-^—,   -3 — ,    etc.    aus,    so   wird   T=  U-\-h  eine    partielle  Differentialgleichung 

erster  Ordnung  zwischen  den  Variabein  F,  qy,  q^,  etc.  Kennt  man  von  der- 
selben eine  Lösung  V,  welche  willkürliche  Constanten  enthält  und  so  beschaffen 
ist,  (was  das  Kriterium  einer  vollständigen  Lösung  ist),  dass  sie  keiner  andern 
partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  genügt,  welche  von  der  gesuchten 
Function  V  selbst  und  den  willkürlichen  Constanten  frei  ist,  so  kann  man  das 
mechanische  Problem  vollständig  integriren,  und  kennt  auch  zugleich,  wenn  die 
Bewegung  gestört  wird,  ohne  einige  weitere  Rechnung,  die  Differentialgleichungen 
für  die  gestörten  Elemente. 

Sind  nämlich  «,,  a„,  etc.  die  in  V  enthaltenen  willkürlichen  Constanten, 
so  werden 

er      ,      ör  sv 

-'T—  =  ß^:      "ä —  =  ß-^      etc.,      -^r^—  =  i-HT, 
da.         '^        da..         '^-'  '       dh 
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526  ZWEI  BEISPIELE  ZUR  NEUEN  METHODE  DER  DYNAMIK. 

WO  /?,,  /?2,  etc.,  T  neue  willkürliche  Constanten  sind,  die  vollständigen  Integral- 
gleichungen.    Hat  man  für  das  gestörte  Problem 

T  =  D-\-ii-hh, 
wo  iß   die  Störungsfunction   ist,   so  werden   die  Differentialgleichungen  für   die 
gestörten  Elemente: 

rfK,  da        da.^  da 

dß^  da         dß^  da 

'd^^^'da]"'   'dr^~~s^'  *'*''■ 

Erstes  Beispiel:  Die  elliptische  Bewegung  eines  Planeten  um.  die  Sonne. 
Wählt  man  als  Bestimm  ungsstiicke  der  Position  des  Planeten  seine  Polar- 
coordinaten  r,  (p,  yj,  und  setzt  die  anziehende  Kraft  ^  1,  so  wird 


T=i\r', 

■'+r'y'y'+r'siiiV-t^''/''!'       ^~^< 

dT 

dT           ,    ,         dT           ,  .    , 

.,  _   dV 
dr 

■  r      sr      , .  ,    ,,      dv 

^            dif.                          ^            d\p 

i\[^]'+r^[^)+T--k^{lpi^- 


Setzt  mal 

so  wird 

'^  ar   J        r'  \  ö(f 
Die  partielle  Differentialgleichung  wird  daher 

\dr    }        )■'  \dtf  }         r'^va'qi   V  5(/'  /  r 

Schreibt  man  diese  Gleichung  folgendermaassen : 


m- 


^-g^l— — -244 

so  erhält  man  eine  vollständige  Lösung,  wenn  man  die  in  den  einzelnen  Hori- 
zontalreihen befindlichen  Ausdrücke  besonders  =  0  setzt,  und  die  drei  für  Y 
hieraus  erhaltenen  Ausdrücke  summirt.     Es  ergiebt  sich  hieraus 


'  =  /,/|-+2/,-^<i,.+//»-^^.-<i^+#. 


1>- 
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Substituirt  man    diesen   Werth  von    V,    so   werden   die    vollständigen   Integral- 
gleichungen der  elliptischen  Bewegung 

_dV_ 

-dß 

wo    «,  ß,  a',  ß',  h,  r    die    sechs    willkürlichen    Constanten    sind.      Die    letzte 
Gleichung  giebt  z.  B. 


7f 


Man  findet  leicht  die  geometrische  Bedeutung  der  Elemente  «,  ß,  «',  ß'  und 
durch  das  oben  angegebene  allgemeine  Theorem  die  auf  sie  bezüglichen  Störungs- 
formeln. 

Zweites  Beispiel:  Die  geodätische  Linie  auf  einem  EHipsoid. 
Es  sei  die  Gleichung  des  EUipsoids 

a'         o'         c' 
und  a>b^c.     Man  erhält  alle  Punkte  desselben,   wenn  man  zu  dieser  Glei- 
chung die  beiden  folgenden 

a^' — [X  b''^i.i  c' — [i, 

hinzufügt,  aus  den  drei  Gleichungen  3:,  y,  z  durch  X  und  fi  bestimmt,  und  der 
Variablen  X  die  Werthe  von  <?  bis  IP-,  der  Variablen  ^  die  Werthe  von  Ä^  bis 
(^  giebt.  Das  halbe  Quadrat  der  Geschwindigkeit  eines  Punktes  des  EUipsoids 
wird  dann 

rj.  ft—Ä  I'  X      ,  ,        1.1      ,    ^ 


wo 

wieder 

>.' 

dt'' 

^ 

,  und 

ist. 

Man 

erhält  hiera 

US 

M  = 
zufolge 

(a'-;.)(*'-i)P- 
(»'-c)0«-*')(p- 

der  allgemeinen 

Regel 

av 
'mr^ 

BV 

dp  - 

dT 

ST 
'  dp'"  "  " 

^-;. 

W 

4 

A     ' 
lifi' 

4 

M 
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und  daher  durch  Elimination  von  ^'  und  ju' 

^  ^  7^^  Lx  [~dr}  '^  TT  vd^j  \  ■ 

Die  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Fläche,  wenn  dieselbe  nur  durch  einen 
momentanen  Impuls  erfolgt,  geschieht  auf  der  sogenannten  geodätischen  Linie. 
Man  hat  für  diesen  Fall 

U=  0; 
die  partielle  Differentialgleichung  T  =  U-h  h  wird  daher 

Man  genügt  ihr,  ähnlich  wie  im  ersten  Beispiel,  wenn  man  besonders 

'  -(—) 

X  Kai  j 


setzt,  woraus 


=  a—HX, 


d).A 


folgt.     Die  Relation  zwischen  k  und  ,«,  welche  die  geodätische  Linie  bestimmt, 

ar 
an 


'"//Tr-TO?"'-//? 


(a  —  ^kXy^  J  r    (^kti  —  ajM 

WO  h,  a  und  ß  die  willkürlichen  Constanten  sind. 


dfi, 
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PEOBLEMA  TRIUM  COKPOKDM  MDTUIS  ATTEACTIONIBÜS 

CUBIS  DISTANTIARÜM  INVEKSE  PEOPORTIONALIBDS 

RECTA  LINEA  SE  MOVENTIÜM. 

(Ex.  III.  0.  G.  J.  Jacobi  maouscripfis  posthumis  in  medium  protulit  A,  Wangerin.) 

In  Coramentationis  „theoria  novi  Multiplicatoris"  inscriptae  §.  28  [Cf.  h.  Vol. 
p.  478]  de  tribus  corporibus  se  mutuo  attralientibus  in  eademque  recta  motis  egi 
atque  aiinotavi,  casu,  quo  inutuae  corporum  attractiones  cubis  distantiarum  iii- 
verse  proportionales  sint,  motum  totura  taiitura  ab  unica  Quadratura  pendere. 
Qua  de  re  paucis  disseram,  eadem  notatione  usas  atque  in  illa  Commentatione. 

Kursus  posito 

(1)    M  =  rcosy,     u^rsiny, 
loco  Substitution  um  (16)  Commentationis  supra  commenioratae  hae  adhibendae  sunt: 


(2) 


dt 


i'-\-ri'- 


--  *•', 


siquidem  rursus  ponitur  '/»' =  -     -,  ipsi  *I>  autem  tribuitur  valor: 

(^\    ^  ^  iJ 'mm m  m ^ mja  ^^ 

^  ■"  ^  l  (aGOs<f  4-^sin(p)^         («'cosyH-^'sing))  (a"e,osip-\-l>  'siny 

Aequationes  (19)  Commentationis  citatae  in  has  mutantur: 

(5)     dq.  :  da  :  dri  ^  j; :  s^-f-i^^— 2*  :  ^', 
unde  eruitur 

^'d(f — t^dij  =^  0, 
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ideoque,  designante  «  Constantem  arbitrariam, 

(6)     2*—»;'  =  «. 
Prineipium  coiiservationis  virium  vivarum  suppeditat  aequatioiiem 

(7)     ^|#-i(«^+^>)l  =A, 


(8) 


l  '■'  n  1/2*—«  r\U—2hr' 

Quadraturarum  hie  instituendarum  rationi  immorabor,  ut  generalia  quaedam 
Mechanicae  et  Calculi  Integralis  praecepta  in  clariorem  lucem  ponantur  et  com- 
modo  exemplo  illustrentur. 

In  quaestionum  mechanlcarum  solutionibus  nihil  ambigui  manere  potest. 
Semel  conditione  initiall  ex  arbitrio  data,  neque  novis  viribus  acceleratricibus 
vel  impulsibus  accedentibus,  per  totum  temporis  infiniti  decursum  mobilium  po- 
sitiones  lege  unica  determinantur,  cum,  tempore  semper  progrediente  et  con- 
tinuo  fluente,  variabiles,  quibus  mobilium  positiones  et  velocitatum  eorum  inten- 
sitates  et  directiones  definiuntur,  ita  a  tempore  pendeant,  ut  earum  mutationes 
nunquam  continuitatis  prineipium  laedant  neque  per  saltus  fiant,  hoe  est  ut 
nanquam  duobus  temporis  momentis  infinite  vicinis  respondeant  Olarum  varia- 
bllium  valores  quantitate  finita  inter  se  differentes.  Unde  exempli  gratia  in 
quaestionibus  mechanieis  nunquam  fieri  debet,  ut  variabiles  illae  a  positive  ad 
negativum  vel  a  negative  ad  positivum  per  infinitum  transeant.  Nisi  lex  illa 
suprema  bene  tenetur,  fieri  potest,  ut  pro  eodem  statu  initiali  ex  iisdem  aeqiia- 
tionibus  difCerentialibus  determinationes  petantur  a  vero  motu  quam  maxime 
abhorrentes  et  prorsus  absurdae.  At  antecedentia  tantum  ad  ipsas  valent  va- 
riabiles, quas  supra  innui,  quibus  scilicet  sine  ulla  ambiguitate  definiuntur  mobi- 
lium positioues  et  veloeitates,  neque  lex  proposita  ad  illarum  variabilium  fimc- 
tiones  extendi  potest, 

Maxime  autem  rejicienda  est  regula,  quae  passim  dari  solet,  radicalibus 
inter  integrationem  eadem  signa  conservanda  esse.      ScUicet  radicalis  signo  pro 
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conditione  initiali  definito,  non  aniplius  in  potestate  iiostra  positum  est,  regulam 
aliquam  de  illius  signo  condendi,  sed  omnia  continuitatis  legi  permittenda  sunt. 
Neque  si  duarum  variabilium  u  et  v  loco,  quae  ad  illas  variabiles  continuitatis 
legi  obnoxias  pertinent,  alias  r  et  ip  adhibes  ponendo  u  =  rcosf,  v  =  rsmy), 
statuere  licet,  ipsam  r  semper  positive  valore  gaudere. 

Principiis  mechanicis,  quibus  vires  soUicitantes  per  aequationes  differen- 
tiales  exprimuntur,  illa  adjicienda  esse  videntur,  quae  modum  spectant,  ipsum 
motum  ex  aequationibus  differentialibus  deducendi.  Illa  principia,  si  veterem 
distinctionem  renovare  licet,  dynamica,  haec  phoronomica  appeliare  conveniret.*) 

In  exemplo  antecedenti  ex  arbitrio  dati  sint  variabilium  r,  (p,  -^ ,  -^ 
valores  initiales  r^,  (p^,  rl,  yö  tempori  ^  =  0  correspondentes;  erant  ipsarum  s 
et  t]  valores  initiales 

Quantitäten!  r,,  semper  positivam  statuere  licet.     Porro  fit 

siquidem  ^^  functionis  0  valorem  designat,  qui  pro  valore  initiali  (p  ^=  sp^  ob- 
tinetur.     Posito 


V2^- 

quantitas  JT,  quam  evanescente  t  et  ipsam  evanescere  pono,   simul  cum  t  con- 
tinuo  crescere  debet,  cum  babeatur 

dn  =  — 3-- 

Pro  conditionibus  initialibus  et  pro  varlis  temporis  t  intervallis  varlae  formulae 

de  aequationibus  differentialibus 

rdr  ,„  dr 

dll=  - 


deducendae  sunt,  quibus  r  et  II  per  t  exprimantur.  Qua  in  re  statuere  placet, 
radicalibus  valores  positivos  vel  negatives  convenire,  potestates  fractas  vero 
semper  quantitates  positivas  designare. 


*)  Eulerus  ülim  adTeraarii  Koenig  ignoranham  unsere  increpaTit,  quod  lUam  inter  Dynamicam 
et  Phoronomiam  differentiam  non  liene  teneret.  Quam  distindioneni  hodie  meiioie  iure  adhibere  possumus 
cum  methodi  iiitegrationis  problematis  mechanicis  prnpriae  partira  Mechanii'ae  pei  uliarem  üonstitucre  Mdeantnr. 
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1".     Sil  a  negalivum,  unde  eliam  h  negativum. 

a)  Sit  r't,  negafwum.  Erit  initio  motus  dr  negativum,  unde  etiam  Va  —  2hr^ 
signo  negativo  sumendum  est,  quia  elementum  dt  seroper  positivum  est  atque 
valor  i\  positivus  suppoiiatur.  Decrescit  r  a  r^  usque  ad  valorem  positivum 
^'i  =  ("2A~)  '  '^'■''  ""espondent  ipsarura  f  et  II  Viilores 

jj  =j  —      ,   Arccos  (  —  1 , 

siquidem  areus  inter  0  et  ^  sumitur.  Si  motum  ulterius  persequeris ,  invenis 
per  totum  motam,  tempori  t^  anteriorem  et  posteriorem,  vaiere  formulas: 

ubi  areus  circulares,  crescente  ^  a  0  usque  ad  co,  a  valore  positivo  inter  0  et  -^ 

posito  usque  ad ^   decrescunt.      Ipsa    r   tempore    t  =  t^  valorem    minimum 

r,  adipiscitur,  eodemque  temporis  intervallo  ante  et  post  hanc  epocham  eundera 
valorem  induit, 

b)  Si  rä  positivum  est,  in  antecedentibus  nihil  mutandum  est,  nisi  quod 
loco  t  ponendum  est  f+2/,,  loco  JI  autem  n+2JI,. 

2°.    Sit  a  positivum,  h  negativum. 

a)  Sit  rl  negativum.  Quantitas  r  continuo  decrescit  inde  a  r^  usque  ad 
—  tx);  quantitas  -^  decrescit  primum  inde  a  r^  usque  ad  — oo,  quem  valorem 
evanescente  r  assequitur;  neque  vero  -^  propter  principia  phoronomica  supt-a 
exposita  ad  -i-oo  transire  potest,  dum  r  a  positivo  valore  per  0  ad  negativum 
transit,  sed  redire  debet  per  valores  negativos  continuo  crescens  usque  ad  va- 
lorem  —  (— 2A)*.     Hinc  autem  sequitur,  quantitatem 

inde  a  J-or^  =  —  («  — 2A^*  usque  ad  ~-(a)i  continuo  crescere,  evanescente  r 
subito  ac  per  saltum  transire  a  — («)^  ad  -!-(«)'  ac  deinde  crescendo  pergere 
usque  ad  +co.     Unde  exemplum  habemus,  quo  radicale  non  cvanescens  Signum 
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mutat,  idque  per  ipsam  continuHatis  legem,  qualis  in  Mechaliicis  adhibenda  est, 
fieri  debet.  Quod  autem  quantitas  -t—  continuitatis  legem  sabire  debet,  dum 
quantitas  ~  eidem  legi  non  subjecta  est,  id  inde  fit,  quod  r  ad  systema  va^ 
riabilium  pertinet,  quibus  sine  aliqua  ambiguitate  positiones  mobilium  definiri 
possunt,  quantitas  r^  autem  ejus  loco  adhibita  ambiguitatem  admittit.  Kam 
iliae  ipsae  tantum  variabiles  earumque  diflFerentialia  prima  per  temporis  ele- 
mentum  dt  divisa  continuitatis  lege  obstringuntur.  Dum  r  a,rg  usque  ad  nihilum 
decrescit,  crescit  JI  a  0  usque  ad  oo.  Si  adhibetur  tempus  t,,  quo  r  evanescit, 
datum  aequatione 

—  2ä;,  =  (a—2hrl)''~aK 
valent  ante  tempus  t^  foruiulae 

— 2A((,  — 0  =  (a—2hr')^—a\ 

Inde  a,  t  ^  ii  usque  ad  ?  =  oo  valet  formula 

—  2fi((  — ij  =  («— 2Ä)-')*— «*, 
ita  ut  tempore  T  sive  ante  sive  post  epocham  t-,  fiat 

r  =  ±T^(—2hT-h2a^)\ 
signo  superiore  ante  epöcham,    inferiore   post  epocham  valente.     Habemus  hie 
exemplum  quantitatis  Vß  +  x^— V«,  in  qua  bina  radiealia  eodem  signo  sumuntur, 
quam  patet  continuitatis  legem  servare,   si   pro  x  =  0  bina  radiealia  noh  eva- 
nescentia  simul  signum  mutant. 

Tempore  t  =:  f,  transit  JI  a  -j-oo  ad  —  oo,  atque  pro  t'>-(,  fit 

b)    Si  'rl  positivum  est,   r  positivis   tantum  valoribus  gaudet  atque    con- 
tinuo  crescit.     Designante  t^  eandera  quantitatem  atque  casu  (2",  a)  nunc  fit: 
— 24(!+<,)  =  («— 2;»r')'— a', 
■■  =  ((+l,)'|2ii'— 24(1+(,)|', 

>-o('+0'i_  I  ,„r '   (°-2*'-:;)'+»'] 

-2;ic»)'+o'  i 
68 
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3°.     Sil  cc  positivum,  h  positivum. 

a)    Sit   )■„    negativum.      Formulae    eaedem    atque    antecedentibus    (2",  a) 
manent,  dum  r  &.  r^  usque  ad  ~  (-ö7")'  decrescit,  t  a  0  usque  ad 


dt 

**"  '■.  =  124-)        '  =  Tä' 

motus  periodicus,  si  initio  ejus  denuo  ?  =  0  statuitur,  hoc  modo  fit: 

dum  (■  a    )■,  ad     0  decrescit,  fit  f  =  -J^(«  — 2A)>')', 

dura  /■  a    0  ad  — r^  döcrescit,  fit  ;  =;  2t 9i~(*f  —  2hr''/, 

dum  r  a  — j'j  ad  0  crescit,  fit  <:  =  2 jr-+- -v  -  (k  —  2kr'), 

dum  »■  a    0  ad  r,  c-cnädi,  &t  t -=  4t— ^^(a^2hr^)\ 

dum  r  a    ■/■,     ad    0       decrescit,  fit  ( =  4r+-^^(«— 2/'/-=)', 
etc.  etc. 
Hie  videmus  continuitatem  servari,    certo  tempore  simul  radicalis  signum  atque 
Constantis  arbitrariae  tempori  addendae  valorem  mutando.     Designante  T  quan- 
titatem  positivam  ipso    t  minorem   atque  n  numerum  integrum    sive  positivum 
sive  negativum,  ponatur- 

f.  =  2nr±  T, 
erit 

r  =  ±(2A)*(ir^-  T')\ 

signo  superiore  aut  inferiore  valente  prout  n  pyr  aut  iiiipar. 

Ipsum 

-^-  =  —1/^^=2^ 
dt  r  ' 

in  intervallis  temporis  0,  r,  2r,  3t,  4t,  öt,  etc.  a  0  ad  — oo,  a  — oo  ad  0,  a 

0  ad  +c«,  a  H-oo  ad  0,  a  0  ad  —oo,  etc.  continua  mutatione  fertur.     Contra 

ipsum    r—r~  in  iisdem  intervallis  a  0  ad  —(«"),  ab  «*  ad  0,  a  0  ad  —(a^),  ab 
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«*  ad  0,    a  0  ad  —(«*))  ^t*^-  movetiir,   generaliterque  pro   (  =  Snx+T"  datur 
valore 

r-^  =  s  =  ■\/a-2k/'  =  —2h(t—2nT), 

quae  functio  tempore  +t,  +3t,  +5t,  etc.  a  — 2/iT  ad  +2At  per  saltum  transit. 
J/denique  infiiiitum  fit,  ubi  r=:0;  atque  pro  aliquo  momento  t=  2nT^T, 
ubi  T  quantitas  positiva  atque  minor  quam  r  est,  fit 

b)  Sit  tI  posiävum.  Crescente  r  a  r^  ad  ^i  =  {"^)'  cfescit  ^  a  0  ad 
fo  =  -i-(ß— 2Ar^)*,  ita  ut  sit 

Ab  hoc  temporis  momento  idem  motus  periodicus  incipit,  quem  modo  perspeximus. 

Restat,  ut  ei  casus  considerentur,  quibus  aut  r'^^0  (id  quod  tantum 
primo  et  tei-tio  casu  fieri  potest),  aut  a  =  0,  h  negativum,  aut  h  =  0,  a  posi- 
tivum  est.  Quibus  casibus  perscrutandis  supersedere  possumus,  cum  omnes  ante- 
cedentibus  contineantur,  levibus  adhibitis  mutationibus.  Exempli  causa  si  tertio 
casu  rlj  =  0,  ea  motus  pars,  quae  motum  periodicum  antecedebat,  omittenda  est. 

Quadraturam  instituendarum  ratione  perspecta,  motum  trium  corporum 
non  amplius  persequar. 
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